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Vorrede 


as  Lehrbuch,  welches  Lierniit  den  Schülern  und  Freunden 
der  Mathematik  übergeben  wird,  ist  zunächst  bestimmt,  als 
Grundlage  der  Vorträge  za  dienen,  welche  an  der  hiesigen 
polytechnischen  Schale  yon  mir  Uber  analytische  Geometrie 
der  £bene  and  von  Herrn  Professor  Sohl 8 milch  über  ana- 
lytische Geometrie  des  Raames  gehalten  werden.  Diese  in 
dem  Lehrplane  der  Anstalt,  an  welcher  wir  vereint  wirken, 
begründete  Theilung  des  Unterrichtsstoffes  bildet  die  Veran- 
lassung zur  gemeinschaftlichen  Herausgabe  des  vorlicgeuUcu 
Werkes. 

Was  den  von  mir  speciell  bearbeiteten  Theil  betriift,  so 
habe  ich  eine  zweifache  Bemerkung  vorauszuschicken,  die 
sich  eines  Theils  in  materieller  Hinsicht  auf  die  Auswahl  des 
Stoffes,  anderen  Theils  formell  auf  seine  Behandlung  und  An- 
ordnung bezieht.  Um  nach  der  ersteren  Seite  hin  wenigstens 
innerhalb  bestimmter  Grensen  eine  gewisse  Vollständigkeit  %u 
erzielen,  war  mein  Augenmerk  hauptsächlich  darauf  gerichtet, 
aus  dem  reichen  Materiale,  welches  namentlich  die  Theorie 
der  Linien  zweiten  Grades  darbietet,  solche  Sätze  auszuwiili- 
len,  die  eine  constructive  Anwendung  gewähren.  Es  ist  da- 
bei möglich  gewesen,  Einzelnes  aufzunelnnen,  was  in  anderen 
Lehrbüchern  von  gleichem  elementaren  Standpunkte  gewöhn- 
lich ausgeschlossen  bleibt,  wohin  ich  unter  Anderem  die  Theorie 
der  Krümmungskreise  gerechnet  wissen  möchte.  Die  mehr 
praktische  Richtung  meiner  n&heren  Schüler  war  bei  dieser 
Auswahl  massgebend;  doch  hoffe  ich,  dass  mich  deshalb  auch 
nach  anderer  Seite  hin  kein  Vorwurf  treffen  wird^  wenn  es 
mir  gelungen  ist,  innerhalb  des  gebotenen  Raumes  den  be- 
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handelten  Stoff  zu  einem  orp^anischen  Ganzen  abznrunden.  — • 
In  Beziehung  auf  die  Dni  stollung  war  mein  Streben  besonders 
auf  Vereinfacliung  dos  Calcüls  mittolsl  gconietrischer  Deutung 
der  üleichungcüi  und  auf  eine  möglichst  natürliclie  Verlsnüpfung 
der  einzelnen  Untersuchiingen  gerichtet.  Wenn  mir  in  letz- 
terer Hinsicht  entgegengolialtcn  werden  BolltCy  dass  in  einem 
Lehrbuche  der  analytischen  Geometrie  der  Discussion  der 
allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades  eine  andere  Stellungi 
als  bei  mir  geschehen,  nämlich  vor  der  Betrachtang  der  ein- 
seinen Kegelschnitte  zuzuweisen  sein  möchte,  so  gebe  ich  dies 
in  systematischer  Hinsicht  gern  zu;  praktisch  hat  es  mir  aber 
nicht  geschienen  mit  Rucksicht  auf  den  mathematischen  Stand- 
punkt der  Schuler,  welche  ich  im  Auge  hatte.  Meine  Er- 
fahrunj^en  im  Ijchrfache  haben  mir  die  IJebei  zcu^ung  ge- 
währt, dass  die  allgemeinen  Untersucliuogen  der  analytischen 
Geometrie  nur  dann  Nutzen  zu  schaffen  im  Stande  sind,  wenn 
ihnen  eine  längere  Uebung  in  speciellen  Discussionen,  welche 
an  Bekanntes  anknüpfen ,  vorhergegangen  ist,  dass  sie  aber 
dann  mit  nm  so  grösserer  Strenge  geführt  werden  können. 

Schliesslich  habe  ich  noch  zn  bemerken,  dass  die  mir  zu 
Gebote  stehenden  literariKchen  Hilfsmittel  von  mir  benutzt 
worden  sind,  ohne  dass  ich  deshalb  Citatc  gehe,  weil  dies  in 
einem  Scliulbut  lie  nicht  am  rechten  Platze  sein  dürfte.  Auf 
Neuheit  des  Stoffes  macht  meine  Arbeit  keinen  Anspruch; 
kaini  die  Art  der  Darstellung  zur  weiteren  Verbreitung  eines 
wif^htiL^en  Zweiges  der  INTathematik  etwas  beitragen,  so  bin 
icE  vollkommen  befriedigt. 

Dresden,  im  September  1855. 
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Einleitung. 


D  •8  Gebiet  der  niederen  Geometrie  besehränkt  eieb  anf  die 
Untersncbnng  der  Eigenscbaften  derjenigen  rXnnlicben  Gestalten, 
welche  mit  Benntznn^  des  Lineals  und  Zirkels  darstellbar  sind, 
d.  i.  der  geradlinigen  Goljilde  und  des  Kreises,  sowie  derjenigen 
Flüclien  und  Körper,  deren  Entstehung  in  einfacher  Weise  auf 
diese  beiden  Grundformen  zurückgeführt  werden  kann.  Ihre  Me- 
thode geht  dabei  im  Wesentlichen  von  der  Anschauung  aus ,  und 
wenn  sie  sich  zu  ihren  Untersuchnngen  ancb  der  reichen  Hilfs* 
mittel  der  Algebra  bedien*,  so  geschieht  dies  doch  nnr  sa  dem 
Zwecke,  nm  die  Formen  von  Grössenbeaiehnngen,  welche 
ursprünglich  der  geometrischen  Construction  entnommen  wurden, 
nmsnbilden  nnd  dftdnrch  zu  Lehrsätzen  oder  zur  Lösung  von  Anf- 
gabeii  zu  gelangen.  Dieser  Art  von  Anwendung  der  Arithmetik 
auf  die  Raumlehre  g^ehört  die  «ogenannie  rechnendo  (ronmetrie 
und  die  jj,(nvöhulich  als  besonderer  Theil  davon  getrennte  Trigo- 
nometrie an. 

Jede  Benutzung  der  Zahlenlehre  zn  geometrischen  Unter- 
SQchnngen  setzt  die  Möglichkeit  voraus,  die  Zahlen  ebenso,  wie  wir 
uns  den  Raum  an  keiner  Stelle  unterbrochen  denken,  als  stetig 
verSnderlicb  auffassen  au  können.  Hierzu  geben  die  Erweiterun- 
gen, welche  die  Zahlenreibe  durch  die  Operationen  der  Buch- 
stabenrechnung erlangt,  die  Mittel  an  die  Hand.  Wührend  die 
Weite  der  Sprünge,  welche  beim  Uebergnngo  von  einer  Zahl 
zu  iliror  njiclistfolgciidcn  oder  näelistv(trli(M-golicndeu  htaltiindon 
iiitissfn ,  durch  die  Eiiiscliiebung  der  gebroclieiien  Zahlen  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann,  gewährt  die  Einführung  der  Irrational- 
zahlen die  Möglichkeit,  die  auch  hierbei  noch  bleibenden  Lücken 
Antl.  Geam.  I.  1 
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aaszuMlen;  mittelBt  der  negativen  Zahlen  wird  aber  die  anfUng^ 
lieh  vorhandene  einseitige  Begrenzung  aufgehoben.  Dnrch  diese 
Erweiterungen  wird  die  Reihe  der  auf  einander  folgenden  Zahlen 
mit  einer  nach  beiden  Seiten  unbegrenzten  geraden  Linie  yer- 

gleichbar;  der  Uebergang  von  einem  Punkte  dieser  Geraden  zu 
einem  andern  mit  Durclilaufuug  aller  möglichen  Zwischenpunkte 
liisst  sich  durch  den  üebergang  von  einer  Zahl  zu  einer  andern 
darstellen. 

Diese  durch  die  stetige  Veränderlichkeit  der  Zalilon  erlangte 
Analogie  zwischen  den  Zahl  -  und  Kainngrössen  ist  für  die  Ent- 
wickelung  der  geometrischen  Wissenschaft  von  der  grossten  Wich- 
tigkeit  geworden.  Descartes  (1596 — 1650)  fan^ hierin  die  Mittel, 
auch  Beziehungen  der  Lage  in  das  Gebiet  der  Arithmetik  hin- 
tiberznspielen  und  dadurch  der  Geometrie  eine  Untersuchungs- 
methodo  zu  eröffnen ,  welche  fast  vollkommen  unabhängig  von  der 
luiiiiittelbareu  Anschauung  der  zu  untersuelieudcu  liaumgebilile 
bleibt. 

Wenn  man  ciuc  von  zwei  Zahlen ,  welche  durch  eine  Glei- 
chung an  einander  gebunden  sind,  der  Keihe  nach  alle  möglichen 
Werthe  annehmen  lässt,  so  erlangt  die  andere  Zahl  eine  von  der 
jedesmaligen  Grösse  der  ersten  abhängige  Folge  von  Werthen. 
Descartes  legte  solchen  am  Faden  einer  Gleichung  fortlaufen- 
den veränderlichen  Zahlen  geometrische  Deutungen  unter  und 
gewann  durch  dieses  Hilfsmittel  aus  jeder  Gleichung  eine  stetige 
Folge  von  Punkten  der  Ebene,  die  sich  durch  ein  bestimmtes,  von 
der  besonderen  Natur  der  benutzten  Gleiclum«^  abhängiges  Be- 
wegungsgesctz  an  einander  gereiht  zeigen.  Die  Gleicliung  ward 
für  ihn  der  arithmetische  Ausdruck  der  l'orni  einer  J.inie.  llieriuit 
war  einer  neuen  Wissenschatt,  der  analytischen  Geometrie, 
die  Entststehung  gegeben'^),  durch  welche  die  Raumlehre  eine 
völlige  Umgestaltung  erlangt  hat.  Die  Lehre  von  den  Gleichun- 
gen zwischen  veränderlichen  Zahlen  wird  in  ihr  zu  einer  uner- 
schöpflichen Bildungsquelle  räumlicher  Gestalten;  zugleich  ge- 
währt sie  aber  auch  die  Mittel,  durch  neue,  rein  algebraische 
Untersuchungsmetlioden  die  Eigenschaften  dieser  Gebilde  zu  ent- 
decken. 

*)  Die  Grundlagen  der  neuen  Wissenschaft  sind  in  einem  kleinen 
Werke  von  Descartes  enthalten,  welches  16S7  unter  dem  einfachen 
Titel  »Geometrie*  iir fransösischer  Sprache  erschien. 
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Während  dieser  Zweig  der  Geometrie  durch  Deieartes  «nf 
Betrachtmig  der  Linien  in  der  Ebene  bescIirSnkt  blieb,  so  erlangte 
er  dnrch  die  Nachfolger  desaelben  bald  eine  wesentliche  Erweite* 
rang,  indem  er  sieh  auch  des  nach  drei  Dimensionen  aasgedehnten 
Bannes  bemächtigte.  Parent  (1666—1716)  wendete  snerst  drei 
veräuderliclio  Zahlen  an,  nm  eine  kruiiiuic  Oberfläche  durch  eine 
Gleichung  ausziulrücken ;  lüunentHcli  aher  orhielt  diese  erweiterte 
An wptkIui!«^;  der  aiialyti-rljtMi  (Teoiiu'tric  ilirc  vollstundige  Knt- 
wickeluug  durch  Clairaut  ^7ld — 1765)  in  einem  Werke  über 
die  Linien  doppelter  Krümmung  und  die  krummen  Oberflächen. 
Seitdem  hat  eine  grosse  Zahl  anerkannter  Mathematiker  sich  die 
Fortbildung  der  neaen  Disdplin  sar  Aufgabe  gemacht. 

Ihrem  historischen  Entwickelnngsgange  getreu  serfKllt  die 
analytisehe  Geometrie ,  in  Uebereinstimmung  mit  der  Eintheilnng 
der  niederen  Greometrie  in  Planimetrie  und  Stereometrie ,  in  swei 
Haupttheile:  die*analytischc  Geometrie  der  Ebene  und 
die  anaijLische  Geometrie  de^  Kau  um*  s.  Die  erstere  be- 
nutzt die  Lehre  von  den  veriiuderlichen  Zahlen  zur  l  utersticliung 
der  Linien  in  der  Ebene,  die  letztere  beschäftigt  sich  mit  den  Li- 
nien im  Kaume  und  den  Flächen. 

Die  analytische  Geometrie  der  Ebene,  die  hier  zunächst  un- 
sere Aufgabe  bilden  soll ,  hat  ihren  Ausgang  zu  nehmen  von  den 
Methoden,  mittelst  deren  die  Lage  eines  Punktes  der  Ebene  in  der 
Beaeiehnungsweise  dieser  Wissensehaft  ausgedrückt  wird. 
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Die  Punkte  in  der  Ebene. 


8- 1- 

Punkte  in  elnorOersdsiL  BaehtwinkligMCIooidinAtonsyiteni. 

In  einer  im  Punkte  A  einseitig  begrenzten  geraden  Linie  A X 
(Fig.  1)  wird  die  Lage  eines  Ijeliebigen  Punktes  P durch  die  Strecke 
AP^  d.  i.  durch  Beinen  Abstand  vom  Anffingspnnkte  vollständig  be- 
Fig.  1.  Btimmt.    Die  Beschränkiuig,  hierbei 

Ä  P*  A    P  Linie  in  A  begrenzt  anzunehmen, 

'  \         i      X   scheint  deshalb noth wendig,  weil  ads- 

serdem  derselbe  Abstand  zweien  zn  beiden  Seiten  von  A  gelege« 
nen  Punkten  zukommen  würde.  Wir  gelangen  jedoch  dahin,  diese 
vorlaufige  Eiuscliritukung  zu  beseitigen,  wenn  wir  einen  neuen 
Punkt  zum  Ausgange  für  die  Messung  der  Abstände  wälilen  und 
den  Beziehungen,  durcli  welche  die  Irühcre  und  jetzige  Entfernung 
des  Punktes  P  vom  Anfange  der  Messung  an  einander  geknüpft 
sind,  allgemeine  Geltang  zuschreiben.  Setzen  wir  nämlich  A  P=gc^ 
AiP^Xi  nnd  AAi  :=s a ,  so  folgt: 

1)  «  =  +« 

and 

2)  Xi'=x  —  a. 

Die  letztere  nnd  somit  anch  die  erste  Gleichung  findet  aber 

für  jede  beliebige  Lage  des  Punktes  P  Anwendung,  wenn  man  für 
solche  Punkte,  deren  x  a  ist,  den  Wertli  von  .r,  negativ  in  Rech- 
nung bringt.  Haben  dalier  z.  B.  /'  und  P'  gleiche  Abstände  von 
A^ ,  so  kommen  den  Strecken  A^  P  und  A^  P'  gleiche ,  aber  mit  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  versehene  Zahiwerthe  zu. 
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Sowie  wir  iu  der  obigen  Figur  von  einem  links  gelegenen 
Punkte  A  der  Linie  A.Y  aiuigmgeB,  konnten  wir  uns  auch  dieselbe 
Gerade  anflinglich  nach  rechts  begrenst  Torstellen  imd  gana  wie 
▼orher  von  ihrem  Endpunkte  nach  Jf  ttbergehen.  Wir  gelangen 
hierdurch  ohne  Schwierigkeit  zu  gana  entsprechenden  Beaiehnn* 
gen ,  gewinnen  aber  zugleich  die  Ueberseuguug ,  dass  es  lediglich 
Sache  eines  vorläufigen  Uebereinkommeus  ist,  auf  welcher  Seite 
vom  beliebig  ge\välilten  Ausiraii^spiinkte  aus  die  Entfeniuiigon 
aller  übrigeu  I^unkte  deraelbeu  Geraden  als  positiv  oder  negativ 
in  Rechnung  zu  ziehen  sind. 

Werden  die  in  I)  und  2)  gewonnenen  Gleichungen  in  der  Form 
of  =  arj  +  (4-  «)  und  «i  —  a:  +  ( —  a) 
geschrieben,  so  erhalten  beide  eine  gemeinschaftliche  Schreibweise 
und  xeigen,  wie  man  yon  den  Entfeinnngen,  welche  einem  an- 
fänglich gewählten  Ausgangspunkte  zugehören,  an  den  auf  einen 
neuen  Anfang  bezogenen  fibergeht.  Beachtet  man  hierbei ,  dass 
in  Uebereinstimmung  mit  dem  Vorigen  entgegengesetzten  Ver- 
schiebungen des  Anfangspunktes  entgegengesetzte  Vorzeichen  zu 
kommen ,  so  kann  die  Formel  1)  als  Inbegriff  beider  Gleichungen 
angesehen  werden. 

Wir  gelangen  nach  diesen  Vorbetrachtungen  zu  der  Bestim- 
mung der  Lage  eines  an  beliebiger  Stelle  in  einer  Ebene  gelege- 
nen Punktes,  wenn  wir  aunKchst  eine  gerade  Linie  als  seinen  geo- 
metrischen Ort  fiziren  und  in  dieser  seinen  Abstand  von  einem 
festen  Anfangspunkte  angeben.  Zn  diesem  Zwecke  seien  JCX 
und  YT'  (Fig.  2)  zwei  der  Lage 
nach  gegebene ,  auf  einander 
senkrechte  uad  im  Punkte  0  sich 
bcimeidende  Gerade  derjenigen 
Ebene,  in  welcher  die  Lage  eines 

mg' 

PunktesPi  bestimmt  werden  soll.  X^'  | 
Zieht  man  von      die  Gerade 
Pi  ilT  senkrecht  anf  TY\  also  pa- 
rallel mit  XX\  so  whrd  durch 
die  Strecke  P.N^MO  der  Ab- 

stand  der  Geraden  P1P4,  in  welcher  der  zu  bestimmende  Punkt 

gelegen  ist,  von  der  Linie  I  i"  gemessen.    Wählt  man  hierauf  in 
Pi  den  Tunkt  M  als  Ausgang  für  die  Messung  der  Entfernung 
aller  übrigen  Punkte ,  so  ist  in  dieser  Geraden  durch  die  Strecke 
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P^M—HO  die  Lage  von  P^  vollständig  bestimmt.  Daaselbe  Re- 
anltat,  nämlich  die  Abhängigkeit  der  Lage  de»  Punktes  von 
den  Entfernungen  und  P, ilf ,  wird  gewonnen,  wenn  wir  an- 
fftnglieh  durch  Pf  M  die  Lage  der  Geraden  Pi  P«  fiziren  und  in  ihr 
N  als  Anfangspunkt  der  Strecke     N  wählen. 

Fassen  wir  da»  Vorhergehende  zusammen,  so  kommt  es  im 
Wesentlichen  Jarniif  liinaiis,  die  La^e  einefc  ruiikte.s  in  der  Ebene 
durch  seine  senkrcclitcii  Ab^tiiiult'  von  zwei  in  dieser  Ebene  ge- 
legenen, auf  einander  B^nkrefliteii  (xoraden  zn  bestiunncii.  Dtirc}» 
die«e  beiden  festen  Liuieu,  auf  welche  die  Lage  aller  anderen 
Punkte  der  Ebene  bezogen  werden  soll,  wird  dieselbe  in  vier  Fel- 
der, die  Winkelräume  Ä0}\  YGÄ",  -T' Ol"  und  TOA- zerlegt. 
Insofern  nun  jedesmal  ein  Punkt  in  jedem  dieser  Felder  dieselben 
Entfernungen  von  XX*  und  ¥Y*  besitzt,  geht  die  bei  Punkten  in 
einer  Geraden  bereite  vorhandene  Unbestimmtheit  in  eine  Vier* 
deutigkeit  über,  der.wir  uns  jedoch,  wie  dort,  entstehen,  wenn  wir 
nach  Analogie  der  früheren  Untersuchungen  den  Begriff  der  ent- 
gegengesetzten (rrüsben  zu  Hilfe  nehmen.  J)a  es  liierhei  nur  Sache 
des  L^ebereinkoiiiinens  ist,  wohin  man  die  positiven  und  wohin  die 
negativen  Strecken  zu  verlegen  hat,  so  soll  ein  für  allemal  die  Be- 
stimmung getroffen  werden,  dass,  wo  nichts  Anderes  besonders 
festgesetzt  wird,  die  Distanzen  nach  der  rechten  Seite  von  YF' 
und  nach  Oben  von  ÄX'  als  positive,  die  entgegengesetit  gelege- 
nen dagegen  negativ  in  Rechnung  gebracht  werden.  Haben  daher 
B.  B.  in  Fig.  3  die  Punkte  die  gleichen  Abstände 

P^N^P^N=P^N'^P^r^a  und  P^M      P^M'  ^  P^M' 
=  JP4JV  =  ft,  SO  ist  nach  unserem  Uebereinkoramen  die  Entfer- 
nung des  Punktes 
Pi  von  der  Geraden  F 1"  ^  -f  « ,  von  der  Geraden  XX'  -  -  -|-  6, 

II    II       «1        II    -  =     « ,  „        „    =  =  -|- 

^1   II    II       II        II    —  — „    „       „        „        — fc, 

»'     "       »»        1»    "^-f«,  „        „    — ^ — 6*), 

Die  beiden  Linien  .\  .\  '  und  Jl  1",  von  denen  die  Lage  aller 
Punkte  der  Ebene  abhängig  gemacht  ist,  haben  die  Namen  Co- 


*)  Für  «icii  AuTHnper  flürt'tr  es  niclit  nhnr  Nutzen  srin,  wenn  f»r  vor- 
läutig  Hul  die  l  ebcreinstimiiiiiug  der  Zeicheriwetlisol  der  (;r  '.s,scii  a  und  b 
mit  den  Vorzeichen  der  Ftinctionen  (Cosinus  und  Sinus  in  den  vier  C^uadraa- 
ten  auimerksam  gemacht  wird. 
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ordin  atenachse  11  erhalten  und  bilden  zui>amiueugenoinmen  ein 
rechtwinkliges  Coordiuatensy stein.  Ihr  Durchscbnitts- 
pookt  0  führt  die  Benennung  Anfaufj^spuukt  der  Coordiuaten 
oder  Mittelpunkt  des  Ooordmatensjrstems ;  die  Strecken  PM 
und  PN  werden  die  C  o  o  r  d  i  n  a  t  e  n  des  Punktes  P  genannt.  Um 
zn  einer  Anseinanderhaltnng  der  beiden  Coordinatenaehsen,  sowie 
ihrer  zngehSrigen  Ooordinaten  an  gelangen ,  giebt  man  ersteren 
nach  ihrer  gewöhnlichen  Bezeichnung  den  Namen  X-Achse  nnd 
J -Achse;  die  Coordinateii  dagegen  Avordeii  mit  dem  der  Benen- 
nung der  parallelen  Acliso  entsprechenden  kleinen  Budistabon  .r 
oder  y  bezeichnet  und  füliren  die  Namen  x  -  Coordinate  und  y  -Co- 
ordinate  des  zugehörigen  Punktes.  So  ist  nach  dem  Obigen  für 
die  d;- Coordinate  jr=  +  a  und  die  Coordinate  y=  +  ^» 
für  P^  aber  ar  =  —  a,  y  =  +  6  n.  s.  f. 

Insofern  in  Fig«  %  P^N^^OM  ist,  mnss  es  aneb  ausreicben, 
znr  Bestimmung  der  Lage  von  P^  nur  die  Coordinate  P^M  an 
Lonstriiiren  und  die  auf  der  JT- Achse  vom  Anfangspunkte  0  aus 
abgeschnittene  Strecke  OM  als  die  zugehörige  ar- Coordinate  au 
betrachten.  Bei  dieser  zur  Abkürzung  des  Verfahrens  gebräuch- 
Ucheu  Construction  führt  die  auf  der  .\  -  Achse  ahcreschnittene  Co- 
ordinate den  Namen  Abscisse,  das  entsprechende  y  den  Namen 
Ordinate  des  Punktes  Beide  Benennungen  lassen  sich  dann 
aucb  anf  die  Achsen  übertragen,  so  dass  die  A  - Achse  den  Namen 
Abscissen-  und  die  Achse  den  Namen  Ordinatenachse 
erhält.  Mit  demselben  Rechte  kann  allerdings  aucb  die  a;-  Coordi- 
nate P|  N  direct  als  Ordinate  construirt  und  das  zugehörige  y  als 
Abscisse  ON  auf  der  F- Achse  abgeschnitten  werden;  man  entgeht 
jedoch  dieser  Unbestimmtheit,  >veiin  man  in  letzterem  Falle  auch 
die  Bezeichnung  der  Achsen  verwechselt. 

Die  zuletzt  mitgetheiltni  .ibgekürzten  Cnnstnictioneu  gewin- 
nen besonders  dann  eine  nutzbare  Anwendung ,  wenn  in  einer  ge- 
gebenen Bildebene  ein  bestimmter  Punkt  mittelst  seiner  Ooordi- 
naten aufgetragen  werden  soll.  Aus  dem  Frtthexen  erhellt,  dass 
diese  Aufgabe  nur  eine  Lösung  haben  kann,  wenn  das  Coordi- 
natensystem  und  die  zur  Abmessung  der  geradlinigen  Strecken 
dienende  IrSngeneinbeit  fixirt  ist. 

Wird  zur  Darstellung  eines  Punktes  nur  eine  seiner  beiden 
Coordiuaten  gegeben,  so  genügt  der  ge.siellten  Aufgabe  jeder  Punkt 
derjenigen  Geraden ,  welche  in  einem  der  gegebenen  Coordinate 
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gleichen  Abstände  p&raUel  %ni  andern  Achse  geletgt  werden  kami*). 
Die  Gleichung 

3)  x^a 
nmfasst  aUo  die  Lagen  aller  Punkte  em«r  in  der  Entfemnng  a 
cor     Achse  gesogenen  Parallelen,  während  die  Gleichung 

einer  Parallelen  anr  Achse  angehört.  In  gleicher  Weise  be- 
siehen  sich  die  Formeln 

5)  ^  0  uiul  !/  -0 

auf  alh^  in  den  beiden  Coordinateuachsen  gelegenen  Punkte,  und 
zwar  die  erstcre  auf  die  F-,  die  letztere  auf  die  .V-Achae.  Durch 
das  Zusammentrefleu  der  beiden  letaten  Gleichungen  wird  der 
Coordinatenanfang  bestimmt. 

§.  2. 

SohiefwinkligM  Coordinateiiiyitem.  FolaMoordinaton. 

Dieselben  Beziehungen ,  welche  im  vorigen  l*ai  a-:raphen  für 
die  Lage  eines  Ptmkte.s  ge-eu  ein  rechtwinkliges  ( 'ooraiuaten- 
»ystem  aufgestellt  wurden,  finden  auch  für  zwei  einen  beliebigen 
schiefen  Winkel  einscliUc  ^..ende  Coordinatenachsen  Anwendung, 
wenn  man  nur  die  Coordinaten  dos  Punktes  nicht  mehr  in  senk- 
rechter Kichtung,  sondern  in  einer  zu  den  Achsen  parallelen 
Lage  misst.  Fig.  3  geht  hierbei  in  Fig.  3  fiber,  an  welcher  aUe 

auf  die  erstere  Figur  bezügli- 
chen Betrachtungen  wiederholt 
werden  können.  —  Der  von  den 
positiven  Achsenseiten  einge- 
schlossene Winkel  rOA'  führt 
hierdenNanien  Coordinaten- 
winkel,  das  System  selbst  heisst 
ein  schief«winkliges  Coor- 
^*  i natensystem.  Alle  übrigen  Be- 

nennungen werden  vom  rechtwinkligen  System  ttbertragen.  Die 
rechtwinkligen  und  schiefwinkligen  Coordinaten  lassen  sich  in  dem 
Namen  Parallelcoordinaten  ausammonfassen. 

*)  Durdi  die  nöthige  Kücksic  lit  auf  (\\e  Vnrzeielien  der  Coordhiateu 
werden  hierbei  die  beiden  in  gleichem  Abstände  von  einer  Geraden  gele- 
genen Parallelen  uaterschiedeu. 
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Die  Anwenrliing;  oiiies  rrchtwinkiigeu  CoordiuatensyHtpmes 
fährt  grossentlieils  zu  einfacheren  Kechnungcn,  als  die  Wahl  eines 
fecliiofwinkligen;  doch  werden  wir  auch  ITälle  kennen  lernen,  wo 
durch  letzteres  eine  grössere  Elegans  bedingt  wird.  Vorläufig  be- 
schränken wir  uns  auf  eine  Untetsnehiiiig,  welche  unabhängig  vom 
Ooordinatenwinkel  fttr  beide  Arten  von  Parallelcoordinaten  Giltig- 
keit  hat. . 

Wird  die  F- Achse  eines  Parallelcoordinatensystems  parallel 

mit  .sicli  selbst  um  eine  auf  der  -i'- Achse  geniesspne  Strecke  a 
versclioben ,  so  verkleinern  sicli  hicrdurcli  die  Ahst  isstMi  um  diese 
(  Jrr>s.se  ,  woiiii  die  VerscliiehnnL'"  nucli  der  Seite  der  positiven  or 
vor  sich  gebt;  sie  nehmen  dagegen  um  dieselbe  Strecke  zu,  sobald 
die  Verschiebung  im  entgegengesetzten  Sinne  stattfindet.  Be- 
zeichnen  wir  mit  a;  die  auf  die  anfängliche  F- Achse  beaogene 
Abscisse  eines  beliebigen  Punktes ,  dagegen  mit  Xi  die  entspre- 
chende  fjntfemung  desselben  Punktes  von  der  neuen  Achse,  so 
lassen  sich  beide  Fälle  in  der  Formel 

1)  +« 

zusamnienfassen,  wenn  nur  ein  nach  der  Seite  der  negativen  lie- 
gendes' a  auch  als  negative  Ab.scibbc  iu  ilecliiumg  gezogen  wird. 
Die  Analogie  mit  der  in  §.  I  besprochenen  Verschiebung  des  An- 
fangspunktes für  Messung  der  Abstände  von  Punkten  in  einer 
Geraden  enthält  hierfür  den  Beweis,  —  Wird  femer  die  A  - Achse 
um  eine  auf  der  y>  Achse  gemessene  Strecke  b  parallel  zu  sich 
selbst  yerschoben  und  bezeichnet  man  dabei  mit  y  und  tfi  die  alten 
und  neaen  Ordinaten  eines  Punktes  der  Coordinatenebene,  so  er- 
giebt  sich  in  gleicher  Weise,  wie  vorhin,  das  Besultat: 

2)  y  =  + 

Insofem  a  und  6  die  nach  der  Richtung  der  x  und  y  gemesse- 
nen Verschiebungen  beider  Achsen  bezeichnen,  stellen -sie  zugleich 
die  Verschiebungen  des  den  Achsen  gemeinschaftlichen  Punktes 
dar,  oder  bilden  mit  anderen  Worten  die  Coordinaten  des  neuen 
Anfangspunktes.  Bestätigt  wird  dieses  Resultat,  wenn  man  iu  1) 
und  2)  nach  Anleitung  von  5)  in  §.  i  für  den  neuen  Coordinaten- 
anfang  o^i  =    und  !/i'~0  setzt. 

Zu  einer  von  dem  Vorigen  wesentlich  verschiedenen  Methode, 
die  Lage  eines  Punktes  in  einer  Ebene  zu  bestimmen,  gelangt  mau 
durch  Vertauschung  der  parallel  mit  sich  selbst  verschiebbaren 
Linie,  welche  bei  Anwendung  der  Parallelcoordinaten  alle  Punkte 
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der  Ebene  m  sich  aufnehmen  mnss,  mit  einer  nm  einen  festen 
Punkt  drehbaren  Geraden.  Dies  geschieht  in  den  sogenannten 
Folarcoordinaten,  welche  die  Lage  eines  jeden  Punktes 

der  Coordinatenebene  durch  seine  Distanz  von  einem  festen  Punkte 
—  dem  Pol  —  und  den  Winkel  ausdrücken,  den  seine  gerad- 
linige £utfernuug  vom  Pole  mit  einer  festen  durch  den  Pol  geleg- 
p.^  ^  ten  Achse  einsehlienst.  Stellt  nMra- 

lich  0  Ä  in  Fig.  4  die  Achse  des 
Polarcoordinatensyijtems  dar,  die 
wir  uns  im  Pole  0  begrenst,  nach 
X  an  aber  unbegrenst  denken  müs- 
sen, so  wird  die  Lage  des  Punktes 
P  durch  den  Abstand  PO  —  seinen 
.sogenannten  Radius vector  oder  Leitstrahl  —  bestimmt, 
wenn  ausserdem  der  Winkel  /'OA' gegeben  ist,  den  dieser  Kadius* 
vector  mit  der  Achse  bildet.  Wir  wollen  den  Leitstrahl  PO  mit  r 
und  den  Winkel  POX —  die  Anomalie  —  mit  (p  bezeichnen^ 
r  und  q>  bilden  dann  die  Pol&rcoordinaten  des  Punktes  P. 

Lässt  man  den  Winkel  q)  immer  in  derselben  Kichtung  von 
OX  ans  Ton  0  bis  360^  wachsen,  so  geht  der  bewegliche  Badins- 
yector,  der  hierbei  von  0  nach  P  hin  unbegrenst  angenommen  wer- 
den muss,  durch  alle  Punkte  der  Ebene  hindurch,  ohne  dass  er 
rfickwftrts  über  0  hinaus  verlängert  su  werden  braucht.  Haben 
daher  z.  B.  die  in  eine  Gerade  zusammenfaUenden  Strecken  PO 
und  P'  0  dieselbe  Grösse ,  so  kommen  den  Punkten  P  und  P' 
gleiche  Werthe  von  r  zn,  -wHlirend  die  Anomalie  des  letzteren  I^mik- 
tes  um  180"  grf)sser  ist,  als  die  des  Punktes  /*.  So  lange  es  daher  nur 
gilt ,  die  Lage  aller  Punkte  der  Ebene  durch  Polarcoordinaten  au 
fixiren,  können  negative  Leitstrahlen  eben  so  wohl  ausgeschlossen 
werden,  ak  Anomalien  ausserhalb  der  Grenzen  0  und  360^*). 

Zwischen  den  Polar-  und  den  rechtwinkligen  Ooordinaten 
eines  Punktes  finden  sehr  einfache  Besiehungen  statt,  wenn  man 
den  Pol  mit  dem  Ooordinatenanfange  des  rechtwinkligen  Systems 
und  die  Achse  der  Polarcoordinaten  mit  der  positiven  Seite  der 


*)  Sputer,  namentlich  bei  der  Theorie  der  Spiralen ,  nmss  allerdings 
diese  Beschrtakung  aufgehoben  werden ;  vorläufig  jedoch,  wo  wir  uns  der 
Polarcoordinaten  groisentheils  nur  als  eines  Hilfsmittels  snr  Umgestaltung 
der  für  FarsUeleoordinaten  giltigen  Formeln  bedienen  werden,  kann  durch 
Beibehaltung  dieser  Grensen  manche  Betrachtung  vereinfacht  werden. 
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X-  Achse  zusammenfallen  lässt,  wobei  die  Anomalieu  in  der  Dreh- 
richtung  von  OX  aus  nach  der  Seite  der  positiven  y  hin  wachsen 
sollen.  Aas  Fig.  4,  worin  unter  den  g^pebenen  ^Bedingungen  OM 
nnd  PM  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  P  darstellen, 
ergiebt  sieh  dann  unmittelbar': 

3)  X SS  r  eoi  g>y       if^r  simp. 

Die  alljajemeine  Oiltigkeit  dieser  beiden  Relationen  zeigt  sich, 
sobald  mau  in  i  ig.  2  die  Leitstralilen  der  vier  Punkte  V',,  i', ,  i^, 
/*,  construirt,  wobei  die  Anomalu  u  die  Wcitlif  <p ,  180* — (p, 
180" -f-  q>  uud  <p  durchlaufen.        Gröbse  voiir,  sowie  die  ab- 

soluten Werthe  von  x  und  j/  bleiben  hierbei  angeäude;-t ,  während 
die  früher  genannten  verschiedenon  Vorzeichen  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  der  vier  Punkte  P  sich  aus  den  Vorseichen  der  Sinus 
und  Cosinus  ebenfalls  richtig  ergeben. 

Sowie  die  Formeln  3)  dazu  dienen,  um  von  den  gegebenen 
Polareoordlnaten  eines  Punktes  zu  seinen  rechtwinkligen  ttber- 
zugehen,  so  erhält  man  Gleichungen  zur  Lösung  der  entj^c^enge- 
setzten  Aufgabe,  wenn  man  iu  den  genannten  Foruieln  auf  r  und 
qp  reducirt.  Werden  nämlich  beide  Gleichungen  quadrirt  uud 
addirt,  ao  entsteht : 

4)  r*  =  .r*  +  y*,    also  r  — 
während  man  durch  Division  su  der  Gleichung 

5)  <'W(jp^=|*) 

gelangt.  Es  wird  nicht  die  geringste  Schwierigkeit  gewähren,  die 
Richtigkeit  dieser  Formeln  auch  in  der  Figur  nachzuweisen. 
Etwas  complicirter  gestalten  sich  die  Fig.  5. 

Beziehungen  zwischen  den  schiefwinkligen  y 

und  Polareoordlnaten  eines  Punktes,  wo-  / 

bei  wieder  beide  Systeme  den  oben  aufge-         /  ^ 

stellten  Bedingungen  unterworfen  werden       /         ,  ;?| 

sollen.   Wir  halten  uns  hierbei  an  Fig.  5,  / 

wo  OM=x  und  PM^y  die  schiefwink-  0  M  0  ^ 


^  Die  Zweideatigkeit,  welche  diese  Fomel  insofern  su  enthalten 
seheint,  als  sweien  um  eine  luUbe  Umdrehung  verschiedenen  Winkeln 
gleiche  trigonometrische  Tati^fenten  zukommen,  verschwindet,  sobald  man 

nicht  allein  anf  das  Vorzeichen  des  Quotienten  -^j  sondern  auch  auf  die 

bebouderen  Zeichen  seines  Dividenden  und  Divisors  Kücksicht  nimmt. 
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ugen OoordiBftton  des  Punktes  P^OPs^^r  and  L  MOP  =  ip 
seine  PoUreoordinaten  darstellen.  Wird  der  Ooordinatenwinkel 
XOY  mit  <o  bezeTbhnet,  so  findet  man  ans  einem  bekannten  trigo- 
nometrischen Gesetze  die  l*roportiouen : 

ar ;  /•  —  sin  (ca  —  <p)  :  ain  a> 
y  ir  ^  sin  9  :  sin  a 

und  hieraus 

Femer  gewährt  das  Dreieck  OifPdie  Gleiehnng: 
7)  r*  ~     +  ^  +  %xy  cos  n 

und  ans 

PQ 

ergiebt  sich  die  i^  uimel: 

x-i-  y  *^os  0) 

Auch  hier  wird,  wenn  man  die  Coordinaten  der  Pnnkte 
P,,  Pa,  P4  (Fig.  3)  in  beiden  Systemen  verfolgt,  mit  Leichtigkeit 
die  allgemeine  Geltung  dieser  Relationen  nachgewiesen.  —  Die 
Gleichungen  6)  bis  8)  sind  insofern  als  allgemeinere  zu  betrachten, 
als  man  aus  ihnen  zu  den  Formeln  3)  bis  5)  zui-ückkommt,  wenn 
man  o>  ~  90"  betzt. 

8.  3. 

Aufgaben. 

Diircli  die  }>is  jetzt  gewonnenen  (Njordinatenbegiitie  nebst 
ihren  gegenseitigen  Beziehungen  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt, 
mehrfache  Aufgaben  zn  lösen.  Folgende  mögen  hier  Platz  finden. 

I.  Durch  die  gegebenen  Coordinaten  zweier 
Pnnkte  P  und  Pi  ihre  Entfernung  PP^  auszudrfleken. 

*)  Dieselbe  Gleichung  lässt  sich  auch  ans  Nr.  6)  ditrcb  Elinüuation 
vou  r  gewinnen.  Durch  Division  erhält  man  zunächst: 

.r      sin  {co  —  qj) 
y  sitifp  * 

worin  man  «in  (m  —  9)  zu  eatwickehi  und  Zlhler  und  Nenner  der  rechten 
Seite  dnrch  auqf  %n  diWdiren  hat,  um  zu  der  Formel 

sin» -^eo9  mump 
y  tmip 

SU  gelangen.  Hierin  kann  nachher  leicht  auf  ian  9  reducirt  werden. 
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Fig.  6. 


Bei  Anwendviig  reclitwmkliger  Goofdinateii  (Fig.  6). 
£8  aeien  x  nnd  y  die  rechtwinkligen 

Coordinaten  OM  nnd  PM  des  Pnnktes  P 
und  XxVx  entsprechenden  Cfrössen  für 

;  ferner  werde  die  Entfernung  PP,  mit 
e  bezeichnet. 

Wir  verschieben  die  gegebenen  Co- 

ordinatenachsen  parallel  »zu  sich  gelbst  in 

die  Lage       JST,  so  dass  P|  snm  nenen  Co* 

ordinatenanfatige  wird,  nnd  beseichnen  mit  (  nnd  q  die  anf  dieses 

neue  System  bezogenen  Coordinaten  des  Pnnictes  P,   Dann  ist 

nach  Formel  4)  in  §.  8 

Zugleich  entsteht  aus  \)  und  2)  desselben  Paragraphen 

=  I  +       und  1^  =    +  , 

also  auch: 

I rT=  X  —      und  v\^y  — yi. 
Die  Verbindung  dieser  Formeki  giebt : 

t)  ir.)«  +  (y—y.)« 

oder   

Die  allgemeine  Geltung  der  sn  Grande  gelegten  Formeln  Ittsst 
dieses  Resnltat  als  unabhängig  von  der  besonderen  Lage  der  Punkte 

P  und.  1\  ersclieinen. 

B.  Sind  t  imd  /*,  durch  ihre  Polarcoordinateu  rtp  und  r,  gj, 
bestimmt,  so  dass  z.  B.  OP^r  und  L  MOP=~  so  erhalten  wir 
aus  dem  Dreieck  POP^i 

2)  s=  r*  +  r,'  —  2r r,  cos  (<r  —  <Pt) 

oder   _ 

e  =  ^r*  H-  3r  r|  co#  (g? — , 
und  es  ist  auch  hier  leicht,  die  Allgemeinheit  dieser  Formel  nach- 
zuweisen. Befinden  sich  n8m1ich  znnHchst  die  beiden  Punkte  in 
einer  solchen  Lage,  dass  die  Differenz  9  —  ^,  negativ  wird,  so 
ist  dies  bekanntlich  ohne  Btnfluss  auf  die  Cosinusfnnction  nnd  so- 
mit bleibt  die  Richtigkeit  der  gefundenen  Formel  erhalten.  Lie- 
nen ferner  /'  und  /*,  so  üU  beiden  Seit(^n  von  OX ,  dass  die  den 
beiden  Pmikien  zugehörigen  Anomalien  um  melir  als  180"  ver- 
schieden sind,  80  geht  die  Formel  2)  über  in  die  Gleichung: 
e»  =     -J-  rj»  —  2r r,  cos  [9  +  (360^—  9,)], 
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Die  Eckpunkte  keissen  P,  /^^ ,  ,  ihre  Ooordiiiateii  der  Reike 
naek  jcy,  .r^y^y  nnd  .die  Dreiecksfläche  werde  wieder  mit  J 
bezeichnet.  Verschieben  wir  boith'  Achsen  parallel  zu  sich  selbst, 
bis  der  Pnukt  Coordinatenanfang  wird ,  so  >olli u  f  >?  inul  |, 
die  auf  das  neue  Sjjrstem  bezogenen  Coordiuatcn  der  Funkte  P 
and  Pi  sein. 

Wird  zunächst  ein  rechtwinklige«  Ooordinatensjstem  ange- 
wendet, 80  ergiebt  siek  aus  Formei  6) 

Naek  Analogie  der  kei  Anfgake  I.  nnter  J,  angestellten  Be- 
tracktnngen  ist  aber 

folglich  erhält  man : 

"IJ^^  (y  — y«)  (^1  — a:,)  —  (a:  — Xj)  (y,  — y,) 
und  nach  Ausführung  der  Kecknong  und  geänderter  Ordnung  der 
einzelnen  Glieder: 

oder  anck: 

8)  =  y  («I— «t)  +  yi  Oc,— a:)  + 

Beide  Formeln  sind  nickt  allein  sekr  symmetrisck,  sondern 

können  anck  ohne  Weiteres  hingcsclirieben  werden,  wenn  man 

den  Kreislaiii  lieiu  htet,  welcher  im  Wechsel  der  Stcllenzeiger  der 
einzolnoii  ( yoordiiintt'ii  Htatthndet.  »Joiiadidem  man  bei  der  Nnme- 
rirung  der  einzelnen  Eckpunkte  die&clb*^ii  nach  der  eiiieu  oder 
nacli  der  entgegengesetzten  Jüchtnng  durchläuft ,  erhält  man  für 
den  Flächcninlialt  einen  positiven  oder  einen  negativen  Ausdruck; 
nack  der  oben  bei  Gleichnng  4)  gemackten  Bemerkung  kann  aber 
jedesmal  nur  der  absolnte  Zahlwerth  in  Frage  kommen. 

Wiederholen  wir  die  vorkergehende  üntersocknng  für  ein 
sckiefwinkliges  Coordinatensjstem,  so  geht  die  Gleichung  6)  in 
den  der  Formel  8)  entspreckenden  Ausdruck : 

9)  2  z/  =  [y  {x\  —  Xg)  4-  I/,  (a-j  —  u  )  4-  ?/,  {x  -  .T,)]  sin  a 
über,  worin  co  den  Coordiiiatemvinkel  liozeichnet. 

Wenn  eiullicli  in  Nr.  7)  nnd  9)  die  1-  lache  z/- -  0  genetzt  wird, 
so  ergiebt  sich  als  Bedingungsgleichung  dafür,  dass  die  drei 
Punkte  P,  P^  und  P^  in  einer  geraden  Linie  liegen,  die 
Formel : 

10)        y  (Jft— «t)  +  yi  (iTt— a:)  4-  (a?— -ar,)  =  0. 
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lY.  Kine  im  Folgenden  mehrfacli  zur  Anwendang  kommende 
Aufgiibe  verlangt :  den  Mittelpunkt  P  der  geraden  Ver- 
bindangsllnie  aweier  dnreh  Parallelcoordinaten  be- 
stimmten Punkte  Px  und  in  Ooordinaten  desselben 
Systems  Hussudrttcken. 

XJm  sogleich  zu  möglichst  allgemeinen  Resultaten  zu  gelangen, 
geben  wir  dem  Coordinateiiwiuki  i  X(JY  in  Fig.  7  eine  beliebige 
Grösse.   Die  CoordinatPii  der  Punkte  ^i^,  7. 

P^  und      werden  wie  in  der  vorigen  Auf-  y  ff 

gäbe  bezeichnet  und  beide  Achsen  wieder  / 

parallel  zu  sich  selbst  verlegt ,  so  dass  P,  /    |> 

Coordinatenanfang  wird.  Im  neuen  8y-  /  pf ^Sr^  /  ^ 
steme  erhalten  die  Goordinaten  der  Punkte     /       -—r-—i  • 

P  und  P|  ebenfalls  die  obigen  Bezeicb-  Or  ^ — ^ — dT 

nungen. 

Nach  einem  bekannten  Satze  der  Planimetrie  folgt  unter  die- 
sen Voraussetzungen,  dass 

i  =        und  ij^Jiji, 

also  auch: 

«  -  *.  =  ima  y  -  y.  =  ^'  "  ^J- 

Durch  £ednction  auf  x  und  y  erhält  man  hieraus  für  die  ge- 
suchten Coordinaten: 

Die  allgemeine  Oiltigkeit  dieser  Formeln  knüpft  sich  an  die 
Allgemeinheit  der  dabei  zu  Grunde  gelegten  Relationen. 

Es  wird  eine  nützliche  Uebung  gewähren ,  die  in  Nr.  10)  für 

die  Coonliii  iteri  dreier  In  oiner  Geraden  gelegenen  Punkte  ge- 
wonnene H(  (liugungsgieichung  an  dem  hier  gefundenen  Resultate 
zu  erproben. 

V.  Verallgemeinern  wir  die  vorhergeliende  Aufgabe  dahin, 
die  Lage  des  Punktes  P  in  der  Verbindungslinie  zwischen  Pj 
und  Pt  so  zu  bestimmen  ,  dass  das  Verhältniss 

'PP,;P,P,-=l;ii 
stattfindet*),  so  erhalten  wir  mit  Beibehaltung  der  vorigen  Be- 
zeichnungen : 

Sobald  nicht  »  =  2  ist,  findet  sich  noch  ein  zweiter  dieser  B«din- 
^ng  genügender  Punkt  auf  der  Verlängerung  von  P^  P^» 

Anal.  <>  3 
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also  auch: 

12)  «  — jc^== — —  nndif  — y,  =  — - — , 

woraus  die  Werthe  von  x  und  y  leicht  berechnet  werden  können. 
Diese  Resultate  finden  eine  interessante  Anwendung  in  der  fol- 
genden Aufgabe,  welche  als  eine  neue  Verallgemeinerung  von 
Nr.  IV.  betrachtet  werden  kann : 

Wenn  die  n  Punkte  i*,,  i»,,  A  «»«^  ihrer 

I><'^^^  gegen  ein  Parallelcoordlnatensystem  gegeben 
sind,  80  wird  nach  der  Bedeutung  des  Punktes  /'ge- 
fragt, dessen  Coordinaten  die  arithmetischen  Mittel 
für  <li*  entsprechenden  Coordinaten  der  gegebenen 
Punkte  durstoUon. 

Sind  x^  und  y„  die  Coordinaten  eines  Punktes  P„ ,  so  gelten 
nach  der  gestellten  Aufgabe  fttr  den  zu  untexsueheudeu  Punkt  die 
Gleichungen: 

X  —  1    y  =  ~ — ■  

ji  « 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

*  =  IT^i         *    ^  ~v  • 

so  hat  der  Punkt  P\  dem  diese  Coordinaten  zukommen,  dieselbe 
Bedeutung  für  die  n  —  I  Punkte  P; ,  P, ,  .  , .  P,«| ,  welche  P  für 
alle  n  Punkte  besitzt.  Aus  der  Gleichung 

(n  —  I)  oj'  =     +  ar,  +  .  .  -f- 
folgt  dann  in  Verbindung  mit  dem  obigen  Werthe  tou  x\ 

nx^{n^  \)x'  +  ar,. 
L5sen  wir  hierin  die  Klammer  auf  und  yereinigen  die  den  Factor 
fi  enthaltenden  Glieder,  so  entsteht: 

II  {x —  x)  =     —  X* 

und  hieraus: 

13)  X  —  X  i=:—  • 

In  ganz  gleicher  Weise  fuliren  die  Werthe  von  y  und  y  zu 
dem  Resultate : 

14)  »-tf^'f^ 


Digitized  by  Google 


—    19  — 


Die  Vcrgleichung  der  Ansdriicke  13)  und  14)  mit  Nr.  12)  zeigt 
eine  vollkommene  Uebereinstiiunmng  in  dor  Form,  (iphfn  wir 
daher  auf  die  den  Gleichungen  12)  zu  (ii  uiul»^  lie^oiuit*  BoWiii^nng 
zurück,  so  zeigt  sich,  dass  der  Punkt  P  in  der  Verbiuduugfiliuie 
zwischen  P'  und     gelegen  ist  und  dabei  die  Proportion 

PP'  :P^P'"\  :u 
stattfindet.  —  Wird  jetzt  der  Reihe  nach  n  =  9»  3,  4  n.  6.  f.  ge- 
setzt,  so  gelangt  man  zn  folgender  Constmction  des  Panktes  P: 

Man  verbinde  nnd  P,  geradlinig  und  theile  die  Verbin* 
dungslinie  PtP^  in  zwei  gleiche  Theile.  Der  gefundene  Theil- 
pnnkt,  den  wir  P'  nennen  wollen,  wird  mit  P,  verbunden  und  hier- 
auf die  Linie  P' P^  in  drei  «^loiche  Theile  getheilt;  der  zunächst 
an/*'  liegoiule  Theilpuiikf  lit  i  so  P".  Theilt  man  jetzt  in 
vier  gleiciic  Theile,  so  erhalt  man  in  dem  zunächst  an  P"  gele- 
genen Theilpunkte  einen  Punkt ,  dessen  Verbindungslinie  mit  i\ 
in  fünf  gleiclie  Theile  zu  theilen  ist  u.  s.  f.  Der  Fortgang  dieses 
Verfahrens  ist  leicht  zu  ttberseben  nnd  giebt  schliessUcb  bei  Tbei- 
Inng  der  letzten  Verbindungslinie  in  n  gleiche  Tbelle  den  gesuch- 
ten Pnnkt  P.  Pig.  8  zeigt  die  Ausftth-  ^..^  g 
ruog  der  Construction  fKr  vier  gegebene  p 
Punkte  P, ,  P, ,  Pn  und  P^.  ^ 

Es  ist  zu  beachten,  dass  die  im  Vo-  V    _  y 

rigen  gefundene  constructive  Darstellung  \/ 
des  gesuchten  Punktes  sich  völlig  unab-  ^  "  \ 
hängig  von  der  besonderen  Lage  des  der  jP  *^ 

Aufgabe  zu  Grunde  gelegten  Coordiitatensystems  zeigt.  Für  welche 
zwei  Achsen  wir  daher  auch  die  Bedingungen  der  Aufgabe  als  ge- 
geben betrachten  mögen,  so  wird  doch  der  zu  construirende  Punkt 
derselbe  bleiben,  wenn  nur  die  n  bestimmenden  Punkte  ihre  Lage 
in  der  Ebene  nicht  Sndem.  Nehmen  wir  das  Ooordinatensystem 
rechtwinklig  an,  so  gelai)-«  n  wir  zu  dem  Resultate,  dass  die  Ent- 
fernung des  unserer  Aufgabe  entsprechenden  Punktes  von  jeder 
Geraden  in  der  Ebene  seiner  Bestimmungspunkte  das  arithme- 
tische Mittel  der  Abstünde  dieser  Punkte  von  derselben  Linie 
bildet.  ,Wir  nennen  ihn  mit  Rücksicht  auf  diese  Eigenschaft  den 
Punkt  der  mittleren  Entfernung  für  das  gegebene  Punkt- 
system. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  bei  Ausführung  der  besprochenen 
Construction  die  Reihenfolge,  in  welcher  die  gegebenen  Punkte 

2* 
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benutit  werden,  keinen  Einflus.s  auf  das  gesuchte  Resultat  aua^ 
fiben  kann.  Der  Umstand,  dass  durch  Aendernng  dieser  Reiben- 
folge an  der  Omndbedingnng  der  Aufgabe  nichts  geändert  wird, 
lie^rt  den  Beweis  fKr  die  aufgestellte  Behauptung. 


§■  4. 

TmiifitRmatioii  dw  Panllaloooidmatan. 

Häufig  wird  es  bei  analytischen  Untersuchungen  nothwendig, 
die  Coordinaten  zu  transformi ren ,  d.  h.  die  auf  ein  gegebenes 
System  besogenen  Coordinaten  eines  Punktes  in  Coordinaten  eines 
neuen  Systems  aussudrileken.  Die  einfachsten  hierher  gehörigen 
Fälle  sind  in  §.  3  besprochen  und  in  den  vorigen  Aufgaben  aar 
Anwendung  gebracht  worden.  Es  erübrigt  uns  noch  eine  Ergän- 
zung ,  wobei  wir  uns  jedoch  lediglich  auf  Paralleleoordinaten  be- 
öcliriiiiken  wollen. 

Man  gelangt  von  einem  gegebenen  Parallelconi dinatensysteme 
7A\  jedem  andern  in  derselben  Ebene  gelegenen  durch  parallele 
Ver8cbieJ[)ung  und  durcb  Drehung  der  Achsen,  von  welchen  zwei 
Fällen  der  erstere  bereits  in  §.  2  erledigt  wurde.  Was  die  Achsen- 
drehung betrifft,  so  betrachten  wir  zunächst  den  Uehergang 
von  einem  rechtwinkligen  Systeme  au  einem  belie- 
bigen andern  mit  demselben  Anfangspunkte. 

Fig.  9.  Die  X-Achse  des  rechtwinkligen  Sy- 

stems OX  und  OF  in  Fig.  9  ist  um  den 
Winkel  X'  0X=  a  gedreht  worden,  wobei 
dieser  Winkel  nach  Art  der  Anomalien 
eines  Polarcoordinatensystems  von  0  bis 
360^  gezählt  werden  soll.  Für  einen  in  der 
neuen  X-Achse  gelegenen  Punkt  P  bilden 
dann  OP=x'  und  der  Winkel  a  die  Polar- 
coordinatefi ,  während  OM  ^  x  und  PM  =  y  die  zugehörigen 
rechtwinldigen  Coordinaten  darstellen.  Nach  Nr.  3)  in  §.  3  ist 
daher 

x~x*  cos  a ,       y  =  a:'  sin  u 
lind  es  gelten  diese  Formeln  ebensowohl  für  einen  auf  der  positi- 
ven      mif  der  negativen  Achsenseite  gelegenen  Punkt,  da  mit 
dem  Negativwerden  von  x  zu  gleicher  Zeit  x  und  y  ihre  Vor- 
zeichen wechseln.  —  Wird  femer  der  Winkel  Y'  OX  oder  die 
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Anomslie  der  neuen  T- Achse  mit  ß  beseichnet,  so  folgt  in  guis 
gleicher  Weise  fOr  einen  in  dieser  Achse  gelegenen  Punkt  P^ 

it  =  fj  ros  y=zy'  sinß, 

wobei  wir  OP,  =y',  0 ^=a:  und  P^M^^y  setzen. 

Für  einen  beliebigen  Punkt  i'in 
Fig,  10  seien  OM^  x  und  PM^  y  die 
UTsprttnglicheti  rechtwinkligen  Coordi- 
naten ,  dagegen  Oilfissar'und  PM^ 
die  Ooordinaten  in  dem  durch  Achsen- 
drehung entstandenen  neuen  Systeme. 
Denken  wir  uns  YOX  parallel  zu  sich 
selbst  in  die  Lage  //.V,  ^  verschoben,  0 
so  sind  nach  dem  Vorigen  x  cos  a  und  x  Sin  a  die  rechtwinklij^en 
Coordinaten  des  neuen  Anfangspunktes,  y  cos  ß  nnd  y  sinß  aber 
die  Coordinaten  des  Punktes  P  im  Systeme  Mi  Sund  M^Hy  wobei 
tt  and  ß  die  früheren  Bedeutungen  behalten.  Nach  Nr«  i)  und  3) 
in  §.  2  ist  demnach: 

cos  ß 

sin  ß. 

Betrachten  wir  jetzt  einige  specielle  Fälle. 

A*  Wird  nur  eine  der  beiden  Achsen  ge&ndert,  so  ist,  wenn 
man  «  =  0  setat,  also  die  .IT- Achse  beibehält, 

2)  x^x'  -{-y  cosß,  yz=z^smß. 

Ebenso  ergiebt  sich  unter  Beibehaltung  der  T- Achse  aus  der  Sub- 
stitution/3  =  90» : 

3)  x=ix'  cos  a,       y  =:x'  sttt  o  -|-  y'. 

B,  Soll  das  neue  System  gleichfalls  ein  rechtwinkliges  sein,. 
8olBtß^9(f'\~uzo.  setzen.  Kan  erhält  dann : 

4)  x^x'  cos  «  — y  sina,       t/zz^x'  sina  +  y  cos  er. 

C.  Der  neue  Coordinaten winkel  sei  2y  und  werde  von  der 
früheren  -4'- Achse  halbirt,  so  daas  |3  in  y  und  a  in  560°  —  y  über- 
geht. Diese  Substitutionen  geben  mit  Aushebung  gemeiuschaft' 
lieber  Factoren: 

5)  x  =  (j/  +x^cosff      y  =  {y' — x)smy. 
Uebergang  Ton  einem  schiefwinkligen  Coordi« 

natensysteme  su  einem  beliebigen  andern  mit  dem- 
selben Anfangspunkte, 


J      x^x' cosu  -i-  y' 
'  [       y^x'shta  +  y 
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Dm  System  OX  und  07  (Fig.  II) 
habe  den  Coordinatenwinkel  m  nnd  wir 

behalten  irii  Uebrigen  die  früheren  Be- 
zeichniingon  b(!i ,  so  dasti  z.  B.  ^  -  « 
den  neuen  Cooidinatenwinkel  Y' 0  X' 
darstellt.  Nehmen  wir  ein  drittes  Coor- 
dinatensystem  zu  Hilfe,  welches  neben 
ll(        M  N  der  Achse  OX  die  darauf  rechtwinklige 

OH  besitst,  und  setzen  PN^P^Mi^^n^  so  folgt  aus  den  Be- 
merkungen 8U  Fig.  9  flELr  jede  Lage  des  Punktes  P  und  flir  'jede 
Grosse  des  Winkels  « : 

71       sin  m. 

Zu  gleicher  Zeit  erhalten  wir  am  der  zweiten  Gleichung  un- 
ter Nr.  I) 

ff  =  x'  sin  a  +     sin  ß 
und  aus  Veibiudung  der  beiden  letzten  rormc-lu: 

y  sin  CO  ^  o:'  *i>i  a  -\-  y  sifi  ß. 
Insofern  dif  Achsen  OX  und        in  ilirer  Bezeichnung  ver- 
tauscht werden  können,  gilt  ebenso  die  Relation; 

xsm»==^  x'  sin  a  4-  y  sin  ß\ 
wenn  wir  uns  unter  a  und  ß'  die  von  den  neuen  Achsen  und 
OV  eingeschlossenen  Winkel  vorstellen.   Dann  ist  aber  a  +  « 
+     =      also  o'  =  u  —  «  und  jS'     »  —  /J,  nnd  man  er- 

hXlt  hiernach : 

X  sin  ta-^x*  sin  (w — «)  +  y  sin  («a — ß)  *). 

Die  hier  entwickelten  Resultate  fUhren  zu  den  Transforma- 
tionsformeln : 


«) 


,  sm  (m —  o)  .    ,  sm  (a>  — 

x^=x  — ^         +  y  — : — 

sm  üi  sm  (a 

,  sin  et  ,     ,  sin  ß 
y^x    —  +  y  ~ — , 

sm  (o  sin  (o 


ß) 


vuu  denen  man  zu  den  unter  Nr.  I)  gewouiieueu  wieder  zurück- 
gehen kann ,  wenn  man  «o  =  90"  setzt. 

*)  Die  Formel:  ce  +  a  —  (o  gilt,  strciitr  ircnomiiien ,  mir  so  laiigf  .  als 
0  X',  wie  in  Fig.  1 1,  ianeihalb  des  W'iiikeld  to  lifgt,  so  dush  a  «<  a>  ist.  Für 
«  >  C9  ergiebt  sich,  wenn  maii  <t'  immer  in  der  obigen  Drehrichtitng  misst: 
er  —  (360* oder  a  -|-  et'  =  360»  4- ».  Dadurch  wird  aber  die  Rich- 
tigkeit  des  geAindenen  Besnltates  nicht  beeinträchtigt ,  well  Winkeln ,  die 
«meine  ganze  Umdrehung  Terschieden  sind,  dieselben  trigonometrischen 
Functionen  zukommen.  Gleiches  gilt  für  ß  n)id  ß'. 
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Wir  gelangen  jeUt  zu  den  allgemeinsten  Kv  lationon  für  Um- 
wantiliui^  von  Parallülcoordiuaten ,  wenn  wir  mit  der  Aendei  uug 
der  Achscurichtung  noch  die  Verlegung  dos  Coordinateu- 
anf angsp  unktcs  verknttpfen.  Bezeichnen  a  und  b  die  im  nr* 
sprünglichen  Systeme  gemessene  Abscisse  und  Ordinate  deg  neuen 
Anfanges,  so  giebt  die  Verbindung  der  vorhergehenden  For- 
meln mit  den  bereits  mehrfach  benntiten  fUr  parallele  Aohsenver- 
schiebnng: 

(,  sin  ((0      a)        ,  si/i  (cü  —  3) 
smm        sin  fo 

Ist  liierbei  das  ursprüngliche  Coordinatensysteiu  ein  recht- 
^vin1<1iges,  80  entstehen f  indem  man  entweder  sogleich  von  den 
Gleichungen  1)  ausgeht  oder  auch  in  den  jetat  gefundenen 
setsty  die  einfacheren  Beiiehungen: 

{x^a-^  X  eoia-^  ff  co$ß 

Bemerkenswerth  ist  fttr  die  Anwendung  der  in  diesem  Para- 
graphen gefundenen  Transformationsfonneln ,  dass  sie  in  Beste- 
llung auf  die  in  ihnen  enthaltenen  Coordiuateu  sämmtlich  G 1  e i - 
c  h  u  n g  e  u  <- 1  &  t  e  n  Grades  darstellen.  Es  genügt  siur  Bestäti- 
gung dieser  Bemerkung,  die  Form  der  Gleichungen  unter  Nr.  7) 
zu  betrachten,  welche  als  die  allgemeiubteu  alle  übrigen  in  sich 
jchliessen. 
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Zweites  CapiteL 
Die  gerade  Linie. 


§.  ö. 

Gleiohimgen  der  geraden  Lüiie. 

ie  charakteriütiache  Eigenschatt  der  geraden  Linie,  dast*  sie 
durcliaus  nach  einer  und  derselben  Kichtang  verläuft,  lässt  8ich 
am  einfachsten  in  der  Sprache  der  analytischen  Geometrie  aus- 
drtteken,  ^nn  man  irgend  einen  ihrer  Punkte  zum  Pole  eines 
Polarcoordinatensystems  wShlt,  Beseichnet  unter  dieser  Voraus- 
setsung  a  den  zwischen  0  und  180^  gelegenen  und  im  Sinne  der 
Anomalien  gemessenen  Winkel,  welchen  die  Gerade  mit  der  Achse 
des  benutzten  Systemes  bildet ,  so  geben  die  Gleichungen 

<p  ---  a  und  q)  ~  180"  +  « 
die  Anomalicu  aller  Punkte  ihrer  beiden  durch  den  Pol  getrennten 
Theile*). 

'  Gehen  wir  jetzt  zu  einem  Parallelcoordinatensystemc  über, 
dessen  positive  Seite  der  .1- Achse  unter  Beibehaltung  des  Poles 
als  Coordinatenanfang  mit  der  Achse  des  Polarsystems  zusammen- 
flKllt,  so  folgt  bei  Anwendung  rechtwinkliger  Coordinaten  aus 
Nr.  ö)  in  §.  3 

X 

als  diejenige  Gleichung,,  durch  welche  die  beiden  Coordinaten 
jedes  einzelnen  l^imktes  der  in  Rede  ytcliendcn  Linie  von  ein- 

^)  Schon  die  erste  dieser  beiden  Gleichangen  Bebliesst  die  Lage  alle  r 
Punkte  der  Geraden  in  sieh ,  wenn  wir  den  bei  den  Parallelcoordinaten  aü" 
gewendeten  BegriflF  der  entgegengesetsten  GrSssen  auch  auf  die  Leitstrah- 
len Übertragen  wollen« 
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ander  abhängen.  Der  Wiukel  «  ist  hierbei  «pitz  oder  stttinpf  >  je- 
nachdem  die  durch  den  GoordinatenanfaDg  gehende  Gerade  inner* 
halb  der  beiden  von  den  Achsen  gebildeten  Felder  liegt,  welchen 
gleiche  Vorzeichen  der  Coordinaten  snkommen,  oder  im  andern 
Falle  die  beiden  Übrigen  Felder  dnrehsehneidet.  Bezeichnen  wir 
zur  Abkürzung  Uui  a  mit  dem  Buchätabeu  A,  »o  geht  die  obige 
Gleichung  in 

1)  y^Ax 
über.  —  Genau  dieselbe  Gleichungaform  kann  auch  benutzt  werden, 
um  bei  Anwendung  schiefwinkliger  Coordinaten  Abscisse  und 
Ordinate  jedes  Punkte»  von  einander  abhängig  su  machen,  der  sich 
in  einer  durch  den  Anfangspunkt  des  Systems  gesogenen  Geraden 
befindet.  Lassen  wir  nllmlich  der  JT- Achse  die  oben  angegebene 
Lage  und  beaeichnen  wie  frfiher  den  Coordinatenwinkel  mit  m ,  so 
ergiebt  sich  £Ur  diesen  Fall  aus  den  Formeln  6)  in  §.  2 

y         sin  tt 
X      ntn  (a>  —  a j  ' 

wo  wieder  -       "  -r  einen  fftr  den  ganzen  Verlauf  der  geraden 

h'tn  (q)  —  a)  . 

Linie  unveränderlichen  Werth  besitzt,  den  wir  nur  mit  A  zu  be- 
zeichnen brauchen,  um  auf^  Neue  zur  Gleichung  1)  zu  gelangen. 
Setzen  wir  to  —  n^ßy  so  ist  ß  der  von  der  T- Achse  und  der 
Geraden  eingeschlossene  Winkel,  der  aber  negativ  in  Rechnung 
gezogen  werden  muss,  wenn  a>«i,  d.  h.  wenn  die  Gerade  die* 
jenigen  von  den  Achsen  gebildeten  Felder  durchschneidet,  in  wel- 
chen den  Coordinaten  der  darin  enthaltenen  Punkte  versehiedene 
Vorzeichen  zugehören.  Der  Zahlenwerth  A  hat  mit  Eiuluhruug 
der  gewählten  Bezeichnung  die  allgemeine  Bedeutung 

2) 

.und  es  ist  hierin  immer  a  H~  /3  =  fi>,  ferner  a  zwischen  den  Gren- 
zen 0  und  l&f  und  ß  zwischen  «  und  g>  —  180**  enthalten.  Für  ein 
rechtwinkliges  Ooordinatensjstem  sind  a  und  ß  Complementwinkel, 
wodurch  man  zu  der  Gleichung  Altana  zurückkommt.  —  Wir 
wollen  der  beständigen  oder  constanten  Grösse  da  sie  einzig 
von  der  Richtung  der  geraden  Linie  gegen  das  Coordinateusystem 
abhängt,  den  Namen  Richtungsconstante  geben. 

Die  Formel  y Ax  nennen  wir  die  Gleichung  einer 
durch  den   Coor dmatenanf aug   gehenden  Geraden, 
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insofern  »ie  dasn  dient,  um  bei  gegebener  Hichtiug  der  Linie  die 
verilnderlicben  oder  veriabelen  (laufenden)  Coordinaten 
jedes  ilirer  Punkte  von  einander  abbttngig  zu  maehen.  Setaen  wir 
naeh  einander  a  =  0  und  as=«a,  wobei  ß  die  Werthe  m  und  0 

annimmt ,  so  geht  das  erste  Mal  ^  in  0  und  da»  andere  Mal  in  QO 
über  und  mau  erhält,  weuu  uiau  im  zweiten  Falle  y Ax  iu 

y  =  0  nnd  a;~0 
als  Gleiebnngen  der  X-  und  l'-Achbe,  wie  »chon  in  g.  1  unter 
Nr.  ö)  aus  dem  Begriffe  der  Coordinaten  hergeleitet  wurde.  —  Als 
ein  zweites  Beispiel  wühlen  wir  die  Oleichnngen  der  beiden  (auf 
einander  senkreehten)  Oeraden,  welche  den  Ooordinatenwinkel 
und  seinen  Nebenwinkel  balbiren.  Ffir  die  erste  derselben  ist 
jj  =  o,  also  J  =  1,  fiir  die  zweite  =  —  {liiff  —  o)  und  ^  =  —  I, 
wonach  sich 

yr=zx  und  y~  —  x 
als  Gleicliiingcn  dieser  beiden  J^inien  ergeben. 

Wir  gelangen  jetzt  dazu,  dit'  allgemeine  Gleichung  einer 
in  beliebigen  Funkten  die  Ooordiuatcnaclisen  schneidenden  Gera- 
den  festzustellen,  wenn  wir  eine  der  beiden  Achsen  parallel  zu 
sich  selbst  in  den  Durehschnittspunkt  der  zu  untersuchenden  Ge- 
raden und  der  andern  Achse  verschieben. 

Y'iQ^  12,  PCift  Fig.  IS  sei  die  gegebene 

Linie,  welche  die.  Coordinatenachsen 
I  in  den  Punkten  C  und  B  schneidet. 

/  Wir  verschieben  die  A'- Achse  iu  die 

/  Lage  BS-,  so  ist,  wenii    die  auf  das 

Jjjjx^^  /  ^  neue  System  bezogene  Ordinate  des 

I  beliebigen  Punktes  P  und  OM=sx 

Y  Ii  ^  «eine  Abscisse,  femer  A  die  Bich- 
/  tnngsconstante  der  Geraden  PC  be- 

'  zeichnet, 

Da  durch  die  parallele  Achsenverschiebung  die  zur  Bestim- 
mung von  A  dienenden  Winkel  nicht  geändert  werden,  so  hehält 
die  KichtuuirscoiiJstHute  auch  für  die  ursprüngliche  Lage  der 
JIT- Achse  ihren  Werth  bei  und  wir  gelangen  nach  den  bereits  oft 
angewendeten  $jttzen  für  Verlegung  der  Achsen  zti  dem  ursprOng- 
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liehen  Systemö  zurück,  wenn  wir  y  -~  n  f»  setzen,  wo  ßO 
die  Ordinate  den  DurchBchoittspanktes  der  Geraden  und  der 
Y'  Aehse  aasdrückt.  Als  allgemeine  Gleichung  der  geraden  Linie 
erhalten  wir  hiernach: 

3)  y^Jx^b. 

Die  von  ans  eingeführte  Bedentnng  der  constanten  Gröuse  6 

findet  hierin  ihre  Bestätigung,  wenn  wir  a:  0  setzfu,  indrin  sich 
dann  y  h  alü  ÜiJuiate  des  in  der  K- Achse  gelegenen  ruiikich 
der  Geraden  ergiebt.  In  gleicher  Weise  findet  sicli ,  wenn  a  die 
Ahscisbc  des  in  der  X-Achse  gelegenen  Punktes  C  be^eiclmet*), 
aus  der  Substitution  ^  =  0 :  - 

4)  ^a  +  6  =  0  oder  A:^  • 

Schaffen  wir  mittelst  der  ersten  dieser  beiden  Formeln  aus 
der  Gleichang  3)  die  Grösse  b  hinweg,  so  lässt  sie  sich  in 

umwanckihi.  Dieselbe  Gleichung  entsteht  iininittell»iu- ,  weiui  man 
anffing^lich  die  X-Achse  iinp:oändcrt  l;i.s.st,  dagegen  die  l'-Achs© 
parallel  zu  sich  selbst  nach  C  verscliiebt. 

Die  vorhergehenden  Entwickeluugen  der  allgemeinen  Glei- 
chung der  geraden  Linie  in  der  Form  unter  Nr.  3)  oder  der  daraus 
hergeleiteten  unter  Nr.  5)  scheinen  insofern  noch  eine  Lücke  su 
enthalten,  als  die  dabei  angewendete  Verlegung  einer  der  beiden 
Coordinatenachsen  ihre  Anwendbarkeit  versagt,  wenn  die  Gerade 
zur  andern  Aehse  parallel  liegt.  Demohngeachtet  behalten  auch 
hier  die  allgemeinen  Formeln  ihre  Giltigkeit,  wie  sich  zeigt,  wenn 
wir  in  5)  A  =  CO  und  in  3)  -4  =  0  einsetzen.  Die  durch  diese  Sub- 
stitutionen gewonnenen  Gleichungen 

j:  =  a  und  y~h 
kommen  nämlicli  autVlic  bereits  in  den  §§.1  und  2  für  Parallelen 
zu  den  Coordinatenachsen  gefundenen  Formeln  zurück  und  lassen 
sich  noch  dadurch  bestätigen ,  dass  man  jedesmal  die  Achse ,  mit 
welcher  die  zu  nntersuchende  Gerade  gleiche  Richtung  hat,  pa- 
rallel zu  sich  selbst  verschiebt. 


*)  Nach  der  Anlage  von  Fig.  12  muss  darin  a  als  AhsciKse.  eines  {inf 
der  Seite  der  negativen  x  gelegenen  Punktes  ein^n  negativen  Werth  er- 
halten, - 


Digitized  by  Google 


—   28  — 


In  Nr.  3)  und  5)  wurde  die  Gleichimg  der  G^eraden  von  der 
Riehtnng  der  Linie  (mittelst  der  Constanten  J)  und  der  Lage  eines 
ihrer  Punkte  (mittelst  der  Oenstanten  b  oder  a)  abhftngig  gemacht; 

zn  einer  noch  symmetrischeren  Gleichungsform  gelangen  wir 
jedoch,  wenn  wir  die  Gerade  durch  ihre  beiden  in  den  Aclisen 
geh  geil«  )i  riiiikte  tixireu  oder,  mit  anderen  Worten,  die  Gleichung 
einzig  von  dpu  Constanten  a  und  b  abhängig  machen.  Wird  zu 
diesem  Endzwecke  in  der  Formel  y^Jw^b  ans  Nr.  4)  der 

Werth -'i--^  bubötituirt,  ho  Ubbt  bich  die  hierdurch  entstan- 

a 

dene  Gleichung  leicht  in 

umgebtahen  -  eine  Gleichung  der  geraden  Linie ,  die  sich  unter 
Anderem  noch  dadurch  emptiehlt,  dass  die  Bedeutung  der  in  ihr 
enthaltenen  bestMndigen  (Trossen  (i  unr!  h  (Coordinaten  der  Durch- 
schnittspunkte mit  den  Achsen)  von  dem  angewendeten  Coordi- 
natenwinkel  völlig  unabhängig  bleibt.  Der  Fall  des  Farallelismus 
der  Geraden  zu  einer  der  beiden  Achsen  ist  in  dieser  Gleichung 
eingeschlossen,  wenn  man  für  ihn  den  Burchschnittspniüit  mit  der 
parallelen  Achse  in  eine  unendliche  Entfernung  Tersetzt  denkt, 
wie  sich  aus  den  Substitutionen  6  =qc  oder  n ~ 00  herleiten  Iftsst* 
Der  allgemeinen  Anwendbarkeit  der  letzten  Gleichung  steht 
einzig  der  Umstand  entgegen,  dass  bie  .sich  nicht  anmittelbar  fiir 
den  Fall  einer  durch  den  Ooordinatenanfang  gehenden  Geraden 
anwenden  lässt,  wab  olme  alle  lieclinnug  schon  daraus  folgt,  dass 
dann  die  beiden  zur  Bestimmung  dienenden  Punkte  in  einen 
übergehen. 

Eine  weitere  Verallgemeinerung  der  in  Nr.  3)  und  6}  gewon- 
nenen Gleichungen  der  geraden  Linie  gewähren  die  beiden  folgen- 
den Fundamentalanfgaben. 

L  Es  soll  die  Gleichung  einer  Geraden  gefunden 

werden,  deren  Richtung  gegen  die  Achsen  bestimmt 

ibt  und  welche  durch  einen  gegebeneu  Punkt  ä-ii/i*) 
geht. 


*)  Wir  nennen  zur  Abhürsong  einen  Ponkt  ,  wenn  «  und  jf  seine 
Parallelcoof^aten  bezeichnen.  Bei  Anwendong  von  Polareoordinaten 
kann  in  gleicher  Weise  von  einem  Punkte  rq»  gesprochen  werden* 
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Aus  den  mit  den  Coordinateiiachsen  gebildeten  Winkeln  tt  und 

P  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  die  Riehtangseonstaiite  A  = 

oder  bei  Anwendung  von  rechtwinkligen  Coordinaten  A  ^  ian  «r. 
Die  m  snehende  Gleichmig  der  Geraden  hat  nun  naeh  S)  die  Form; 

in  welcher  nur  der  Werth  Ton  h  unbestimmt  bleibt.  Die  Bedin- 
gung ,  dass  xT)  und  y,  die  Coordinaten  eines  Pnnkteo  dieser  Gera- 
den sein  sollen,  fUhrt  an  der  zweiten  Gleichung: 

y,  =  Ax^  4-  h, 

in  welcher  A  uiul  h  diesolben  Werthe  wie  vorher  ])ositzen  mfisson 
und  woraus  in  Verbindung  mit  der  vorigen  (rleiclinng  das  unbe- 
stimmte b  durch  äubtraction  elimiuirt  werden  kann.  Man  erhält 
dann:. 

7)  =r=v^(a:— a?0 

als  Resultat  der  gestellten  Aufgabe.  Setst  man  hierin  nach  ein- 
ander y  0  und  0?:=  0,  so  findet  man  leicht  als  Coordinaten  ftlr 
die  auf  den  Achsen  gelegenen  Punkte  der  in  Rede  stehenden  Ge- 
raden: 

IT.  Es  soll  die  Gl eic Ii ung  derjenigen  Geraden  ge- 
sucht werden,  welche  die  Punkte  afjyj  und  a:,y,  in  sich 
enthält. 

Zu  der  jede  gerade  Linie  charakterisirenden  Formel 

y^Ax  -\-b 
treten  hier  die  beiden  Bedingungsgleichungen: 

yi  =  ^x, -1-6 

aus  denen  in  gleicher  Weise ,  wie  in  der  Torigen  Aufgabe 

hergeleitet  wird.    Hieraus  lindot  sich  zunächst  für  die  Kichtungs- 
eonstante  der  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  gehenden  Ge- 
-  radeu 

und  durch  Einsetzung  dieses  Werthes  in  die  Formel  7),  welche  die 
Gleichungen  aller  den  Funkt  x^y^  in  sich  enthaltenden  Geraden 
umfasst,  als  Gleichung  der  gesuchten  Linie : 
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10)  »-y,=  =  fl-^{ar-<r,). 

Die  Substitutionen  ..V '  - 0  und  x--0  geben  für  die  Coordi- 
naten  der  beiden  auf  den  Achsen  gelegenen  Punkte  nach  einigen 
leichten  Keductiouen : 

Vi  —  Vt  x^  —  x^ 

Inflofern  die  Gleiehang  10)  die  gegenseitige  Abhängigkeit  der 
Coordinaten  x  und  y  jedes  mit  x^y^  und  x^y^  in  derselben  Geraden 
gelegenen  Punktes  entbHlt,  ist  sie  zugleich  der  analytische  Aus- 
druck  daftir,  dass  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie  lie- 
gen. Wenn  wir  sie  zu  diesem  Zwecke  in  die  Form : 
12)  {x  -x^)  :  —x^) -  - {y  -  y,)  :  (y,  —  j/,) 
bringen ,  giebt  sie  die  für  drei  in  einer  geraden  Linie  gelegenen 
Punkte  charakteristische  Eigenschaft,  dass  ihre  Abscissendiffe- 
reuzen  den  entsprechenden  Ordinatendifferenzen 
proportional  sein  müssen.  —  Wandelt  man  endlich  die  letzte 
Proportion  in  eine  Productgleiehung  um,  so  findet  sich  naeh  eini- 
gen einfachen  Rednetionen  die  bereits  in  Nr.  10)  des  §.  3  gewon- 
nene Formel  wieder,  deren  geometrische  Deutung  das  Resultat 
ausspricht,  dasis  die  swisehen  den  drei  Punkten  enthaltene  Dreiecks- 
fläche gleich  Null  ist. 

§.  6. 
Zwei  Oerade. 
Sind  zwei  gerade  Linien  durch  ihre  Gleichungen  für  Parallel- 
coordinaten  gegeben,  so  entsteht  die  Frage  nach  der  gegenseitigen 
Richtung  dieser  Linien  und ,  wenn  sie  sich  schneiden ,  nach  der 
Lage  ihres  Dnrclischnittspunktes.  Wir  beginnen  mit  der  letzten 
dieser  beiden  Untersuchungen* 
L  £s  seien 

•  y  =  ^,a:  H-  6, 
A^x  -f  6, 

die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Oeraden,  so  müssen  für 
die  Coordinaten  eines  j^emeinsciiaftiichen  Punktes  beide  Formeln 
gleichzeitig  ihre  Giltigkeit  behalten.  Die  Berechnung  dieser  Co- 
ordinaten kommt  daher  einzig  darauf  hinaus,  ein  x  und  y  au  finden, 
welches  beiden  Gleichungen  GenUge  leistet.  Da  wir  es  hierbei 
nur  mit  Gleichungen  ersten  Grades  zu  thun  haben,  so  kann 
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dieHechnung  für  jede  der  beiden  Unbekaanten  nnr  einen  Wertk 
geben  I  sie  fUfart  daher  m  dem  Besaitete  snrttck,  dass  iwei  Gerade 
nicht  mehr  als  einen  geraeinsehafUiehen  Pnnkt  besitien  kSnnen. 
Für  seine  Cooidinaten  findet  sich  nach  den  gewöhnlichen  Elimi- 
nfttionsmetiioden  ans  den  obigen  Qlelchnngen: 

Hierbei  verdienen  folgende  Falle  besondere  Erwiihnung : 
a.  I8t6,  =r^6,,  80  ista;^0,  d.  h.  der  Uurchschnittepunkt 
liegt  in  der  Ordinatenachse.  In  der  Thai  bezeichneten  aber  aaeh 
die  beständigen  Grössen  6  die  Lage  des  in  der  Y-  Achse  gelegenen 
Punktes ,  so  dass  hei  Uebereinstimmnng  dieser  Werthe  beide  Ge- 
rade durch  denselben  Pankt  der  genannten  Achse  gehen  mttssen. 

ß.  Wenn  Aib^  =  J^bt^  so  vsty  =  ^^t  d.  h.  der  gemeinschaft- 
liche Ponkt  liegt  in  der  Abscissenachse.  Wir  tthersehen  sofort  die 
Richtigkeit  dieses  Resultates,  wenn  wir  die  gewonnene  liedin- 

gnngsgleichnng  in  die  Form :  —  ^  =  ~  j  bringen,  worin  nach 

Nr.  4)  des  vorigen  Paragraphen  die  gleichen  Grössen  die  Abscissen 
der  in  der  JT- Achse  gelegenen  Punkte  bezeichnen. 

y.  Für  Ai  =:  A^  erhalten  beide  Coordinaten  unendliche  Werthe, 
d.  h.  der  Dnrchschnittspnnkt  liegt  in  nnendlieher  Ihitferang«  We- 
gen Uebereinstimmnng  der  Richtongsconstaaten  ist  dies  der  Fall 
des  Parallelismns  beider  (Geraden. 

S,  Wenn  irgend  swei  von  den  drei  Torhin  genannten  Bezie- 
hungen gleichzeitig  stattfinden ,  so  ist  A^  und  auch  b^-~  h^^ 

und  man  erhiUt  für  beide  Coordinaten  die  unbestimmte  Form  ^. 

0 

Dann  sind  aber  aucii  die  Gleichungen  beider  Geraden  identisch, 
weshalb  letztere  in  allen  Punkton  zusammenfallen  müssen. 
Sind  die  Gleichungen  der  beiden  Linien  in  der  Form 

Ol  d| 

gegeben  f  so  findet  man  ebenfalls  durch  Elimination  als  Coordina- 
ten des  Durchschnittspunktes: 

2V         ^  _  C|  g«  (^1  —  h)  — g,) 

a,6|  —  Uib^  '  b^üi — biO^  * 
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woran  sich  fthnliche  Bemerkungen  wie  oben  knüpfen  lassen.  — 
Für  den  Parallelismns  ergiebt  sieb  s.  B.  ala  Bedingnngsgleicliang: 

a^hi  s=s Ol oder  «, : =  6« :  2>t« 
was  anf  bekannte  AebnlicbkeitMittse  binanakomnit.  Wir  gelangen 

zu  demselben  Resultate,  wenn  wir  in  der  Gleichung  ~  ^Hr 
diu  beiden  Ilichtimgsconstanten  nach  Nr.  4)  des  vorigen  Faragra- 

pben  die  damit  gleichen  Wertbe  ^  nnd   substitniren. 

ö,  «« 

Ein  interessantes  Resultat  findet  sich  noch,  sobald  wir  ans 
Nr.  2)  die  reciproken  Wertlie  der  Coordinaten  x  und  y  berechnen. 
Dtvidiren  wir  dabei  Dividend  und  Divisor  der  erhaltenen  Quotien- 
ten durch  —  a^a^b^b^^  so  entsteht 

X      iHT   '        TUT  ' 

oder,  wenn  wir  zur  Abküraiuug  die  reciproken  x,  a  und  b  mit 
1 , 1} ,  €K  und  ß  bezeichnen : 

ft — ft   *  «I  —  o't 

Die  Vergleichung  dieser  Resultate  mit  den  in  Nr*  11)  des 

vorhergehenden  Paragraphen  gewonnenen  Iftsst  {  und  s}  als  Co- 
ordinaten der  Aehsendurchsehnittspunkte  einer  Geraden  erschein 

nen,  welche  durch  die  Punkte  Uißi  und  cfjj?,  hindurchgeht.  Sind 
daher  die  Gleichungen  dreier  Geraden  in  der  Form 
X     y  X     y  X  y 

gegeben  und  behalten  wir  die  vorher  eingeführten  Abkürzungen 
bei,  so  mttssen  sich  für  die  darch  je  zwei  der  Punkte  a/3,  «i/Si, 
Ot  ßt  gehenden  Geraden  dieselben  Aehsendurchsehnittspunkte  fin- 
den,  wenn  die  drei  gegebenen  Geraden  sich  in  einem  Punkte 
schneiden  sollen,  oder  mit  anderen  Worten:  es  müssen  in  diesem 
Falle  die  Punkte  aß^  «li^i,  «^2  132  in  einer  geraden  Linie  liegen. 
Auf  diese  Weise  erhält  man  als  Bedingungsglcichung  dafür,  dass 
drei  Gor  ade  durch  denselben  Punkt  hindurchgehen,  wenn 
man  die  Werthe  von  cr^  u.  s.  f.  wieder  einführt,  nach  Nr.  12)  in  §.  5: 

ri_ivri_i^==ri_ivri_i^ 

Va  Vö,  \b       biJ    \bi  b^J 

oder  aus  Nr.  fO)  des  §.  3  in  symmetrischerer  Form: 
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3)  -i(l._i)+i(I_J)+'(.l-i)«0. 

II.  Soll  der  Winkel  6  (befanden  werden ,  den  zwei  gegebene 
Gerade  einschliesaen ,  so  verschiebe  raan  beide  Linien  parallel  an 
Bich  selbst  in  einen  und  denselben  Pankt  der  AT-Aeliae,  wodoreh 
ihre  gegenseitige  Lage  nicht  geändert  wird.  Sind  nach  der  im 
yorigen  Paragraphen  angewendeten  Beaeichnung  ort  iin 
Sinne  der  Anomalien  gemessenen  Winkel »  welche  beide  Gerade 
mit  der  Achse  einsehlieBsen ,  90  erhftlt  man  sofort,  je  nach  der 
Lage  beider  Liioien, 

ö  +  (a,  ~ «,). 
Um  in  dieser  Gleichung'  <\\c  liichtungsconstauten  und  .7, 
der  beiden  Geraden  t'inzufiiluen ,  beschränken  wir  uns  zunächst 
auf  rechtwinklige  Coordinaten,  weil  bei  deren  Anwendung 
die  einfachsten  Bczlolinngen  zwischen  den  Constanten  A  nnd  den 
Winkeln  «  stattfinden.  Dann  ist:  Um  a^  =  nnd  Um  tt^^  A^^  nnd 
es  folgt  hieraus : 

Der  Doppelwerth  von  (an  6  kann  hier  als  einem  spitzen  und 

einem  stumpfen  Winkel  zugehörig;  betrachtet  werden ,  nnd  giebt 
somit  die  von  den  beiden  Geradi  u  gebildeten  Nebenwinkel.  Wo 
nnr  der  spitze  Wertli  verlangt  ist  ,  genügt  das  obere  Vorzeichen, 
wenn  wir  mit  die  grössere  liichtungsconstantc  bezeichnen«  — 
Folgende  zwei  Fälle  verdienen  besondere  Beachtung: 

a.  Ist  Ag  =:-<d(, ,  so  wird  ian  ö  ~^0^  also  ö  0  oder  6  ~  180", 
wodurch  wir  auf  die  schon  oben  besprochene  Bedingung  des  Pa> 
rallelismus  aweier  Geraden  anrückgeftthrt  werden. 

ß.  Wenn  l  +  A^A^z=0,  so  wird  Umö^OO,  also  d=90^; 
die  beiden  Linien  durchschneiden  sich  daher  recht- 
winklig.  Man  findet  dann : 

1  I 

5)  j^=z^-  und      =  — -, 

d.  Ii.  zwei  Gerade  stehen  bei  Anwendnng  von  rechtwinkligen  Pa- 

rallelcoordinaten  senkrecht  auf  einander,  wenn  ihren  Ivichtnnirs- 

constanten  reciproke  Werthe  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 

aukonimen.  —  Setzen  wir,  sobald  die  Gleichungen  der  beiden  Gera- 

%c      1/  sc  V 

den  in  tier  Form  —  4-~=l  und  — =  I  gegeben  sind,  nach 

Anal.  Geoni«  !•  3 
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S,  6  Nr.  4)  ^  =  —  -  und  ^  =  —  -  ,  so  geht  die  Bedingungs- 
"  '    *  ff,  ff^ 

gleichling  für  tlen  rechtwinkligen  Durclischnitt  in  ff,  ff,  +  &i&a=0 
über.  —  An  die  letzten  Betrachtungen  schliessen  sich  folgende 

zwei  Aufgaben : 

A.  Es  soll  die  Gleichung  einer  Ger  aden  funden 
werden,  die  durch  einen  Punkt  x^y^  geht  und  eine  ge- 
gebene Gerade  y  ^  Ax  ^  6»)  rechtwinklig  durch- 
schneidet. 

Da  die  Gerade  durch  den  Punkt  a:^  y^  gehen  soll,  so  muss  ihre 

Gleichung  die  Form  Ton  Nr.  7)  des  vorigen  Paragraphen  besitaen. 
Nach  der  zweiten  gegebenen  Bedingung  erhttlt  die  Riehtungscon- 

stante  den  Werth:  —  ^;  die  gesuchte  Gleichung  ist  daher: 

6)  y  — j  a^i)- 

Als  speciellcs  Beispiel  hierzu  wählen  wir  den  Fall ,  wenn  die 
gegebene  Gerade  durch  den  Coordinatenanfang  geht  und  den 
Winkel  y  mit  der  X-Achse  bildet,  der  gegebene  Punkt  aber  in 
einem  Abstände  d  vom  Coordinatenanfange  auf  der  Geraden  selbst 
liegt.  Unter  diesen  Bedingungen  ist  ^=  ten  y,  und  da  d  und  y 
die  Tolarcoordinaten  des  gegebenen  Punktes  darstellen,  or,  =dcosy, 
y^:=:::zd  siu  y\  man  erhält  also : 

«  —  d9my  =  — T-       — deosy) 
^  '  tan  Y  ' 

oder  nach  Multiplication  mit  siny  nach  einigen  leichten  Umfor- 
mungen: 

a:  cos  y  +  y  sin  y  z=z  d. 
Wählt  man  jetzt  die  X-  Achse  des  benutaten  rechtwinkligen 
Ooordinatensystems  zur  Achse  von  Polarcoordinaten ,  mit  Bei- 
behaltung des  Coordinatenanfanges ,  so  ist  nach  den  oft  angewen- 
deten Transformationsformeln  x~  r  cos  q) ^  y  =  r  sin  (p  za  setzen. 
Für  Polarcoordinaten  findet  sich  liioraus  als  Gleichung  einer  gera- 
den Linie,  welclic  (iuicli  die  Coordinaten  dy  für  den  Fusspunkt 
des  vom  IMe  auf  sie  gefällten  Perpendikels  bestimmt  ist, 

r  cos  (<p — y)  =  d. 


*)  Wir  bedienen  nns  von  hier  an  der  Abkürzung,  eine  Linie  mit  ihrer 
Gleichung  zu  benennen. 
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£8  wird  keine  Schwierigkeit  gewähren,  die  Richtigkeit  dtcM^ 
Oleiefanng  in  einer  dam  constniirteii  Fignr  naehsiiweiflen. 

B.  Die  Entferniing  einei  Punktes  von  der  Ge- 
raden ^  =  ^x4-fr8oll  berechnet  werden. 

Bezeichnen  wir  mit  x'p  die  Coordinaten  fiir  den  Fnsspunkt 
des  von  a'iy,  auf  die  Gerade  gefällten  Perpendikel«  und  nut  e  die 
gesuchte  Entfernung,  so  ist,  da  unsere  Aufgabe  die  Aiiwf»ndung 
Yen  rechtwinkligen  Coordinaten  voiaussct/ct ,  nach  Nr.  Ij  in  §.  ^ 

e*  =  (o:'  — x,)*  -f  {}/  —yi)\ 

Insofern  nun  dor  Punkt  a:y  ein  Mal  auf  der  gegebenen  Ge- 
raden, ein  anderes  Mai  auf  dem  erwähnten  Perpendikel  liegt,  gel- 
ten ftlr  seine  Coordmaten  die  Gleichungen : 

y  T=Ax  +  b 

•  1  /  »  \ 

y  — y,=— —  («  — 

von  denen  die  letztere  unmittelbar  aus  der  vnrbergelienden  Auf- 
gabe folgt.  Dii;  Elimination  vou  y  aus  diesen  lieiiien  Formeln 
giebt  durch  Subtraction  und  JitMluction  auf  .r': 

und,  wenn  wir  beiderseitig  o?!  subtrahiren, 


Ans  der  zweiten  der  oben  fllr  x  und  y  gegebenen  Gleichun- 
gen folgt  demnach: 

U  


 tm^ 


Setzen  wir  die  letzten  beiden  Werthe  in  die  (ileielmng  für 
ein,  s*>  crgiebt  sieb  nacli  Alisouderung  der  gemeiuschattliclien 
Factoren  und  nüthiger  ilebung : 

oder 

wobei,  da  hier  keine  entgegengesetzten  Grdssen  in  Frage  kommen, 
in  jedem  Falle  das  positive  Resultat  festsuhalten  ist. 

Beachtet  man  hti  dem  geftindenen  Ausdroeke ,  dass  Ax^  +  h 

die  der  Abscisse     zugehörige  Ordinate  fär  einen  in  der  Geraden 

3» 
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^•s^Ax-^-h  gelpg^pnoTi  Punkt  be- 
zeichnet, so  ist  die  Rieht i«;keit  dos 
KcBultates  leicht  ia  Fig.  13  za  be- 
stätigen. /*,  sei  der  gegebene  Punkt, 
IL  die  gegebene  Gerade t  welche 
die  2^*Aeli0e  unter  dem  Winkel  «r 
•X  schneidet,  femer  Pf  N  die  gesachte 
Entfernung  e.  Da  0M=  Xt ,  so  ist 

JCM^  AXg  -\-  /»,  und  man  erhält,  durch  Einsetzung  von  y  l  ^ 

=  l/l+te«^«  sofort :  ^oder:PjiV=P,Ä  .co^cr, 

was  unmittelbar  mit  der  Figur  übereinstimmt,  wenn  mau  die  Gleich- 
heit der  Winkel  NPf  K  und  «t  in  Betracht  nimmt. 

Soll  die  Untersuchung  Über  den  von  swei  Geraden  einge- 
schlossenen Winkel  auf  schiefwinklige  Ooordinaten  aus- 
gedehnt werden,  so  sind  zunächst  unter  Beibehaltung  der  früheren 
U(5zeichnungeu  die  Winkel  «,  und  otj  durch  die  Jviclitungsconstan- 
ten  y/,  und  A^  auszudrücken.  Nach  der  in  Nr.  2)  dos  §.  5  gefun- 
denen Forinol  ist,  sobald  der  Coordinatouwinkel  mit  w  bezeichnet 
wild,  mit  liücksicht  auf  die  Bedeutung  des  dort  angewendeten 


Winkels  j3  die  Constante  A  = 


stn  a 


zu  setzen.  Wird  hierin 


sin  (w  —  of) 

der  Nenner  entwickelt  und  Ztthler  und  Nenner  durch  co9  a  divi- 


dirt,  so  entsteht:  A  = 


91  n  0»  —  tan  tt  cos  n  * 


woraus  man  leicht  zu 


dem  Resultate  gelangt: 


A  sin  CO 

teii«=— ^— .  

I  -|-  A  eos  ui 

Ist  nun  tt,  der  grössere  der  beiden  Winkel,  welche  die  ge^ 
gebenen  Geraden  mit  der  J^- Achse  bilden,  und  9  der  Ton  den  Ge- 
raden selbst  eingeschlossene  spitze  Winkel ,  so  sind  zur  Bestim- 
mung von  S  folgende  drei  Gleichungen  gegeben : 


tanis= 


tan  «^  tan 


I  -j-  Um  «1 .  tan  ' 


tow  «I  =  — 


At  sin  m 


1  -J-  A^  cos  0) ' 


Am  sin  <a 
tan    s=  -—L-  

I  -jr  A^  cos  a 


Durch  Substitution  der  beiden  letzten  Werthe  in  die  erste 
dieser  Gleichungen  entsteht  nach  den  ndthigen  Beductionen : 
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tan  S  =   

^   +  (^1  +  ^t)  COS  O  -f  -'/| 

Wird  hierin  der  Zahler  =0  gesetzt,  .so  erhalt  man  für  den 
Fall  des  Parallelismus  wieder  die  scli.m  früher  als  allgemein  giltig 
erkannte  Formel:  ^,  Sollen  dagogen  die  fleraden  senk- 

recht auf  einander  «toiien ,  bo  erwachät  liir  diesen  Fall  die  i^edin- 
gungsgleichuDg : 

8)  1  +  (^,  +  ^,)co«»-f  w^,^,=^0. 

•  Mit  Sinriihrung  dieses  Besaltates  können  die  im  Vorhergehen- 
den  unter  A*  und  B,  gestellten  Aufgaben  für  schiefwinklige  Co- 
ordinaten  gelöst  werden.  Wir  unterlassen  diese  etwas  umständ- 
licheren Rechnungen,  da  das  Vorhergehende  hinreichen  wird,  die 
Ueberzeugung  zu  gewähren,  dass  fBr  derartige  Aufgaben  die 
Anwendung  rechtwinkliger  Coordinaten  zu  gröst>erer  Einfach- 
heit führt. 

§.  7. 

Die  aügemeijia  Gleichung  ersten  Grades. 

Die  in  den  yorhergchenden  Paragraphen  angewendeten  Glei- 
chungsformen der  geraden  Linie  besitzen  sämmilich  das  gemein- 
schaftliche Kerkraal,  dass  sie  in  Beziehung  auf  die  veränderlichen 
Parallelcoordinaten  dem  ersten  Grade  angehören.  Es  würde  zur 
Bestätigung  dieser  Bemerkung  yollkommen  ausreichen,  wenn  sie 
sich  ffir  irgend  eine  Lage  der  Geraden  gegen  das  Coordinaten- 
system  als  richtig  erwiese.  Von  den  für  einen  solchen  besonderen 
Fall  frefundenen  Relationen,  z.  B.  den  für  die  Achsen  selbst  gel-' 
tentiea  .r  =  0  und  ;/  — 0,  gelangen  \\\v  nämlich  zu  den  auf  jede 
andere  Lage  bezüglichen  Gleichungen  mittelst  der  in  §.  4  aufge- 
stellten Transformationsformeln.  Da  nun  letztere  selbst  ersten 
Grades  sind ,  so  kann ,  wenn  man  sie  mit  der  Gleichung  der  Gera- 
den in  Verbindung  bringt,  nach  einem  bekannten  Satze  der  Al- 
gebra hierdurch  der  Ghrad  dieser  Gleichung  nicht  abgeändert  wer- 
den. Im  Torliegenden  Falle  ist  es  nicht  nöthig,  auf  diese  allge- 
meine Bemerkung  zurückzugehen,  da  die  fiir  die  gerade  Linie 
aufgestellten  Gleichungen  sich  bereits  als  allgemein  giltig  erwiesen 
haben.  —  Es  erübrigt  noch  die  wichtige  Frage ,  ob  die  Wechsel- 
beziehung zwischen  den  Eigenschaften  einer  geraden  Linie  und 
einer  Gleiclinng  ersten  Grades  für  die  veränderlichen  x  und  y  eine 
so  innige  ist,  dass,  so  oft  sich  eine  Gleichung  dieser  Art  vorfindet, 
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dieselbe  als  einQi  ger»d«ii  Lhile  angeh»rig  betrachtet  werden 

kann.  Untersuchon  wir  zu  Uio.seiii  Zwecke,  die  allgemeinste  Form 
einer  Gieicliung  ersten  Grades  zwiscben  zwei  veränderlichen 
Grössen. 

Jede  Gleichung  ersten  Grades  zwischen  x  und  y  kann,  wenn 
man  >4ie  mit  gleicheti  Faotoren  versehenen  Glieder  in  eines  sn- 
sammenfosst»  anf  die  Form' 

1)  --rfacH- +  C=0 

gebracht  werden,  worin  Ä^)^  B  und  C  beliebige  Bwieohen  — 'oo 
tmd  +  00  gelegene  beetlindige  Coeffieienten  ausdrücken.  Betrach- 
ten wir  jetzt  drei  Pnnkte  xy^    y, ,  a-^ya,  deren  Ooordinsten  sKnmt' 
lieh  dieser  Gleicliuii-  Genüge  leisten  sollen,  so  gelten  für  diesel- 
ben folgende  Reiatioueu : 

Ax  -H  By  +  0 

ans  denen,  wenn  man  je  zwei  von  einander  subtrahirt,  die  Glei- 
chungen 

A  (ar,  —     +  Ä  (y,  —  y,) = 0 

y/Or,  -  .T).f^(y,— y)  =  0 
entstehen.  Man  erhält  hieraus : 

A^y^yt^^Ui  —  yt~~yt  —  y 

oder  auch  die  fortlaufende  i'roportiou: 

{x  — ar.) :  (o*,  ■—dr,)  :  (o:,  —  a«)  =  (y — y,)  :  (y,  —  y,)  :  (y,  —y)  v 
d.  h.  die  Abscisscndifferensen  der  drei  Punkte  sind  den  entspre* 
ehendeii  Ordinatendtfierenaen  proportional.  Nach  einer  in  §.  & 
gemachten  Bemerkung  Hegen  aber  unter  dieser  Bedingung  die 
drei  Punkte  in  -einer  geraden  Linie,  und  da  dies  fUr  je  drei  Punkte 
gilt ,  deren  Ooordinaten  der  gegebenen  Gleichung  Gentige  leisten, 
so  gehört  die  Gleichung  l)  selbst  einer  geraden  Liuic  an. 

Bestätigt  wird  dieses  Resultat,  wenn  man  die  allgemeine  Glei- 
chung auf"  eine  der  FoniK  n  bringt,  unter  denen  wir  früher  die 
-Gleichung  der  Goraden  aufgefa^jst  liaben.  Ist  z.  B.  C  von  0  ver- 
«chieden,  so  können  wir  durch  —  C  dividiren  und  erhalten  dann 


*)  Es  bedarf  wohl  kaam  der  Erinnerung,  dass  diese  Constante  A  nicht 
nüt  4er  Biefatongsoonstante  der  geraden  Linie  su  verwechseln  ist. 
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By  _ 

C         ,  1^ 

als  Gleichung  einer  geraden  Linie,  in  weicher   und  -  -  die 

■«     »  !  tv>ß' 

auf  den  Aclueii  abgeschnittenen  Strecken  beselehnen.  Wenn  da- 
gegea  C  =  0,  so  findet  sich 

A 

und  dies  ist  die  Gleiciiung  einer  durch  den  Cuordinatenanfang 

gehenden  Geraden  mit  der  Richtnngseonstante :  —  ^* 

Wenn  die  Lage  aller  Punkte  einer  Linie  durcli  eine  alge- 
braische Gleichung  n***  Grades  «wischen  den  veränderlichen  Pa* 
rallelcoordinaten  bestimmt  ist,  so  wird  die  Linie  selbst  eine  Linie 
f|t«i  Grades  genannt*).  Die  Gerade  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
die  einzige  Linie  ersten  Grades**). 

Die  in  Nr.  1)  aufgestellte  allgemeinste  Gleichungsform  aller 
Linien  ersten  Grades,  d.  Ii.  aller  Geraden,  liisst  sich,  wenn  man 
beiderseits  durch  eine  der  drei  beständigen  Grössen      /?,  C  (die 
aber  von  0  verschieden  «ein  niuss)  dividirt,  iiunier  so  umgestalten, 
dass  sie  nur  noch  zwei  Constauten  in  sich  enthält.  Diese  beiden 
Constanten  müssen  entweder  unmittelbar  gegeben  sein ,  wenn  sich 
die  Gleichung  auf  eine  bestimmte  Gerade  beziehen  soll ,  oder  es 
muss  möglich  sein,  dieselben  aus  swei  Yon  einander  unabhängigen 
Bedingungen  su  berechnen.  So  fährt  die  analytische  Untersuchung 
darauf  zurtlck,  dass  eine  Gerade  unter  Anderem  durch  ihre  Rich- 
tung und  einen  Funkt,  durch  swei  ihrer  Punkte  u.  s.  f.  vollständig 
bestimmt  ist. 

Es  kann  die  Aufj^^abc  vorkommen,  an  einer  gegebenen  Glei-  . 
chung  ersten  Grades  die  Unter.sucliuug  zu  führen,  ob  sie  für  ein 
bestimmtes  Parallelcoordiuatcusystcm  einer  gegebenen  geraden 
Linie  angehi>rt  oder  nicht.  Nach  dem  Vorhergehenden  reicht  es 

♦)  Die  Berechtigm^,  cüie  Linie  nach  dem  Grade  ihrer  Glpichunp  zu 
benennen,  erwuchst  daraus,  dass  nmli  der  im  Eingänge  dieses  Paragrni  heu 
gemachten  Bemerkung  der  (Irad  der  für  eine  sj^eeirllr  T.nfre  des  rooifluia- 
tensvstems  pet'undeaen  Gleichung  aueh  bei  Aeii<lerunfr  dieser  Lage  ge- 
wahrt  bleibt  und  der  Linie  selbst  als  ein  l)e.st;indipres  Merkmal  anhaftet. 

*  *)  Mit  Beziehung  hierauf  kann  eine  Gleichung  ersten  Grades  zwibchen 
zwei  Veränderlichen  den  !Nameu  lineare  Gleichung  erhalten« 
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zu  diesem  Zwecke  aus,  an  zwei  Punkten  clor  Geraden  die  Probe 
zu  maclieii.  £iiie  Gleichung  ersten  Grades  zwischen  den  veränder- 
licheil o;  und  y  muss  daher  den  Coordinaten  aller  Punkte  einer 
geradoQ  Linie  Genttge  leisten,  wenn  dies  bei  zwei  Punkten  statt- 
findet, Würe  2.  B.,  nm  an  einen  bereits  behandelten  Fall  ansu*- 
knüpfen,  die  Gleicbimg 

X  V 
a  o 

nicht  bereits  als  die  einer  Geraden  bekaimt,  welche  auf  der  A  -  und 
F- Achse  die  Strecken  a  und  h  abschneidi  r ,  so  würde  dies  ohne 
Weiteres  daraus  folgen,  dass  sie  als  Gleicbung  ersten  Grades  den 
Durchschnittspunkten  der  vorher  erwähnten  Linie  mit  den  beiden 
Coordinatenachsen  entspricbt. 

Werden  die  Gleichungen  zweier  Geraden  durch  Addition  oder 
Subtraction  verbunden,  wobei  noch  die  eine  mit  einem  beliebigen 
Factor  multiplicirt  werden  kann,  so  entsteht  eine  Gleichung  ersten 
Grades,  die  von  denselben  x  und  y  befriedigt  wird,  welche  bei- 
den ursprünglich  gegebenen  Gleichungen  Genüge  leisten.  Die 
durch  die  neue  Gleichung  charakterisirtc  Gercade  mms  sich  dem- 
nach mit  den  beiden  ersten  Geraden  in  einem  Punkte  .selinoiden. 

Sind  z.  B.  die  Gleichungen  der  beiden  Geraden  in  der  ij'orm 

gegeben,  so  möge  die  letztere  mit  dem  unbestimmten  Factor  k 
multiplicirt  werden,  worauf  beide  addirt  werden  sollen,  um  in  dem 
hierdurch  entstehenden  Besultate 

die  Gleichung  einer  neuen  Geraden  zu  erhalten ,  welche  mit  den 
beiden  ersten  durch  einen  Punkt  geht.    Bringen  wir  Nr.  2)  in 

die  Form 

SO  stellt  der  Ausdruck  \      *  fiir  die  neue  Gerade  die  RIchtungs- 

eonstante  dar,  welche  mit  Feststellung  besonderer  Werthe  für  das 
bis  jetzt  unbestimmt  gebliebene  l  noch  jede  mögliche  Grösse  an- 
nehmen kann.  Nr.  3)  und  3)  sind  demnach  Gleichungen  aller 
derjenigen  Geraden,  welche  durch  den  Durchschnittspunkt  der 
beiden  gegebenen  Linien  hindurchgehen.  Eine  vollständige  Bc- 
stimmtheii  tritt  (irai  dann  ein,  wenn  durch  eine  neu  hinzutretende 
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Bedingnn^  äcr  Factor  X  eiucn  speciellen  Zalihvcrtli  erlangt.  Ist 
z.  B.  die  Kichtung  einer  solchen  Geraden  durch  die  Constante  A 
gegeben ,  so  erhJUt  man  aus  der  Bedingung 

für  Aden  Werth: 

und  durch  Substitution  in  Nr.  3) 

Die  letzte  Oloichung  gehört  also  einer  geraden  r>iTne  an,  die 
mit  gegebener  Kichtnngsconstante  A  durch  den  Dnrchschnittspunkt 
der  beiden  Geraden  y^AiX-^bi  und  y^A^sc-^bf  hindurchgeht. 

Zur  Ein&bung  des  im  Vorhergehenden  enthaltenen  Verfah- 
rens,'zu  Gleichungen  gerader  Linien  zu  gelangen,  welche  mit  zwei 
gegebenen  Greraden  einen  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt 
besitzen,  wählen  wir  diq^  beiden  Aurgal)en  des  folgenden  Paragra* 
pben,  welche  uns  zugleipb  mit  einigen  in  der  Eleiueutar-Geometrio 
gewöhnlich  nicht  behandelten  Eigenschaften  geradliniger  Gebilde 
bekannt  machen  sollen. 

*     §.  8. 
Aufgaben. 

I.  Durch  die  drei  Eckpunkte  eines  Dreiecks  ABC 
(Fig.  14)  sind  drei  in  einem  Pujikte  0  sich  schneidende 
Gerade  Aj^^  BE^  CF  gezogen.  Es  soll  untersucht  wer- 
den, in  welchem  Verhältnisse  hierbei  eine  der  drei 

Dreiecksseiten  gotheilt  wird,  wenn  die  Theilungs- 
Verhältnisse  der  beiden  a  n  d  e  r  c  n  Seiten  b  e  k  a  u  u  t  s  i  n  d. 


Wir  wählen  CB  als  X-  Achse  und 
CA  als  r- Achse  eines  Parallelcoordi- 
natensystems  mit  dem  Anfangspunkte  C 
und  gebrauchen  die  Bezeichnungen: 
BC=^a^  AC=b,  C2>  =  «,,  CE^h^, 
Die  Geraden  AB  und  BE  haben  dann 
die  ijrleichungen : 


Fig.  14. 


X 

a  0 


y 
i 


1. 
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'Wird  die  sweite  von  der  ersten  sobtrahirt,  so  entstellt 

£s  ist  (lies  die  Gleichung  einer  Geraden,  die  mit  JD  und  BE  den 
Durchsclmittypuiikt  0  gemdü  liat  und  die ,  weil  in  ihr  x  und  i/ 
gleichzeitig  0  werden,  durch  ihn  (-ooidinatenanfang  geht,  oder 
mit  andereu  Worten:  es  ist  die  Gleichung  von  t'F,  Setzen  wir 
darin  zur  Abkürzung  a  —  Oi  =s  o, ,  6  —  6,  =  6, ,  so  gelten  für  den 
Punkt  Fy  welcher  anssezdem  noch  auf  der  Geraden  AB  liegt,  die 
Gleichungen: 


Durch  Elimination  von  y  crgiebt  sich  hieraus  für  die  Abscisse 

deb  Punktes  F: 

und ,  wenn  man  diese  Grösse  von  a  subtrahirt, 

ft  (Ith*         _  Ä 

Die  Verbindung  der  letaten  Besnltate  durch  Diwsion  fmhrt 
SU  der  Formel: 

oder,  wenn  man  CO  :  BG  mit  dem  gleichen  Verhältnisse  AFiBF 
vertauscht  und  für     ,     i      K  ^^re  Werthe  einsetzt : 

AF\  5Fs=— :-— - 

BT>  4E 

Diese  Proportion  enthält  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe. 
Ist  z.  B.  CD  =  BD  und  CE  =  J£,  so  wird  auch  AB=  BF,  was 
au  dem  bekannten  Satze  führt,  dass  die  drei  Mittellinien 
eines  Dreieks  (die  Geraden  von  den  Eckpunkten  nach  den 
Mitten  der  Gegenseiten)  sich  in  einem  Punkte  schneiden* 
—  Bemerkenswerth  ist  noch  folgende  Form,  auf  welche  die  obige 
Fro^rtion  gebracht  werden  kann: 

AF.  BD  .  CE  =  BF.  CD  .  AE. 

Sie  enthält  den  planimetrischen  Lehrsatz:  Werden  durch 
die  Eckpunkte  eines  Dreiecks  drei  in  einem  Punkte 
sich  schneidende  Transversaleu  gezogen,  so  ist  von 
den  auf  den  Gegenseiten  gebildeten  Abschnitten  im- 
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mer  das  Prodaet  dreier  nfeht  an  einander  stossenden 
dem  Prodncte  der  drei  übrigen  gleich. 

II.    Auf  der  Geraden  0 (Fig.  13)  sind  drei  feste 
Punkte  O,  ^, ,      gegeben.   Durch  dieselben  werden  die 
beliebigen  Oer  ade n  0  B^^  A^C\  A^C  gezogen ,  die  sich  in 
den  Punkten      ,       nnd  C  schneiden.   Wir  rerbiuden 
mi  t        .ß,  mit  ^,  geradlinig  und  endlich  den  Durch - 
Bchnittepnnkt  D  der  beiden  letsten  Linien  mit  dem 
Torber  gefundenen  Punkte  C,  y 
Die  Gerade  CD  sehneidet  die 
Linie  OJ^  im  Punkte  A,  Es  soll 
0>^  =  a  berechnet  werden,  wenn 
die  Strecken  OA^^a^^  OA^^a^ 
gegeben  sind. 

Wir  wählen  OJ^  zur  X-Achse  und 
OBf  zur  y- Achse  eines  Parallelcoordi- 
natensystems  und  setzen  OB^-^fi^  ,  O  B^  —  h^.  Dann  sind  die  fol- 
genden Gleichungen  1)  bis  4)  der  Keihe  nach  die  Gleichungen  der 
Geraden     C,  A^C^        und  A^B^ : 

Addirt  man  entweder  1)  und  3)  oder  3)  und  4],  so  entsteht  beide 
Male  die  Summe: 

Es  ist  dies  die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  durch  die  Durch- 
sclinittspunkte  von  ^,  C  und  .ij6\  üo wie  von  A^B^  und  A.^Bi  hiu- 
durcligeht,  d.  h.  der  Geraden  AC.  Hieraus  findet  sich  für  die  auf 
der  A- Achse  abgeselmittene  Strecke  OA^a,  weuu  wir  gleich- 
zeitig y  =  Q  und  a:=^a  setzen : 

6)  l        «1     a,  oder  a  =    ^|  ^■•> 
7  =  — 2—  «,  +  «. 

In  gleicher  Weise  führt,  wenn  wir  0  B      h  setzen,  die  Sub- 
stitution o;  =  0  und  ^  =  6  in  Nr.  5)  zu  dem  BesuUate : 

7)  I      i  +  i  oder  6  = 
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Bemerkenswertli  ist  hierbei,  dass  die  Lage  des  Punktes  A 
nur  toh  der  Lage  der  Punkte  0,  und  A^  abhängt,  so  dass  man 
immer  auf  denselben  Punkt  A  Stessen  mnss,  nach  welcher  Rieh- 
tnngr  man  aneh  bei  Ausführung  der  in  der  Aufgabe  vorgelegten 

Coustiuction  die  Geraden  0  B^^  A^C  und  A^C  gezogen  haben  mag. 
Gleiches  gilt  für  den  Punkt     dessen  Lage  nur  durch  0,  und 

bedingt  ist. 

Die  Strecke  OA  bildet  dat»  sogenannte  harmonische  Mittel*) 
zwischen  OA^  und  0 A<^.  Nach  den  Eigenschaften  der  stetigen 
harmonischen  Proportion  folgt  hieraus : 

OA^ :  OA^  =  ifiA^—OA)  :  {OA—OAt) 
oder  in  Form  einer  Productgleiehung : 

8)  AiA.OAt=zOAt,AA^. 
Da  die  Form  der  letzten  Gleichung  ungeändert  bleibt,  mag  die 
Folge  der  Punkte  0,  ,  A,  von  links  nach  rechts  oder  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  durchlaufen  gedacht  werden,  so  lüsst  öich 
auch  rückwärts  schliessen ,  dass  AiA^  ebenfalls  das  harmonische 
Mittel  zwischen  A /f^  nnd  OA^  darstellen  mnss  —  ein  Resultat, 
welches  auch  leiclit  durch  liechnung  bestätigt  werden  kann. 

Eine  gerade  Linie,  auf  welcher  vier  Punkte  so  liegen,  dass 
zwischen  ihren  Entfernungen  die  in  Nr.  8)  gegebene  Relation  statt- 
findet, d.  h.  die  aus  drei  solchen  Stücken  besteht,  dass  das  Product 
ans  den  beiden  Xusseren  dem  Producte  aus  dem  mittleren  Stttcke 
und  der  ganzen  Linie  gleich  ist,  wird  harmonisch  getheilt 
genannt.  Die  vier  Punkte  selbst  bezeichnet  man  als  harmonisch 
gelegen,  und  je  zwei  solche,  die  einen  dritten  zwischen  sich 
haben,  als  zugeordnete  oder  conjugirte  Punkte.  OA^  ist 
also  harmonisch  cretheiU,  0  und  A,  A^  und  bilden  die  bei- 
den Paare  ihrer  zugeordneten  l^unktc.  Aebnliches  gilt  von  der 
Linie  0  7?,. 


*)  KiiH!  Zahl  ;i;  wird  das  liai  inüuische  Mittel  zwisülien  zwei  Zahlen  a 
und  6,  von  dencu        b  sein  map,  genannt,  wenn 

(« — —  h)-=za:h 
d.  b.,  wenn  eine  sogenannte  stetige  harmonische  Proportion  swi- 
sehen  a,  «  und  b  stattfindet.  Dann  ist 

2ab    .     1  b 

X  =  r  oder  —  t=  , 

« +  o         X  % 

Ueberhanpt  stehen  vier  Zahlen     6,  c,  d  in  hermonischer  Proportion ,  wenn 

(a — 6) ;  (c  —  i2):==a:  <f. 
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Nach  den  Torhergehenden  Untersiicbiingeii  bildet  auf  der  har- 
monisch getheilten  Geraden  OA^  die  Entfemiing  je  zwei  conjngir- 
ter  Pankte  daa  harmonische  Mittel  swischen  den  AbatSnden  jedes 
der  beiden  anderen  Pankte  vom  Insseren  des  ersten  eonjugirten 
Paares.  Nehmen  wir  aber  daranf  Rfieksieht,  dats  in  den  obigen 
Gleichungen  1)  bis  %)  unter  den  Strecken  a,  0, ,  auc  h  uegative 
Werthe  vorkoiiniien  können,  so  l.tHst  sich  in  di  in  vorlicrf]^phon(len 
Satze  der  äussere  Punkt  des  coiijugirtcn  Paares  auch  mit  dem 
iiiiif-ron  vertauschen,  sobald  man  nur  entgegengesetzt  gelegene 
Strecken  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  in  Kecbnung  nimmt* 
Es  wird  hieran  genüg;en,  wenn  wir  auf  y^^^  jg 

Fig.  16  Terweisen,  die  mit  abgeänder- 
ter Bezeichnnng  ein  getreues  Abbild 
▼on  Fig.  15  gewfthrt.  Der  Punkt  0 
liegt  j  etat  zwischen    und  ^ ;  im  Uebri- 
gen  sind  alle  dnreh  die  Aufgabe  beding- 
ten Constructioiien  wiederholt  worden, 
um  zum  Puiiktc     zu  gclangtm.  Wer- 
den die  früheren  Bezeichnungen  hierher  übertragen,  so  gelten 
wieder  für  AfC,  J^C,  A^B^  und  A^B^  die  Gleichungen  l)  bis  4), 
wodurch  auch  die  Relationen  5)  V)is  7)  ihre  Bestätigung  erlangen.  — 
Da  nach  der  letzten  dieser  Gleichungen  auch  OB^  als  harmonisch 
getheilte  Gerade  erscheint,  so  findet  in  Fig.  15  dasselbe  ftlr  AC 
statt.  Diese  letzte  Bemerkung  gewfthrt  ein  Mittel,  alle  vorher- 
gehenden Untersuebuugen  ttber  harmonische  Theilung  in  einen 
einzigen  Lehrsatz  zusammenzufassen.  Das  von  den  vier  Geraden 
AyC^  A^C ^  AyB^y  Aj,Bf  in  Fig.  10  Ijcgrenzte  geradlinige  Gebilde 
stellt  nämlich  ein  .sogenanntes  vollständiges  Viereck  oder 
besser  Vi  er  seit  dar,  dessen  drei  Diagonalen  OA^,  ^^^^2,  har- 
monisch gotheilt  sind,    iiiese  Auffassung  bringt  das  licsultat  un- 
H^^ror  Aufgabe  unter  den  bemerkenswertheu  Scatz,  dassjede  der 
drei  D  iagonalen  eines  Tollstftndigcn  Vierseits  durch 
die  beiden  andern  harmonisch  getheilt  wird.  Mittelst 
dieses  Satzes  ist  es  leicht,  zu  je  drei  Punkten  einer  Geraden  einen 
▼ierten  harmonisch  gelegenen  durch  blose  Anwendung  des  Lineals 
zu  constmiren. 

Legt  man  vier  von  einem  Funkte  ausgehende  gerade  Li- 
nien durch  vier  harmonische  Punkte,  so  führen  diese  Geraden  den 
Namen  hanuouische  Strahlen  oder  ilurmouikaleu  und 
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bildon  zuaammengenommen  ein  harmoniBches  Strahlen- 
l) Usch  ei.  Es  wird  dabei  uicbt  ausgescblossen,  dass  die  einzolnen 
Stralilen  des  Büschels  sieb  in  unendlicher  Entfemiin;ir  sc) meiden 
oder  parallel  lauten  können.  Von  den  Jiarraonikaleu  j^üt  der  all- 
gemeine Satz,  dass  ibre  Durcbscbnitte  mit  jeder  belie- 
bigen Geraden  harmonisch  gelegene^  Pnakte  bilden. 
Betrachten  wir,  um  diesen  Sats  sn  beweisen,  siinächst  Fig.  17, 

worin  0^  in  den  Punkten  nnd  A  har- 
monisch getheilt  sein  soll,  so  dass  (7, 
AC^  JfC  drei  Strahlen  eines  harmonl- 
sehen  Büschels  darstellen.  Mit  Beibe- 
haltung der  zu  Fig.  lö  cLugcführten 
Bezeichnungen  sind  die  obigen  Glei- 
chungen  1)  und  2)  den  Stralilen  .-/,  C 
nnd  A^C  angebörig.  Da  nun  die  durch  Addition  entstehende  Glei- 
ehnng  5)  von  den  Punkten  C  und  A  befriedigt  wird ,  so  bezieht  sie 
sieh  anf  alle  Punkte  des  Strahles  CA  und  giebt  für  die  Strecke  OB 
mittelst  der  Substitution  y^O  wieder  die  Ausdrücke  7).  £s  ist  also 
OB^  in  ^1  nnd  B  ebenfalls  harmonisch  getheilt  —  Stellen  wir 
jetzt  in  Fig.  18  das  yoUständige  Strahlenbttschel  dar,  so  folgt,  wenn 

yi,  ßy  C  und  D  harmonisch  gelegen  sind, 
nach  dem  Vorhergebenden  zunächst  die 
harmonische  Thnilung  von.iV),  und  hier- 
aus wieder  dasselbe  für  die  Punkte  D,, 
C, ,      und      —  Laufen  ferner  die  Har- 
^  l),  monikalcn  parallel,  so  hat  man  nur  beide 
\    Seiten  der  Gleichung 
^  BC.AD  =  AB.CJ> 

in  einem  nnd  demselben  Verhältnisse  abauändem ,  um  rilcksicht' 
lieh  der  mit  AB^  BC^  CB^  AB  proportionalen  Strecken  AtB^y 
Bt  C| «  Cji>| ,  A^  Bi  an  der  Gleiehnng 

^,C,  .  A^D^^A^  Z?,  .  6',/>, 
zn  gelangen.  Hiermit  ist  dann  ebenfalls  die  harmonische  Theilung 
der  Linie  A^  />,  bewiesen. 
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Drittes  Capitel* 
Der  Kreis. 


Oleieliiuigaii  des  Kreiset  für  reehtwinklige  GoordinttteiL 

A^n  die  Betrachtung  der  geraden  Linie,  deren  Eigenscliaften  wir 
ans  der  Beständigkeit  der  Anomalie  in  einem  Polaicutuiliiifiton- 
systeme  herleiteten,  schliesst  sicli  am  ointachbten  die  Untersnchung 
derjenigen  Liinie,  welcher  constante  Leitstrahlen  zukoiamen.  Dies 
ist  aber  der  Kreis,  dessen  einzelne  Punkte  Ton  dem  hierhei  aki 
Pol  angesehenen  Mittelpankte  eine  unveränderliche  Entfernung 
haben.    Soll  diese  Fundamentaleigenscliaft  des  KreiBes  zum  be»* 
seren  Anseblnsae  an  die  vorhergehenden  Diseussionen  anf  Parallel- 
coordinaten  bezogen  werden,  so  kommt  sie  darauf  hinaus,  die 
Gleicbnng  für  den  geometrischen  Ort  eines  Punktes  xy  aufsu- 
stellen ,  dessen  geradlinigo  Entfernung  von  dem  durch  seine  Coor- 
dinaten a  und  b  bestimmten  Mittelpunkte  einn  constante  Grösse 
(den  Ratlius  r)  besitzt.     Wir  beschränken  uns  liiorbci  vorläufig 
auf  rechtwinklige  Coordinaten,  weil  bei  deren  Anwendung  die  Ent- 
•     fernung  zweier  Punkte  den  einfachsten  Auadruck  gewinnt.  Nach 
Nr.  1)  in  §.  3  erhalten  wir  dann 

1)  (.r— «)«  +  (y-e»)«  =  r» 
als  allgemeinste  Gleiehung  des  Kreises« 

Besondere  Formen  dieser  allgemeinen  Gleichung  werden  da- 
durch gewonnen,  dass  man  demCoordinatensysteme  eine  bestimmte 
I^agc  gegen  den  Kreis  eiurSumt.  Folgende  swei  FftUe  Verdienen 
hierbei  besondere  Beachtung. 

A,  Wird  der  Coordinatcnaaliuig  in  den  Mittelpunkt  des  Krei- 
ses verlegt,  so  ist  a  =    =  0.  Hierdurch  entsteht  das  Resultat : 

2)  a:*  +  /  =  r». 
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Wir  wollen  diese  einfachste  Form  der  Gleichung  des  Kreises 
seine  Mittel punktsgleichung  nennen.  Insofern  dieselbe  in 
Beiiehnng  anf  jede  der  beiden  verEnderlichen  Coordinaten  eine 
rein  quadratische  Form  besitzt,  gehören  in  ihr  jedem  x  zwei  gleiche, 
aber  mit  entgegengesetzten  Vorseichen  behaftete  nnd  ebenso 
jf^em  y  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  x  zu,  soweit  sich  über- 
ijaupt  reelle  liesultate  voiliiidcn.  Man  erhält  nämlich  aus  JN'r.  '1) 

y  rr^  4-  j/j^  —  or^  und  ar=  +  }/^ — 
was  nur  so  lange  mögliche  Werthe  giebt,  als  x  und  y  zwischen  <len 
Grrensen  —  r  nnd  +  r  eingeschlossen  sind.  Aus  den  gleichen 
Doppelwerthen  der  x  und  y  folgt  die  Symmetrie  des  Kreises 
gegen  jeden  der  beiden  zu  Achsen  gew&blten  Durchmesser,  also 
auch  gegen  alle  Durchmesser,  da  immer  eine  der  beiden 
Achsen  in  beliebiger  Richtung  durch  den  Mittelpunkt  gelegt  wer- 
den kniu). 

Scliri'iben  wir  die  Gleiclinng  2)  in  der  Form 

r  -  f r  -f-  .r)  (r  —  .r)  oder  (r  —  a:)  :  y  =  y  :  (r  -f-  a*), 
so  zeigt  sich  y  als  mittlere  Proportionale  zwischen  r  —  x  und  r  -4-  ic, 
was  anf  einen  bekannten  geometrischen  Lehrsatz  hinauskommt. 

B.  Nimmt  man  einen  IHinkt  der  Peripherie  zum  Anfangs- 
punkte und  legt  die  positive  Seite  der  A'- Achse  durch  den  Mittel- 
punkt, so  ist  h~  -o  und  «-^r.  Hieraus  ergiobt  sich  nach  Reduc- 
tion  auf  y*: 

3)  -  ^rx  —  a^. 

Diese  Gleichung  soll  Scheitelgleicliung  des  Kreises  genannt 
werden.  Da  sie  nur  in  Beziehung  auf  y  rein  quadratisch  ist ,  so 
hat  bei  der  jetzigen  Gestaltung  des  Coordinatensystems  der  Kreis 
nur  noch  gegen  die  X'  Achse  eine  symmetrische  Lage. 

Bringen  wir  Nr.  3)  auf  die  Form 

X*  +  //  ■  '^rx 

und  beachten,  daf?8  Y x^  -f-y*  die  Kiitlcrmiiig  des  beliebigen  Peri- 
pheriepunktes ory  vom  Coordinaten  -  Anfange  ausdrückt,  die  wir 
zur  Abkürzung  mit  z  bezeichnen  wollen ,  so  können  wir  auch 
schreiben : 

xxz^zi  3r. 

£s  wird  keine  Schwierigkeit  darbieten,  dieses  Hesultat  in  einer 
dazu  entworfenen  Figur  zu  deuten,  und  darin  einen  bekannten 
Satz  der  Elementar  -  Geometrie  zu  bewähren. 
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s  zu  go- 


Um  zu  allü^emeinen  Betraehtunsron  iiher  dou  Kroi 
langen,  kehren  wir  zunüchst  zu  der  in  Nr.  1)  aufgestellten  allge> 
meinen  Gleichung  zurück  und  geben  ihr  mit  AosfUhning  der  darin 
angedeuteten  Operationen  die  Gestalt: 

4)  os'-h^  — 2«a;  — «6y  +  P==:o, 
wobei  zur  Abkürsang 

5)  i>=fl«  +  6«  — r* 

gp<«etet  worden  ist.  Es  gilt  vor  allen  Dingen ,  die  geometrisehe 
Deutung  dieser  neu  eingeführten  Constanten  P  zu  untersuchen. 

Halten  wir  hierbei  fest,  dass  6'  die  Entfernung  des  Mittel- 

punktes ab  vom  Coordinaten  -  Anfange  darstellt,  die  wir  mit  e  be- 
zeichnen wollen,  so  können  wir  auch  schreiben: 

6)  pr=(^—r*. 

Wir  nnterscbeiden  nun  folgende  drei  Fälle : 
a)  Ist  ^  >  r,  so  liegt  der  Anfangspunkt  0  ansserbalb  des 
Kreises.    (Fig.  19.) 

Verbinden  wir  0  fjeradlini'r  mit  dem  1^' 
Mittelpunkte  C  und  legen  die  Tangente 
Or,  ao  ist  OC=e,  CT=^r,  also: 

oder  nach  einer  bekannten  Eigenschaft 
der  Kreistangenie : 

wenn  Oilf  eine  beliebige  durch  0  gelegte  Seeante  darstellt.  Pist 
daher  die  sogenannte  Potenz*)  des  Coordinaten  -  Anfanges  in 
Beziehung  auf  den  Kreis. 

ß)  Wenn  ^ <  r,  so  betiadet  sich  der  Anfangspunkt  0  inner- 
halb des  Kreises  (Fig.  20). 

Wir  legen  rechtwinklig  gegen  CO  die 
Sehne  Sr,  so  ist   

i>=s — (r» — or«, 

oder,  da  OTzs^OSy  mit  Rücksicht  anf  die 
Eigenschaft  der  in  einemPunkte  sich  schnei- 

denden  Kreissehnen, 

Pz^  —  OS.O  J=  —  031 .  ON, 


Fig.  20. 


*)   Potenz  eines  Funkte»  in  Fiey,  1  c  Ii  mi  fjf  auf  t- i  n  o  n  Kreis 
ln'isst  (las  Prodiici  <ler  heiden  asw  i.Hcluüi  ilim  nnd  Aoin  Kreisumfaage  gelege- 
nen Abscliaitte  jeder  durch  dieseu  i'iuikt  gehenden  geraden  Linie. 
Ab«1.  Geotu.  1.  ^ 
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\N  o  wieder  iVA'  eine  beliebige  (lun  h  0  gezogene  Sehne  bezeichnen 
mag.  /*  behiilt  hiermit  die  V(.rh('r};<'hende  Beil.  utiing,  ist  aber  n  e- 
gativ  in  Rechnung  zu  ziehen,  da  die  beiden  als  Factoron  d*'r 
Potenz  auftretenden  Strecken  eine  entgegengesetzte  Lage  haben. 

f,  Ist  ^  =  r,  oder  liegt  der  Anfangspunkt  auf  der  Periphe« 
rie ,  80  wird 

was  ebenfallB  mit  dem  Begriffe  der  Polens  des  Coordinaten  •  An- 
fanges snm  Kreise  insofern  fiberetnstimmt,  als  hier  einer  der  bei- 
den Factoren  in  Kuli  übergeht. 

Kehren  wir  von  dem  im  Vorhertcehenden  enthaltenen  Excnrs 
zur  l'ntersuchunw;  der  allgemeinen  Krcisgleichung  zurück,  so  lasst 
sich  f\n  den  in  Nr.  I)  und  41  aufgestellton  Formen  das  gemein- 
schaftliche Merkmal  festhalten,  dass  in  beiden  die  Beschränkung 
auf  einen  bestimmten  Kreis  von  drei  Constanten  a,  b  und  r 
oder  « ,  h  und  P  abhängig  gemacht  ist,  von  denen  P  und  r  ver- 
mittelst der  beiden  andern  Oonstanten  a  und  b  durch  die  Relation 
5)  an  einander  gebunden  sind.  Sobald  nun  diese  beständigen 
GrdBsen  nicht  unmittelbar  gegebene  Werthe  besitsen ,  so  erfordern 
sie  zu  ihrer  Feststellung  drei  von  einander  unabhängige  Be- 
dingungsgleichungen. Wir  gewinnen  so  aus  der  Gleichungs- 
form das  Kesultat,  dajss  zur  Bestinnnung  eines  Kreises  drei  Be- 
dingungen nöthig  sind.  Ilntersuclien  wir  den  Fall,  wenn  der 
Kreis  durch  drei  gegebene  Punkte  Xj^i,  ar^y,,  ^»y»  hin- 
durchgehen soll. 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  sind  bei  dieser  Aufgabe  un- 
ter Festhaltung  der  Form  4)  folgende  drei  Gleichungen  vorhanden : 

a?,* +yi' —  2a        2  6y,  +    =:  0 
xf-k-Vz  —  2  flic,  —  26y,  +  P= 0 
ar/ +  y,*  —  2«  a:,  —  2     +  P=  0. 
Werden  je  ^wei  derselben  von  einander  subtrahirt,  so  entstehen 
die  neuen  Relationen : 

«i*  — ^t*  +  yi'  — yi*  — 2«(a-,-a,)— 2^/(y,  -.V,)  ^0 
a^»*  —      +  y,«  —      —  2  H  (u.-,  —  .1 3)  —  2   (y,  —  1/3)  ^  0 
—      +  ys*  —  yi*  —  2  «  (0:3  —       —  2    (r/3      v , )  —  0, 
die  so  von  einander  abhffngen  ,  dass  aus  je  zwei  derselben  die 
dritte  durch  Addition  gewonnen  wird.    Aus  irgend  zweien  dieser 
Gleichungen  können  daher  die  konstanten  a  und  b  berechnet  wer- 
den, womit  die  Lage  des  Mittelpunktes  bestimmt  ist.    Der  Radius 
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ergiebt  sich  dann  als  Entfernung  des  Panktefl  ab  von  einem  der 
drei  gegebenen  Punkte.  Wir  wollen  von  dieser  in  der  allgemei- 
nen AnsfÜhrang  etwas  nmstllndlichen,  aber  dnrebaua  keine  Schwie- 
rigkeit darbietenden  Rechnung  absehen  und  dafUr  durch  Betracht 
tttng  der  Form  der  drei  letsten  Gleichungen  in  einer  einfacheren 
Lösung  zu  gelangen  suchen.  £s  genügt  hierbei,  nur  eine  dieser 
G!eichuii;2,  Mi  ins  Auge  zu  fassen,  da  sie  mit  Vertauschuiig  der 
Stell  Anzeiger  für  die  drfi  ruui&te  ääumitlich  in  der  Form  iibcrein- 
stioiüicn. 

Aus  der  er.stf'n  entsteht,  woiin  mau  gemeinschaftliche  Facto- 
reu  aushebt  und  durch  —  2  dividirt, 

Hierin  bedeuten  nach  §.  3  Nr.  II)  il±_i  und  ^l^th  die  Coordi- 

naten  des  Mittelpunktes  der  Verbindungsgeraden  von  und 
^t^t«  ^        V  bezeichnet  werden  sollen.  Betrachten  wir 

nnn  a  und  h  als  veränderlich,  so  gehören  sie  einem  i^lukte  der 
geraden  Linie 

(.r,  —  .V,)  (x  —  I)  -I-  (y,  —  y,)  (y  —  i^)  0 
an,  wo  X  und  y  die  laufenden  Ooordiuaten  ausdrücken.  Die  letzte 
Gleichung  kann  auf  die  Form 

gebracht  werden  und  zeigt  nach  Nr.  6}  in  6  die  Gleichung  einer 
durch  den  Punkt  1 1}  gehenden  Geraden  an ,  welche  auf  einer  Ge- 

reden  mit  der  Bichtungseonstante  ^-  — ,  oder  nach  §.  5  Nr.  9) 

auf  (lor  Verbiiiduii^slinie  von  a;,yj  und  x^j/f  senkrecht  steht.  So 
gelanj^en  wir  dureli  diese  analytische  Untersuchung  zu  dem  aus 
der  Elementar- Geometrie  bekannten  Satze,  dass  der  Mittelpttnkt 
des  durch  drei  gegebene  Punkte  gehenden  Kreises  in  den  drei 
Perpendikeln  gelegen  ist,  welche  in  den  Mitten  der  diese  drei 
Punkte  Terbindenden  Sehnen  errichtet  werden  kdnnen. 

Ein  aweites  Merkmal,  welches  den  für  den  Kreis  aufgestell- 
ten Gleiehungsformen  anhaftet,  ist,  dass  sie  sämmtlich  in  Besie- 
hung  auf  die  laufenden  Ooordiuaten  dem  aweiten  Grade  angeht^- 
reu.  Die  allgemeinste  Gestalt  einer  Gleicluing  zweiten  Grades 
swibchen  den  veränderlichen  x  und  y  ist  aber,  wenn  man  jedesmal 

4* 
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die  mit  gleielien  Faetoren  versehenen  Olieder  in  eines  zusammen- 

fasst : 

wnrlii  A,  r  .  .  .  F  beliebige  zwischen  —  OC  und  +  QO  gelegene 
beatändige  Ooefftcieiiteii  vertreten,  von  denon  immer  einer,  der 
jedoch  von  Null  verschieden  sein  muss,  durch  Division  entterut  wer- 
den kann.  Soll  es  nun  möglich  sein,  diese  Gleichung  7)  auf  die 
in  Nr.  4)  gefundene  Form  der  allgemeinen  Kreisgleichnng  zurück- 
znföhren,  so  ist  die  Erfüllung  folgender  Bedingungen  nothwendi^ 
und  ausreichend : 

ff.  Die  Coeflicienten  der  Quadrate  TOn  x  und  if  mttssen  gleieb« 
aber -von  Null  verschieden  sein,  also:  A  B^O. 

ß.  Es  darf  nicht  das  Product  der  beiden  Grössen  u:  und  y 
vorkommen,  d.  h.  es  muss  sein. 

Unter  diesen  Bedingungen  erhält  mau  nämlich  mittelst  Divi^ 
sion  durch  A  aus  Nr.  7) 

A  A  A 

eine  Gleichung,  die  mit  Nr.  4)  vollständig  übereinstimmt,  wenn 

fi<=  —  a,  ^  ^  —  b  und  =  ^  gesetzt  wird,  a  und  b  bedeuten 
A  A  A 

dann  die  Ooordinaten  des  Mittelpunktes  eines  durch  die  letste 
Gleichung  charakterisirten  Kreises,  dessen  Radius  mittelst  der  ans 

Nr.  5;  folgenden  Relation 

berechnet  werden  kann.   Soll  dieser  Kreis  möglich  sein,  so  ist  es 

noch  nöthig,  dass  die  Bedingung- 

a«  -j.  o'i  ;>  /' 

erfällt  wird.  Im  gegentheiligen  Falle  ist  kein  Kreis ,  aber  auch 
überhaupt  keine  Linie  möglieh. 

Sobald  nämlich  P-=«^     b^,  so  entsteht  aus  Nr.  4) 

ein  Resultat,  dem  in  reellen  Zahlen  nur  genügt  werden  kann,  wenn 

gleichzeitig  x^a  und  y  =  &  sind.  Der  Kreis  schwindet  dabei  In 
einen  Punkt  —  den  Mittelpunkt  —  zusammen. 
Soll  ferner  P  >     +     sein ,  so  kann  man 

setzen,  worin  e  eine  reelle,  von  Null  verschiedene  Consitante  bezeich- 
net. Man  erhält  dann  ans  der  in  Untersuchung  stehenden  Gleichung 
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(.r-a)»+(y— 6)'+«^--0. 

X>ie  dieser  Gleichang  zu  Grunde  liegende  Forderung  kann 
aber  in  reellen  Zahlen  nicht  erfüllt  werden,  wenn  nicht  jedes  Glied 
einseln  =^  0  ist. 

Wir  erkennen  hierans,  dass  eine  den  beiden  oben  gegebenen 
Bedingungen  entsprechende  Gleichung  zweiten  Grades  zwischeu 
X  und  y,  wenn  überhaupt  eine  Linie*,  nothwendig  einen  Kreiö  ge- 
ben muss.  Zur  Einühuug  dieses  Gesetzes  benutseu  wir  die  fol- 
genden beiden  Aufgaben. 

I.  Man  soll  den  Ort  der  Öclieitel  aller  derjcMiigen 
Dreiecke  snchen,  welche  auf  einer  gegebenen  Grund- 
linie c  st  eben  und  inwelchendiebeiden  anderen  Sei- 
ten ein  constantes  Verhältniss  l:s  besitzen. 

Die  Grundlinie  c  werde  snr  JT- Achse  nnd  einer  ihrer  End- 
punkte zum  Coordinatenanfange  gewfthlt.-  Bezeichnen  nnn  für 
irgend  eine  Lage  des  Dreieckes  x  nnd  y  die  Coordinaten  des 
Scheitels ,  so  sind  die  Längen  der  beiden  anderen  Dreiecksseiten 

(vgl.  §.  3  Nr.  1)   

//x'H-y»  und  yix-^cf-^xf, 
und  wenn  sich  diese  wie  1 :  c  verhalten,  so  entsteht  als  Gleichung 
des  geometrischen  Ortes 

oder  nach  Quadrirung  und  Verbindung  der  gleichnamigen  Glieder 
8)  — «*)  — 2oa;  -f  c*:=0 

oder 

Die  letztere  l^orm  zeigt  für  den  gesuchten  Ort  einen  Kreis  au,  der 
SU  Mittelpunktscoordinaten  a  =  ^ — ^  und  6  =  0  hat.  Die  Po- 

c* 

tenz  des  Coordinatenanfanges  für  diesen  Kreis  ist  ^  ^^i  und  man 

findet  hieraus  den  Eadius 

/c*  c*    et 

Wenn  f  ^  l «  d.  h.  wenn  die  Dreiecke  gleichschenklig  sein 
sollen,  so  verschwinden  in  der  ersten  Gleichungsform  unter  Nr.  8) 
die  quadratischen  Glieder  und  es  bleibt  für  die  gesuchte  Ortsglei- 
chung nacli  gehöriger  Hebung 
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c 
2 


Der  Kreis  geht  dann  in  eine  gerade  Linie  über,  welche  die  ge- 
meinschaftliche Grundlinie  der  Dreiecke  iu  ihrem  iiaibirungspunkte 
schneidet. 

II.  Zu  n  festen  Punkten  soll  der  geometrische  Ort 
eines  beweglichen  Punktes  ge s ii c Ii t  werden,  weicher 
die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Summe  der  Qaa* 
drate  seiner  Entfernnngenyon  allen  gegebenenPunk- 
ten  einem  eonstanten  Qnadrate  ^  gleich  ist. 

Es  seien  «,  ,  «jZ/j  ....  a^b^  die  Coordinaten  der  ;i  festen 
Punkte  und  xy  die  des  gesuchten  Punktes  in  ciuer  seiner  Lageo, 
so  führt  die  gestellte  Aufgabe  zu  der  Gleichung : 

+  

Nach  Auflösung  der  Klammern  und  Verbindung  der  gleicli- 
naniigen  Glieder  führen  wir  mit  Anwendung  des  Summenzeicbens 
£  die  abgekürzten  Bezeichnungen  ein : 
JE  (ä)         +  fl,  +  . , .  + 

Dann  ergiebt  sich  für  die  gesuchte  Ortsglcichung  : 
Mar»  +  «y«--2a? .  2  («)  — 2y ,        +  X(a«)  +  Z{f^)  —  ^»  =  0 
oder  nach  Division  durch  n : 

Man  erkennt  hieran  einen  Kreis  mit  den  Mittelpuuktseoordi' 
naten 

n  fi 

n  n 

Nach  den  bei  der  Aufijahe  V.  in  §.  3  angestelken  Unter- 
suchungen sind  dies  die  Coordinaten  des  Punktes  der  mittleren 
Entfernung  für  das  gegebene  System  fester  Punkte.  Beachten  wir 
hierbei,  dass  in  der  auf  den  gesuchten  Kreis  hesogenen  Potens 
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-£(«*)  -I-  £(b*)—q*  , 

 ^   des  angeuonimcnea  CoordinatenaDfawges  der 

Werth  q  immer  so  gewählt  werden  kum,  dass  der  Radius  eines 
der  Aufgabe  genügenden  Kreises  jeden  beliebigen  Werth  erhält, 
so  gelangen  wir  za  folgendem  bemerkenswerthen  Lehrsätze  : 

Wenn  man  den  Punkt  der  mittleren  Entfernung  in 

e  i  a  e  in  S  y  s  t  e,  m  e  f  e  s  t  o  r  Punkte  zum  Cent  r  n  in  o  i  n  o  s  ^y- 
steuiäconcontrisclierKreisow/dilt,  so  besitzen  diese 
Kreise  die  K  ij^^ensch  aft,  dass  die  (Quadrate  der  Ent- 
fernungen jedes  ihrer  Punkte  ron  allen  gegebenen 
Punkten  eine  für  jeden  einseluen  Kreis  au  veränder- 
liche Summe  geben. 


§.  10. 

Der  XMi  und  di»  Otrad«. 

Zur  Aufsuchung  der  lioziehunj^en ,  welche  zwischen  einem 
Kreide  und  einer  Geraden  statttindeu,  wenden  wir,  um  wenigstens 
für  die  erstere  Linie  eine  möglichst  einfache  rileichung  üu  erlan- 
gen, ein  reclitwinkliges  Coordinatensystem  au,  dessen  Anfang  im 
Kreismittelpunkte  gelegen  ist.  Die  Gleichungen  der  beiden  Li- 
nien haben  dann  die  Form : 

ic*+y*  =  r*  und  y  =  ^ar  +  ^» 
wobei  den  Constanten  A  nnd  b  die  aus  der  Theorie  der  geraden 
Linie  bekannten  Deutungen  zukommen. 

Sollen  beide  Linien  gemeinschaftliche  Punkte  besitsen,  so 
müssen  deren  Coordinaten  den  beiden  gegebenen  Gleichungen 
Genüge  leisten.  Durch  il^lluauation  von  ^  ündet  sich  lur  das  x 
solcher  Funkte 

x^il-^-A*)-^  2Jhx  -f  (6«  — r*)  ^  0 
oder,  wenn  wir  durch  1  +  -4'  dividiren, 

Das  zugehörige  y  kann  aus  der  Gleichung  y  =s  j^a;  6  berechnet 
werden. 

Da  die  Perm  von  Nr.  1)  eine  quadratische  ist,  so  erhalten  wir 
im  Allgemeinen  daraus  zwei  Werthe  von  x  und  eben  so  viele  fKr 
die  zugehörigen  ^,  wobei  jedoch  folgende  dreiFftlle  unterschieden 
werden  müssen: 
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a.  Die  beiden  AViirzelu  der  Gleichung  haben  reelle,  der  Grösse 
nach  yerschiedene  Warthe,  wenn  die  Bedingang: 

Btatifindet,  welche  nach  einfacher  Koduction  in  r*>^^-^  übergeht. 

ß.  Die  beiden  Wurzeln  sind  reell  und  gleich,  sobald 

r  Ab   ^«     6«— r* 

oder 

y.  Es  sind  swei  imaginäre  Wurzeln  vorhanden,  wenn 

Ab    \       6*— r« 
< 


1+^ 

oder 

r*  ^  

Die  bei  Unteibclu  idung  dieser  drei  Fälle  vorkouiuiende  Grobbe 
ist  nach  Nr.  7)  in  §.  6  das  Quadrat  der  Entfernung  der  ge« 


1  +  ^« 

gebenen  geraden  Linie  vom  Coordinatenanfangc ,  d.  i.  hier  vom 
Kreismittelpnnkte;  es  kommen  also  die  drei  Fiille  daranf  hinaus, 
dieses  Quadrat  mit  dem  Quadrate  des  Halbmessers  oder,  wenn  wir 
sn  den  ersten  Potenzen  zurfickgehen,  den  Badxus  mit  der  erwähn- 
ten  Entfernung  su  vergleichen*  Jenachdem  der  Halbmesser  grösser 
als  diese  Entfernung ^  ihr  gleich  oder  kleiner  Ist,  haben  Kreis  und 
Gerade  zwei  Punkte,  einen  Punkt  oder  keinen  Punkt  gemein. 
Durch  die  gefundenen  Bedingungen  werden  daher  in  der  Sprache 


*)  Aus  der  quadratischen  Gleichung  «aß  4*  2/? ^  4>  y  »  0  findet  man 
nach  den  gewöhnliehen  Methoden 

a 

Die  beiden  Wurzeln  8ind  hiernach  reell  und  verschieden,  reell  und  gleich 
oder  endlich  imagrinru- ,  jenaeh<lem  ^^^ay,  ß^^ecy  oder  ß^-Cay-  — 
Unter  allen  Umsttind'  n  r  rliiilt  man  hierbei,  wenn  die  beiden  Wurzeln  mit 
0^1  und  JCi  beseichuet  werden  r 

-^i  4-  >^'a  ß  f 
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der  analytischen  Geometrie  Seeanten ,  Tangenten  vnd  solche  Ge- 
rade nnterscbieden,  welche  gänilich  ansaerhalb  des  Kreises  liegen. 

Nach  der  Theorie  der  quadratischen  Glelchnngen  finden,  wenn 

a,  uud  .fj  die  Wurzeln  der  Gleichung  0,  d.  i.  die  Ahscissen  der 
dem  Kreise  und  der  Geraden  gemeinscliattlicUeu  l'unkte  bedeuten, 
die  Kelationen  statt : 

0?, +x,   Ab  h*-~r* 


Um  znnSehst  die  geometrische  Bedeutung  der  letzten  dieser  bei- 
den Gleichungen  darzuthun ,  verweisen  wir  auf  Fig.  21.  Darin  int 

x^^OM^,  b^^BO,  Fig.  21. 

A-~tanay  wenn  «  den  L  P^C^f^  y 
bezeichnet.   Die  fragliche  Glei- 
chung geht  hiermit  ttber  in 

'  '        WC*  0 

/«  

oder,  wenn  wir  beiderseitig  mit  ^ 
MC*  tt  multipliciren  und  ffitOMg,  sec  «r  und  OM^ .  sec  a  ihre  Werthe 

einsetzen : 

Das  Product  BPx  .  B P^  zeigt  sich  hieinacli  einzig  von  der 
Lage  des  Punktes  B  und  dem  Badius  des  KreiBes  abhängig,  ohne 
daas  die  Richtung  der  besonderen  Geraden  in  Frage  kommt,  wel- 
cher die  Durchschnittspunkte  Pj  und  /V  ihre  Entstehung  verdanken. 
Die  Untersuchung  ftthrt  somit  su  der  bereits  im  vorigen  Paragra- 
phen benutzten  Eigenschaft  der  Potenz  eines  Punktes  in  Betiehnng 
auf  einen  gegebenen  Kreis  zurück. 

Was  femer  den  Werth  von   '      *  betrifft,  so  wollen  wir  zu- 

nächst  die  Abkürzungen  =  | ,  ^'  "^^^  =    einführen,  wo- 

bei  ^1  und  die  den  Abscissen  und  zugehörigen  Ordinaten 
der  Punkte  P|  und  Pg  bedeuten  sollen.  {  und  17  sind  unter  diesen 
Voraussetzungen  die  Coordinaten  des  Halbimngspunktes  der  Sehne 

P, P,.  IJanii  ist,  mit  Kücksicht  darauf,  das«  dieser  Punkt  auf  der 
Geraden  y  ~  Ax  '\-  h  liegt: 

Ab 
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Betraehtet  man  hierin  b  als  TerllnderUeli,  d.  h.  sieht  man  alle  die- 
jenigen Sehnen  in  Kechnun^,  die  nnr  in  der  Rtchtnngsconstante  A  \ 

überein.stiiiiincn,  so  lässt  s'rIj  aus  den  letzten  beiden  (Ueicliiiny^cn  | 
«liescs  veiiiiuleiliclie  //  eliminiren  und  iiKiii  erhält  als  ^eoiiu  t i i.>clieii  ' 
Ort  der  lialbirunggpuaktc  eines  «S^rstemcs  ^arcilleler  Öehneu  nach  { 
einigen  Keductionen 

|  +  ^,  =  0. 
Wird  diese  Gleiclinng  anf  die  Form 

gebracht,  so  zeigt  bie  sich  einer  durch  den  ( 'oordinatenanfang  (den 

Kreisniittelpuiikt)  gehenden  Geraden  angehorig,  wel ehe  auf  den  j 

parallelen  Sehnen  mit  der  Kichtnn-  scouütante.  A  aeukrecht  steht.  ' 

Die  Mitten  paralleler  Sehnen  liegen  hiernach ,  wie  schon  aus  der  j 

Elementar- Geometrie  bekannt  ist,  in  einem  zu  den  Sehnen  senk-  i 

rechten  Durchmesser.  { 

Da  sich  die  vorhergehenden  Untersnchnngen  anf  alle  Geraden  | 

mit  der  Richtungsconstante  A  beziehen,  so  haben  sie  auch  dann 

noch  Giltigkeit,  wenn  eine  solche  Gerade  Tangente  wird.   Die  ^ 

beiden  Punkte       und  I\  fallen  dann  mit  |r;  in  einen,  nämlich  • 

den  üerührungspunkt  zusammen,  und  die  Gleichung  ' 

gehört,  wenn  man  |  nnd  vf  als  veränderliehe  Coordlnaten  betrach*  | 

tet,  dem  im  Berührungspunkte  auf  der  Tangeute  errichteten  Per- 
pendikel oder  der  sogenannten  Normale  an.    Die  Form  dieser  [ 
Gleichung  zeigt,  dass  alle  Normalen  des  Kreises  durch  seinen  | 
Mittelpunkt  gehen.    Mittelst  dieser  bekannten  Eigenschaft  ist  es  i 
leicht,  die  Gleichung  einer  an  den  üreis  gezogenen  Tangente  zu 
bilden,  wenn  ihr  Berührungspnnkt  .rji/,  gegeben  ist.   Wir  finden 
zunächst  fttr  die  Bichtnngsconstante  der  Normale,  da  sie  durch  den 
Punkt  Xiifi  nnd  den  Goordinatenanfang  geht,  nach  Nr.  9)  in  §.  5 

den  Werth  — ,  folglich  für  die  darauf  senkrechte  Tangeute  mit 

Edeksicht  anf  §.  6  Nr.  6)  die  Gleichung: 

Nach  einigen  Keducüonen  entsteht  hieraus : 
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Da  x^y^  ©in  Perlplieriepmikt,  also  j:,*  +  y^^^t*^  so  erhIlU 

man  mit  Einsetzung  dieses  Werthes  für  die  Gle  i  e  ii  ii  u«;  der  im 
Punkte  «"i^i  an  den  Kreis  j^elegten  Tangente: 
2)  xx,-^  yy^^r*. 

Mit  Umgebung  der  Normale  gelangen  wir  za  derselben  Gloi- 
chnng,  wenn  wir  in  der  Formel  I),  welche  ftlr  die  Abscisaen  der 
dem  Kreise  nnd  der  Geraden  gemeinscbaftlichen  Punkte  giltig 
war,  die  Bedingung  snbstitniren ,  unter  welcher  die  beiden  Durch- 

scbnittspunkte  in  einen  zusammenfallen.  Für  den  Berührungs- 
punkt .-Tj  f/,  der  au  den  Kreis  ,r'  -f- .'/*  = '**  j^ezogeucn  Tangente 
y      Ax      b  haben  wir  nämlich  nach  Nr.  1)  die  Gleichung: 

Ab     ^  &»~r«  ^ 

worin ,  damit  die  beiden  Wurzeln  gleicb  werden, 

b^r^C  Ab  Y 

sein  muss.  Man  erbült  hiermit : 

Ab       f  Ab    \*     r     ,     Ah  '\«  ^ 

_  Ab 

i+A^' 

Mittelst  der  Gleichung  yi^Aan^  +  b  findet  sich  femer: 

h 

und  dnreb  Verbindung  der  beiden  letzten  Gleichungen  entsteht  für 
die  Richtungsconstante  der. Tangente: 

Vi 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  in  der  Gleichung 

welche  allen  durch  den  Punkt  üc^y^  gehenden  Geraden,  albo  auch 
der  Berülii enden  angehört,  kommen  wir  zu  der  früher  gefundenen 
Tangentengieichung  zurück. 

Die  für  eine  Tangente  mit  gegebenem  Berührungspunkte  ge- 
fundene Gleichung  2)  gewährt  tns  die  Mittel ,  folgende  Aufgabe 
zu  lösen: 

Von  einem  ausserhalb  eines  g  e  g  e  b  e  n.(^  n  Kreises 
gelegenen  Punkte  orj^i  sollen  an  diesen  Kreis  Berüh- 


—  eo  — 


rende  gezogon  werden;  es  sind  die  Goordiuaten  der 
Berührungspunkte  zu  bestimmen. 

Wird  ein  der  gestellten  Aufgabe  genügender  Bcrühruiigs- 
punkt  mit  iif  bezeichnet,  so  erbttlt  nach  dem  Vorigen  die  an  die* 
aen  Ponkt  gelegte  Tangente  die  Gleichung: 

die,  wenn  die  Tangente  durch  den  gegebenen  Punkt  a:^y^  gehen 
soll,  auch  noch  mit  Einsetzung  von  a-,  und  ^,  fär    und  ^  ihre 

Geltung  behalten  muss.  Beachtet  mau  ferner,  dass  der  Punkt  ^  ?/ 
auf  der  Kreisperipherie  liegen  soll,  so  bat  mau  zu  seiner  Bestim- 
mung  folgende  zwei  Gleichungen : 

Da  die  eine  dieser  beiden  Gleichungen  quadratisch  ist ,  so  müssen 
sich  zwei  zusammengehörige  Paare  von  Werthen  fUr  |  und  ^ 
finden;  die  Aufgabe  lüsst  also  im  Allgemeinen  eine  doppelte  Lö- 
sung zu,  was  den  bekannten  elementar -geometrischen  Satz  gicbt, 
dass  Ton  einem  Punkte  ausserhalb  eines  Kreises  zwei  Tangenten 
an  diesen  gezogen  wenlen  können.  —  Die  Berechnung  der  Werthe 
von  I  nnd  kann  der  Selbstübung  überlassen  bleiben.  Einfacher 
gelangen  wir  auf  die  folgend«  Weise  zum  Ziele. 

Wenn  in  der  ersten  der  beiden  zur  Ermittelung  von  4  ij 
führenden  Gleichungen ,  nämlich  in 

iXi  +  m  = 

I  und  1^  als  veritnderlich  angesehen  werden,  so  gehört  dieselbe  als 
Gleichung  ersten  Grades  einer  geraden  Linie  an ,  die  durch  die 
beiden  gesuchten  Berührungspunkte  hindurchgehen  muss.  Be- 
zeichnen  wir  nun  wie  gewöhnlich  die  laufenden  Ooordinaten  mit 
X  und     so  ist 

die  Gleichung  (b*r  sogeiiamiten  Beruh rii n  gs sehne  (dieselbe 
nacli  beiden  Seiten  hin  unendlich  verlHngeit  gedacht),  in  deren 
Durchschnitten  mit  dem  gegebenen  Kreise  sich  die  beiden  Berüh- 
rungspunkte vorfinden.  Da  die  Form  dieser  Gleichung  mit  der 
unter  Nr.  3)  für  die  Tangente  gefundenen  ToUkommen  überein- 
stimmt, so  besitst  die  Berührun^ehne  wie  die  Tangente  die  Ei- 
genschaft, auf  der  Verbindungsgeraden  des  Kreismittelpunktes 
mit  dem  Putzte  .i\  senkrecht  zu  stehen.  Man  gelangt  hiermit 
sur  YoUstSndigen  Bestimmung  der  Berührungssehne,  sobald  nur 
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einer  ihrer  Punkte  bekennt  ist.  Wir  wtthlen  dasn  den  Dnrch- 
schnittspnnkt  mit  der  eben  erwUhnten  Verbindtingsliiiie.  Beseieh- 
nen  wir  ihn  mit  xy^  so  gilt,  da  er  mit  dem  Ooordinetenenfango  und 

dem  Punkte  .r^y^  in  gerader  Linie  liegen  soll,  nach  Nr.  12)  in  §.  5 
die  Proportion 

X  :  a-,  r  -  V  :  V, 
oder  mit  Vertauschung  der  inneren  Glieder 

Nach  einem  aus  der  Proportionslehre  bekannten  Satse  ent- 
steht hieraus: 

(«»  +  y*)  :  {XX,  +  yy,)  =  (arx,  +  yy,)  :  (x,*  +  y,*)  ♦). 
Non  liegt  aber  der  gesuchte  Punkt  auch  anf  der  Geraden 

4-//!/,  —  r», 

womit  die  vorhergehende  Proportion  die  folgende  Form  annimmt: 

Setzen  wir  hierin  r'  ~  x^  +     und  z,*      -^'i'  +  .Vi^i        ^  "1^*^  *i  » 
Abstände  der  Punkte  xy  und  Xiy,  vom  Kreismitteipunkte  bedeu- 
ten, so  entsteht:  « 

:  r*  =  r* :  z,*  ader  z :  r  =:  r :  «i. 
Es  zeigt  sieb  also  z  als  dritte  Proportionale  zu  z,  und     oder  r  als 
mittlere  Proportionale  zwischen  z  und  Z|.  Hierauf  kann  leicht  die 
ans  der  Elementargeometrie  bekannte  Construction  der  Berührungs- 
punkte gegründet  werden. 

g.  11. 

Zwei  Kroite. 

Die  gegenseitigen  Lagen  zweier  Kreise  können  immer  anf 

flie  einer  Geraden  und  eines  Kreises  zurückgeführt  werden.  Sind 
n?iinltch,  nm  von  einer  möglichst  allgemeinen  Auffassung  auszu- 
g^(>hea,  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  nach  Nr.  4)  in  §.9  in 
der  Form 

^         l    a:»  +  y*  — an^ar  — 2ft,y  +  />,==ra 
gegeben ,  so  muss  für  ihre  etwa  vorhandenen  gemeinschaftlichen 
Punkte  auch  jede  neue  Gleichung  giltig  sein ,  welche  als  nothwen- 

*)  Aus  ^er^Proportion 

:  ^  =  a'i  :  y 

erhält  man  uiunUch,  wenn  m,  n,  p  und  q  beliebige  Zahlen  bezeichnen, 
lu  der  obigen  Proportion  ist  m=zXf  n=y,  p=:a:t,  q=yi  gesetzt. 
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dige  Folge  der  beiden  gegebenen  aaftritL  Dnreb  Snbtreetlon  ent- 
steht die  Gleichung  enten  Grades : 

2)  2  X  (a,  —  «,)  +  2y(6,  — 6,)  =  P,—P^ 

i.  die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  die  Durcbschnittspunkte 
der  beiden  zu  untersuchenden  Kreise  enthält.  Können  hiernach 
die  beiden  Kreise  nur  solche  Punkte  mit  einander  gemein  ba> 
ben,  welche  gleichseitig  in  dieser  Geraden  gelegen  sind,  so  folgt 
sunftchst  mit  Bflcksicht  auf  den  vorhergehenden  Paragraph ,  dass 
solcher  Punkte  höchstens  zwei  vorhanden  sein  werden.  Die  durch 
die  Gleichung  2)  charakterisirte  Linie  selbst  stellt  die  gemeiu- 
scliaftlicbe  See  ante  der  beiden  Kreise  oder  ihre  gemein- 
same Tangente  dar,  oder  liegt  endlich  ausserhalb  beider  Kreise, 
je  nachdem  dieselben  sich  schneiden,  sich  berühren  oder  keine 
gemeinschaftlichen  Punkte  besitzen.  Zu  einer  auf  alle  diese  drei 
Lagen  bestfglichen  Eigenschaft  der  fr^Iichen  Geraden  gelangen 
*  wir  durch  die  folgende  Untersuchung. 

Mit  Einführung  der  abgekürzten  Bezeichnung 

^       *|     77,  =  a:'  +  y*— 2«ja;  — 26,y  +  />j 

können  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  auf  die  Ausdrücke 

i7is=0und  17,  ^0 
redncirt  werden.    Die  durch  Subtraction  entstandene  Gleichung 
3)  gewinnt  hiermit  die  Form 

und  die  zu  untersuchende  Gerade  besitzt  diejenige  Kigenschaft, 
welche  analytisch  durch  die  daraus  folgende  Relation 

4)  «1  =  11, 

ausgedrückt  wird.  Um  diese  Eigenschaft  geometrisch  au  deuten, 
ist  auf  die  Werthe  von  n,  und      zurQckzugehen.    Drücken  wir 

zu  diesem  Endzwecke/*,  mit  Benutzung  der  Formel  5)  in  §.  9  durch 
ö, ,  fe,  und  r,  aus,  wobei  r^  den  Radius  des  Kreises  bedeutet,  für 
welchen  und  6|  die  Mittelpunktscoordinaten  darstellen,  so  kann 
die  erste  der  Gleichungen  unter  Nr.  3)  auf  die  Form 

J7.=:(a:-a.)'  +  (y-M*-n* 
gebracht  werden.    Nach  einer  bereits  mehrfach  /mg^wendeten 

Formel  stellt  hierin  der  Ausdruck 

(«-«.)•+(»-».)• 

die  Entfernung  des  Punktes  wy  vom  Kreisimittelpunkte  a,  dar, 
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die  wir  mit  beseichnen  wollen.  Für  /7,  ergiebt  sieh  IiieraOB  der 
Werth: 

Kit  Rltcksleht  aaf  die  in  §.  9  gewonnene  Dentnng  der  dortigen 

Gleiehnng  6) ,  welche  mit  der  jetzt  gefundenen  in  dor  Form  voll- 
kommen tibeieinstimmt,  btuviiiiit  sich  hiernach  f7,  als  i'olenz  des 
Punktes  a  y  für  den  Kreis,  welchem  die  (^onstnnten  a^  ^  und 
zukommen.  In  ganz  gleicher  Weise  gelangen  wir  an  der  £rkennt- 
nisB,  dass  die  Potenz  des  Punktes  xy  für  den  zweiten  der  in 
Untersncbung  befindlichen  Kreise  darstellt.  Die  obige  Relation 
4)  giebt  hiemach  für  die  dnreh  die  Gleiehnng  3)  beaeiebnete  Ge- 
rade  die  Eigenschaft,  dass  jeder  ihrer  Punkte  in  Beaiehang  anf 
beide  Kreise  gleiche  Potensen  besitzt.  Nach  dieser  Eigenschaft 
soll  sie  die  Linie  gleicher  Potenzen  oder  kurz:  l*otenz- 
linie  für  die  beiden  Kreise  genannt  werden.  Mittelst  der  bekann- 
ten Bedeutung  der  Potenz  eines  Punktes  fiir  einen  Kreis  folgt 
hieraus  unter  Anderem ^  dass,  wenn  man  von  einem  ausserhalb 
der  beiden  Kreise  gelegenen  Punkte  dieser  Linie  an  beide  Kreise 
Tangenten  legt,  die  swischen  diesem  Punkte  und  den  Bertthrungs- 
punkten  gemessenen  Strecken  dieser  Tangenten  gleich  lang  sind, 
dass  also  z.  B.  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden  Kreise 
▼on  der  PotensHnie  halbirt  werden.  Hiernach  f)lhrt  sie  auch  die 
Benennung:  Linie  der  gleichen  Tangenten.*) 

Eine  zweite  allgemeine  Eigenschaft  der  Potenislinie  wird  ge- 
wonnen, wenn  wir  ihre  in  Nr.  2)  enthaltene  Gleichung  auf  die 
Porm 


bringen,  worin  —  die  Kichtungsconstante  bezeichnet.  Nach 

Nr.  d)  in  §.  6  zeigt  sich ,  dass  jede  Gerade  mit  der  Kichtungscon- 
stante ^'     ^*  von  ihr  rechtwinklig  durchschnitten  wird.  Diese 

letztere  Coustante  gehört  aber  nach  Nr.  9)  in  §.  5  der  die  Mittel- 
punkte der  beiden  Kreise  verbindenden  Centrallinie  zu.  Hieraus 
entsteht  der  Satz:  Die  Potenziinie  zweier  Kreise  steht 


*)  Ausserdem  kommen  noeh  die  Namen;  Chordale,  Radtcalackae 
ti.  H.  m.  vor. 


auf  der  Oentralliaie  dieser  Kreise  senkrecht  —  eine 
Eigenseheft,  die  för  den  Fall,  wo  die  Potenalinie  in  die  gemein- 
schalUiche  Seeante  oder  gemeinsame  Tangente  flbergelit,  ans  der 
Elemeniargeometrie  bekannt  ist. 

Wird  zu  den  beiden  Kreisen  noch  ein  dritter  mit  der  Gleichung 

hinzugefügt,  «o  kommt  je  zweien  dieser  Kreise  eine  Potcnziinie 
zu.  Diese  drei  Geraden  liaben  nach  Nr.  "2)  folgende  Gleichungen: 
2  X  («,  -.0.) + 2  y  —  b,)  = 
«  «  (ä,  -  «,)+2y  (6,-6,)  =  P,  —  P, 
2 x  (a, — fl,) +2  y  (6, — ft,)  =s  P,  —  P,, 
Da  jede  dieser  drei  Gleichungen  dnrch  Addition  der  beiden  an- 
dern gebildet  werden  kann ,  so  mnss  der  Dnrchschnittspnnkt  Kweter 
solcher  lN>tt^ii/liiiiejk  in  der  dritten  gelegen  sein,  oder  mit  amiern 
Worten:  Die  Potenzlinien  dreier  Kreise  sc  Ii  neiden 
sich  in  einem  Punkte.  Dieser  Lehrsatz  kann  benutzt  wer- 
den ,  nm  die  Potenzlinie  sweier  sich  nicht  schneidenden  und  auch 
nicht  berührenden  Kreise  geometrisch  sn  constrniren.  Legt  man 
nSmlich  einen  dritten  Kreis  so,  dass  er  die  beiden  gegebenen 
Kreise  schneidet,  so  sind  die  gelneinschaftlichen  Seeanten  awei 
Potenslinien,  dnreh  deren  Dnrchschnittspnnkt  anch  die  dritte,  den 
beiden  gegebenen  Kreisen  angehörit^e  hindnrchgehen  mnss.  Die 
dnrch  diesen  Punkt  gelegte  Senkrechte  zur  (.'entrallinie  der  beiden 
ersten  Kreise  stellt  die  gesuchte  Gerade  flar.  Die  Fällung-  der 
Senkrechten  kan  auch  umgangen  werden ,  wenn  man  einen  vierten 
Kreis  zu  Hilfe  nimmt,  welcher  wieder  die  beiden  gegebenen  schnei« 
det,  nnd  mittelst  der  gemeinsamen  Secanten  einen  a weiten  Funkt 
der  gesuchten  Potenalinie  constrnirt. 

Gehen  wir  an  der  Aufgabe  Uber,  mittelst  der  Poienzlinie  die 
gegenseitigen  Lagen  zweier  Kreise  analytisch  zu  untersuchen,  so 
soll  zunächst  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  das  Coordinaten- 
system  so  j^elep^t  werden,  dass  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise 
eine  möglichst  einfache  Form  gewinnen.  Wir  trefllVu  hierzu  fol- 
gende Bestimmungen :  Der  Mittelpunkt  des  grösseren  der  beiden 
Kreise  (mit  dem  Radius  Ä)  werde  zum  Coordinatenanfangspunkte 
gewählt  und  die  positive  Seite  der  ^-Achse  durch  den  Mittelpunkt 
des  zweiten  Kreises  (dessen  Radius  r  sein  soll)  gelegt;  die  positive 
Zahl  a  giebt  den  Abstand  beider  Mittelpunkte  an.  Die  Gleichun- 
gen der  zwei  Kreise  sind  unter  diesen  Voraussetzungen : 
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5)  [ 


Man  erhält  hieran«  daroh  Snbtraetion  als  Gleichung  der  Potf'ns- 
linie 

%ax  —    ==5  Ä»  —  r*, 
welche  leicht  auf  dje  Form 

Ol         X  =  —  —  oder  x  =^  —  -4-  

'  1a  '2         '2  a 

^ehrncht  werden  kann.  Nach  dieser  Form  zei^t  sich  die  Potenz- 
linie parallel  zur  Y-  oder  senkrecht  zur  A  - Achse,  wodurch  wir 
anf  die  bereits  erwähnte  Eigenschaft  der  rechtwinkligen  Lage  snr 
CentraUinie  anrückgebracht  werden.  Zugleich  sehen  wir,  dass  sie 
stets  dem  Mittelpunkte  des  kleineren  Kreises  näher  gelegen  sein 
nmss,  indem  sie  durch  denjenigen  Punkt  der  GentralUnie  hindurch- 
geht,  welcher  um  den  nach  unsem  VorausBetai,nDgen  positiven  Ab- 

Stand  —  '  von  der  Mitte  der  Strecke  a  entfernt  ist.    Es  wird 

2« 

keine.  Schwierigkeit  «gewähren,  niittelst  dieses  Ah.staudns  den  in  der 
CentraUinie  gelegenen  Punkt  geometriscli  zu  construircn.  Im  Falle 
der  Gleichheit  beider  Kreise  liegt  Tiie  Potenxlinie  von  den  beiden 
Mittelpunkten  gleiehweit  entfernt. 

Zur  Trennung  der  mögliehen  Lagen  unterscheiden  wir  fol- 
gende drei  Fälle: 

tf.  Ist  4;>  A,  so- liegt  die  Potenalinie  ausserhalb  de.s  grösse- 
ren, also  auch  ausserhalb  des  kleineren  Kreises,  da  etwa  vorhan- 
dene gemeinschiiilliclie  Punkte  stets  allen  drei  Linien  gemeinsam 
jsein  müssen.  Nach  Nr.  6)  erhalten^wir  für  diesen  Fall  die  Be- 
dingung 

2flf 

und  nach  leichter  Umgestaltung 

(a— Ä)*— r*>0 

oder 

[a-(Ä+r)][«— (Ä— r)]>0.  " 
Der  letztem  Umgleichnng  wird  nur     nügt ,  wenn 

entweder  a  >     -j-  r ,  wobei  von  .selbst  a>  R  —  r, 
oder  n  <iR  — r  ^     ,^       „       „     a  <  A'  -|-  /*. 
Im  ersten  dieser  beiden  F.-ille  ist         (i?-}-'  )  {R — 0  oder  R^  r*<; 
folglich  mit  RiicksicUt  auf  Nr.  6)  a:  <,  a.  Die  i'otenalinie  liegt  Uier- 

An»l.  Geom.  L  $ 
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nach  zwischen  beiden  Kreisen ,  so  dasa  dieselben  ▼oUstÄndig  vott 

einander  getrennt  sind.  Tm  «weiten  Falle  erhält  man  in  gleicher 
Weise  7?* —  r*>-  a  '  und  x  >  ;  die  Potenzlinie  lieiit  liierbei  ausser- 
halb der  beiden  Kreise,  von  welcher  der  eine  den  andern  um- 
Bchliesst. 

p.  Wenn  x~^Rj  so  ergiebt  sich  durch  eine  ähnliche  Kech- 
nnng  wie  vorher  die  BedingnngBgleicbung: 

[«  -  (Ä  +  r)]  [«  —  (Ä— r)]  0, 
welehe  nur  Befriedigung  erlangt,  wenn  entweder  o        +  ^  oder 
a^B  —  r.    Die  Potenzlinie  ist  hierbei  gemeinsame  Tangente  der 
beiden  Kreise,  welche  sich  im  ersten  Falle  Yon  Aussen,  im  zwei- 
ten von  innen  beriiliren. 

y.  Sobald  a;  <  7?,  schneidet  die  Potenzlinie  beide  Kreise, 
die  sich  demnach  selbst  durchschneiden  müssen.  Als  Bedingung 
hierfür  entsteht: 

[a_(Ä-(.r)][a-(Ä-r)]<0, 
was  nur  möglich  ist,  wenn  gleichseitig 

Ä+r>«>Ä  —  r. 
Die  analytische  Untersuchung  der  Potenzlinie  fuhrt  hiemach 
auf  die  ans  der  Elementargeometrie  bekannten  Unterscheidungs- 
merkmale der  Lagen  zweier  Kreise  zurück. 

§.  12. 

Kreiagleichuug  für  schiefwinklige  Coordinaten. 

Soll  die  Fundamentaieigensehaft  des  Kreises,  dass  jeder  sei- 
ner Peripheriepunkte  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte  besitat, 
durch  schiefwinklige  Goordiv^ten  ausgedruckt  werden,  so  entsteht 
mit  Beibehaltung  der  früher  für  die  Mittelpunktscoordinaten  und 
den  Kadius  eingeführten  Bezeichnungen  nach  iSr.  6)  in  §.  3  als 
allgenuüuste  Gleiclum«^: 

1 )    (.r  —  <iY  -\-  (j/  —  h  I "  4-  2  {x  —  a){i/ — b)  ro  s  tu  r*, 
worin  wieder  o  den  Ooordinateuwinkel  d&rstellt.    Zunüchst  kann 
diese  Gleichung  auf  die  Form 

a:*  +  y*+2afyco*» —  2x  {a'^beosn)  —  2y  (d+  acosa) 
+  («•  +  CO*»  —  r*)  =  0 

gebracht  werden,  und  wenn  wir  hierin  zur  Abkürzung 

i>=  fl» -j-       ^ab  Cosa  —  r* 

setzen ,  so  geht  sie  über  in : 
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Was  die  Bedeutnng  der  hierbei  benntsten  Constanten  m ,  n  und  P 
betnift,  80  ist  vor  allen  Dingeu  leieht  ersichtlich »  dass  unter  P 
wieder  die  Potenz  des  Ooordinatenanfanges  flir  den  Kreis  zu  ver- 
stehen ist.    Setzen  wir  nämlich 

a*  h*-\-^  nh  ms  co, 
so  stellt  nach  Nr.  7)  in  §.2  i'  dio  Entfernung  des  Krei8inittel})nnk- 
tes  vom  Coordinatenanfangspunkte  dar.  Mit  Substitution  dieses 
Werthes  in  den  Ausdruck  für  P  kommen  wir  aber  aur  Gleichung 
6)  des  §.  9,  folglich  auch  zu  allen  daraus  gesogenen  Consequensen 
suriiek.  Für  die  Deutung  der  Constanten  m  und  n  Ist  auf  Figur  23 
zu  verweisen,  worin  m^AO^BC  und  pig.  22. 

n^BO=sA€.    Man  erhSlt  hiemach :  Y 

woraus  m  und  n  als  Projectionen  der  Ge- 
raden OC  anf  die  beiden  Coordinatenach- 
sen  erkannt  werden.  Nach  Analogie  mit 
den  früher  bei  Coordinatentränsformation 
benutzten  Gleichungen  kommt  dieser  Deu- 
tnng  eine  allgemeine ,  von  den  besondem  Lagen  des  Kreismittel- 
punktes  unabhängige  Geltung  zu. 

Halten  wir  die  unter  3)  gewonnene  Gleichung  des  Kreises  ge-  ' 
gen  die  in  §.  9  Nr.  7)  angefahrte  allgemeine  Gleichung  zweiten 
Grades 

so  zei«^t  sich ,  dass  die  letzte  Gleichung  nothwendig  einem  Kreise 
—  wenn  überhaupt  einer  Linie  —  angehören  muss,  sobald  der 
Relation 

4)  AiB\€=^li\icogm 
Genüge  geleistet  ist.    Der  Weg,  welcher  zu  diesem  Resultate 
f&hrt,  ist  mit  dem  in     9  eingeschlagenen  vollkommen  Überein- 
stimmend. 

Die  im  Vorigen  aufgestellten  Formeln  gehen  selbstverständ- 

licli  in  die  für  rechtwinklige  Coordinaten  giltigen  über,  wenn 
Q>  90»  gesetzt  wird.  Dabei  vercinfiichen  sicli  aber  die  Bezie- 
hungen so  sehr,  dass  fast  bei  aHeu  anf  den  Kreis  bezüglichen  l  ii- 
tersuchungen  vom  Gebrauche  schiefwinkliger  Coordinaten  abzu- 
sehen ist.  Wir  beschrünken  uns  daher  einzig  auf  das  folgende 
Beispiel : 

5» 


Es  soll  die  Gleiclmng  eines  Kreises  anfgcsncht 
werden,  welcher  die  Achsen  eines  beliebigen  Paral - 

1  »i  1  c  o  ()  r  (1  i  n  a  t  o  ii «  y  s  1  o  in  e  s  b  c  r  ü  h  r  t. 

Aus  Nr.H)  (»rf^ielit  sich  hei  noch  unbestimmter  Lage  des  Coordi- 
*  natensystems  für  die  Abscissen  der  Durch8cliuittsi)unkto  des  Krei- 
ses und  der     Achse  mittelst  der  Sabstitiition  y==Odie  Gleichung: 

deren  linke  Seite  2n  einem  vollstöndigen  Quadrat  werden  mass, 
wenn  die  Achse  Tangente  sein  soll;  man  erhält  dafUr  die  Be- 
dingung : 

In  pflfticher  Weise  entsteht  aU  I^diiigung  dafür ,  dass  die  F- Achse 
voui  Kreise  berührt  wird : 

P~n\ 

Treften  wir  nun  noch  die  Verfügung,  dass  beide  Berührungspunkte 
in  den- positiven  Theilen  der  Coord in atenachsen  gelegen  sein  sol- 
len,  so  führt  die  aus  den  beiden  letzten  Crleichniigen  folgende  Ke- 
lation  m*  =s  it'  au  dem  Resultate : 

m  =  it. 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  frühere  allgemeine  Glei- 
chung erhalten  wir 

5)  ar*  +    -|- 2  .r  .v      0)  —  Imx — 2  »i  <?/ -h  »»*  =  0 

als  der  gestellten  Aufgabe  entsprechende  Krcisgleiclinng.  Die 
Substitutionon  .r  =  0  und  t/ 0  zeigon  ,  ilass  hierin  m  den  Ab- 
stand der  in  den  Aclisen  gelegenen  Berührungspunkte  vom  Üoor- 
dinatcnanfange  ausdrückt *), 

Wird  in  der  Gleichung  5)  beiderseitig  das  Prodnct 

S  xy  (J  — cos  »)  ^  4  xy  sin*  — 

addirt,  so  gewinnt  sie  die  einfachere  Form: 

6)  {pc  -J-  y — <»)•=:  4  xy  sm^  ^« 

Multiplicirt  man  hierin  noch  auf  beiden, Seiten  mit  cos*  ^  und  be- 
achtet dabei,  dass  4  sin*  ^  eo^  ^  s=  so  kann  das  Resultat 

dieser  Operation  in  folgender  Weise  geschrieben  werden : 

*)  Basselbe  Resultat  folgt  such  aus  der  Bedeutung  von  Py  verbanden 
mit  der  obigen  Relation :  P=iitt, 
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7) 


[< 


o.'  siH  6) .  y  stn  (ü. 


Diese  letztere  Gleichnogsform  Itihrt  zu,  einer  einfachen  geometri- 
schen Deutung.    Stellt  nSmltch  in  Figur     AB  äie  den  Coordina- 

tcaaclisen  zugehUrige  Berfihrungsselm© 
dar,  so  lege  man  durcli  tlcn  beliebigen 
I'«'ri|)lieriepuiikt  /'die  Gerade  TU// AB. 
JJanu  ist  Avegen  AO-^BO  ~m  auch 
PN—  UN  =isc  und  TM  -  -  PM  r  ^  y, 
folgUch  {C-^y  —  m^AT^BU,  und 

(x      1/  //»)  COS  5,  weun/^6'benk- 

reeht  zur  Berübrungsnehne ,  al80  unter 

dem  Winkel  ^  gegcu  jede  der  beideu 

Coordinatenachseii  gezogen  ist.    Ferner  erhKlt  man  x  sin«»^  PR 

und  V  sifi  to  -----  PQi  wobei  PQ  und  PJR  rechtwinklig  g<'gen  die  Coor- 
diuatcuacliscu  ge.stellt  t>iud.     Hiermit  gewinnt  die  Gleichung  1) 

■  die  Deutung  :   

PS^  ^^PR  .  PO 

und  schliesst  den  folgenden  Lehrsatz  in  »ich:  Im  Kreise  ist  der 
Abstand  je  des  Peripheriepunktes  von  d  erBeriihnm  ;^s- 
sebne  zweier  Tangeuten  die  mittlere  Proportionale 
zwiscben  den  Entfernungen  desselben  Punktes  von 
den  beiden  Tangenten. 

Zu  einem  für  Tangenteneonstructionen  brauchbaren  Resultate 
führt  nocb  die  Gleichung  5) ,  wenn  sie  mit  der  Gleichung  einer 
durch  den  Coordinatenanfang  gehenden  Geraden  y=:^d?  zusam- 
mengestellt wird.  Durch  Elimination  von  t/  erhält  man  zunächst  ftir 
die  Coordiuatü  u;  der  Durchbchuittspunkte  dieser  Geraden  und  des 
K^reises  : 

8)  a;*  (I  -h  ^*  -f  2  cos  co)  ~-2mx  (1  +  A)-{-  m'  =-  0. 
Stellen  wir  uns  nun  die  Aufgabe,  auf  der  Socanto  t/ =^  A'x  den 
zum  Coordinatenanfange  zugeordneten  harmonischen  Punkt  zu 
sucben,  während  die  Durch sclnüttspunkte  mit  dem  Kreise  die  bei* 
den  andern  harmonischen  Punkte  darstellen  sollen,  so  kei-nit 
sofern  die  y  dieser  Punkte  als  Parallelen  ein  harmonisches  Strah- 
lenbüsebel  bilden,  diese  Aufgabe  darauf  hinaus ,  das  harmonische 
Mittel  der  beiden  Wurzeln  in  Gleichung  8)  ausfindig  zu  machen. 
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Za  diesem  Zwecke  soUen  die  beiden  Wurselu  mit  .r,  und  a-f  be- 
zeichnet werden;  dann  ergiebtsich  für  den  gesuchten  Punkt: 


oder: 


ir,  +  a-. 


m 


und  zugleich,  da  er  auf  der  gegebeneu  Secautc  liegen  soll, 

Wird  aus  den  Ijcldt  n  letzten  GleichuDgeu  noch --i  climinirt,  so  ent- 
steht nach  ciufachcr  Umwandlung: 


«) 


— =1. 

m  m 


d.  i.  die  Gleichung  der  Berübrungssehne.  Da  dieses  Resultat 
für  jede  durch  den  Coordinatenanfang  gehende  Secante  Geltung 
behält,  so  folgt  hieraus  der  Lehrsata:  Legt  man  durch  einen 
ausserhalb  des  Kreises  gegebenen  Punkt  beliebige 
Secanten,  so  werden  dieselben  durch  die  Berührungs- 
sehne  und  den  Kreis  liarraoniscli  getheilt,  wobei  der 
gegebene  Punkt  und  dt-  r  1)  u  r  c  Ii  s  c  Ii  n  i  1 1  mit  der  B  e  r  ü  h- 
rungs sehne  conjugirte  riinkte  darstellen.  Mit  An- 
wfiulung  des  Gesetzes  von  der  harmonischen  Thciliiiig  der  Diago- 
nalen eines  vollständigen  Vierseits  (vgl.  §.  8  II.)  erwächst  hieraiu 
die  folgende  Linealconstruction  zur  Lösung  der  Aufgabe,  von  einem 
ausserhalb  des  Kreises  gegebenen  Punkte  Tangenten  an  den  Kreis 
zu  legen  (Figur  34). 

Man  ziehe  von  dem  gegebenen 
Punkte  A  aus  die  beliebigen  Secan- 
ten AB  und  AC^  welche  ausser  in  B 

'  und  C  den  Kreis  in  D  und  E  sc  Ii  nei- 
den. Die  Geraden  und  D  so- 
wie BE  und  CT)  geben  dann  die 
Durchschnittspunkte  F  und  Qy  deren 
gerade  Verbindungslinie  FG  die  Be- 
rührungssehne darstellt.  AH  und 
AI  sind  hiernach  die  gesuchten  Tan- 
genten.  Da  jede  dritte  au  Hilfe  genommene  Secante  in  Verbin- 
dung mit  einer  der  beiden  vorher  angewendeten  au  derselben  Be- 
rflhrungs sehne  führen  muss»  so  lässt  diese  Construction  auch  die 


Fig.  24. 
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in  Figur  25  enthaltene  Abänderung  zu. 
Hier  sind  durch  vi  die  drei  Secanten^^» 
äC  und  AC'  gelegt  und  dann  die  Durch- 
Schnittspunkte  dieser  Geraden  und  des 
Kreises  durch  die  Sehnen  BE  und  CD^ 
B E'  und  CD  verbunden.  Die  hierdurch 
gewonnenen  Sclinittpunkte  G  und  G'  lie- 
gen wieder  auf  der  Berühiiin^^ssehue  HJ. 

Wir  werden  später  zu  der  ErlLennt- 
niss  gelangen,  dass  die  vorigen  Constrnc- 
tionen,  sowie  der  Lehrsatz,  welchem  sie  ihre  Entstehung  verdan- 
ken, nicht  allein  für  den  Kreis,  sondern  üherhaupt  für  alle  Linien 
zweiten  Grades  Anwendung  finden. 


Viertes  Capitel, 


Die  Kegelschnitte. 


13. 


Allgemeine  Formen  der  Eegelschnittsgleiclmng. 

1)  er  Umstand,  das«  in  Folge  der  in  §.  9  und  12  angestellten  Be- 
trachtungen die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  für  Paral- 
leleoordinaten  sich  nur  unter  beschränkten  Bedingungen  einem 
Kreise  angcliörig  zeigt,  enthält  für  uns  die  Aufforderung,  noch 
andere  Linien  zweiten  Grades  ausfindig  zu  machen.  Ohne  des- 
halb für  jetzt  auf  die  Gleichung  selbst  zu  recurrircu,  wollen  wir 
üu  üiner  Untersuchung  übergehen,  die  uns  mit  noch  mehren  Li- 
nien dieser  Art  bekannt  machen  wird. 

Der  geometrische  Ort  eines  Punktes  in  der  Ebene,  dessen 
Entfernungen  von  einer  festen  Geraden  und  einem  festen  Punkte 
derselben  Ebene  in  einem  unveränderlichen  Verhältnisse  zu  eiusn- 
der  stehen,  führt  den  Namen  eines  Kegelschnittes,  weil  er 
auf  einer  Kegeloberfläche  mittelst  des  Durchschnittes  mit  einer 
Ebene  räumlieh  dargestellt  werden  kann.  Wir  stellen  uns  die 
Aufgabe,  diesen  Ort  analytisch  zu  untersuchen.  Die  feste  Ge- 
rade —  die  sogenannte  Directrix  oder  Leitlinie  —  soll  hier- 
bei vorläufig  als  F- Achse  eines  rechtwinkligen 
Ooordinatensystemcs  benutzt  werden,  dessen 
X-Achse  den  ;i;i'gcbencn  feston  Punkt  —  den 
zugeordneten  Brennpunkt  oder  F  o  c  us  — 
in  sich  enthält  (Fig.  26). 
^  Die  vorgelegte  Bedingung  lässt  sich,  wenn 
Fden  Brennpunkt  darstellt,  in  der  ProportioD 

oder  in  der  Gleichung 

1)  PF=zs,PN^$,CM 


Fig.  26. 
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auBdrÜcken ,  wobei  deinen  beliebigen  Pnnkt  des  Ke-d  Schnittes 
P'^P^  «nd  e  den  constanten  Quotienten  seiner  Al)stan<i(!  von  Hrenn- 
punkt  und  Leitlinie  bezeichnet.  Setzen  wir  nun  die  Dititanz  de» 
Brenu|juiiktes  von  der  Directrix  CF=^d,  so  int 

und  es  entsteht  aus  Nr.  I)  mit  Sabstitution  von  C^JV  naeh  ein« 
faeher  Reduction  die  Gleichnng 

2)  y»  =  ««a:*  — (a;— d)*. 

Insofern  dieselbe  in  Beziehung  auf  t/  rein  quadratisch  ist ,  zeij^t  sie, 
dass  jeder  Abscisse  zwei  gegen  die  Gerade  CF —  die  sofjon.uimo 
Achse  des  Kegelsclinittcs  —  symmetrisch  gelegene  Punkte,  wie 
z.  B.  /*  und  P\  zugchorcn,  jvas  übrigens  aus  dcv  I^ntstcbung  des 
Kegrlscluiittes  leicht  vorhergesehen  werden  konnte. 

Durch  die  zuletzt  gefundene  Eigenschaft  empfiehlt  sich  die 
Beibehaltung  der  im  Vorigen  benutzten  Achse;  es  erübrigt  da- 
her noch  die  Frage,  ob  mit  Verlegung  der  T-Achse  einfachere 
Gleichungsformen  zu  erzielen  sind.  Um  in  dieser  Beziehung  zu 
möglichst  allgemeinen  Besnltaten  zu  gelangen,  wollen  wir  dem 
nenen  Anfangspunkte  eine  vorläufig  noch  unbestimmte  Abscisse 
h  geben ,  so  dass  die  früheren  x  in  x  +  h  Übergehen.  Aus  der 
Gleichung  2)  entsteht  dann:  • 

nnd  ,  M  (Min  niau  auf  der  rechten  Seite  nach  Potenzen  von  x  ord- 
net, nach  einigen  leichten  Uraformungon  : 

3)  ff^  [/i{l  +  i)-d]  [d~h  (l-«)]  -h2.r[</  — a:«(|-_jt)^ 
Mit  Einsetzung  spccieller  Warthe  von  h  können  hieraus  die  Glei- 
chungsformen  für  besondere  Lagen  des  Coordinatenanfanges  ge- 
wonnen werden. 

Soll  z.  B.  der  neue  Anfangspunkt  mit  dem  Brennpunkte  zu- 
sammenfallen ,  so  wird  A=s  rf,  und  man  erhält  mittelst  dieser  Sub- 
•  stitution: 

4)  !^  =  d*€«  +  2rf6«a:— (1  r«. 

Für  die  Ordinate  im  Brennpunkte,  die  wir  mit p  bezeichnen  wol- 
len ,  folgt  hieraus  die  Relation  : 

5)  ;>  —  dt*) 

und ,  wenn  wir  diesen  Werth  in  4)  sabstituiren ,  so  entsteht : 


*)  Dasselbe  Kesultat  wird  übrigens  auch  ohne  weitere  Rechuiug  er- 
halten, wenn  man  die  obige  Gleiohnng  1}  auf  die  Punkte  D  und  B  anwendet. 
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Die  hierbei  benutzte  nene  OonBtante  p  bildet  die  I£ilfte  der  Sebne 
l>J?(Pig^.  26),  welche  parallel  sar  Dhrectrix  durch  den  Brennpunkt 

liiii(lurc'li|i;elit ,  oder  des  sogenannten  Parameters  des  Kegel- 
sclinittes;  sie  kann  daher  selbbt  Halbparameter  oder  halber 
X*arameter  genannt  werden. 

Zu  möglichst  einfachen  Gleichungsformen  müssen  wir  gelan- 
gen, wenn  wir  Über  die  Grösse  Ä  so  verfügen,  dass  dadurch  eines 
der  beiden  ersten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  von  Nr.  d)  in  Weg- 
fall kommt.  Es  kann  dies  auf  dreifache  Weise  erreicht  werden, 
nämlich  durch  die  Substitutionen :  A  (l  + =  d  =s  ^  (i —  f) 
'  und  endlich  d  =3  A  (1  —  c^). 

•  d 

Setzen  wir  zunttchst  A  (1 ^  <'>       ^  ~        >  &^ 

1  -r  £ 

Gleichung  3)  in  die  foi^^cndt^  über: 

oder  mit  Benutzung  von  5)  in 

7)  y*~2pa:  — (1  — c«)ic*. 

Aus  dem  hierbei  zu  Grunde  gelegten  Werthe  von  h  folgt  für  jedes 
zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  gelegene  «  die  Ungleichung 
A  <d.  Der  neue  Coordiftatenanfang  liegt  daher  zwischen  Di- 
rectrix  und  Brennpunkt;  ausserdeyn  ist  er  aber  noch  ein  Punkt 
des  Kegelschnittes  selbst,  weil  in  Ar.  7)  er  und  y  gleichzeitig  zu 
Null  werden,  der  Anfanjjspunkt  also  der  Kegelsclin!tts«;lcieliun^ 
Genüge  leistet.  Wir  nennen  diebca  Punkt  (Fig.  26}  Scheitel 
der  Kegelsclinittsachse  ,  wonach  die  Gleichung  7)  den  Namen 
Scheitelgleichung  erhalten  kann.  Die  Zusammenstellung 
mit  der  in  §.  9  unter  S]  gefundenen  Scheitelgleichung  des  Kreises 
lässt  den  Kegelschnitt  in  einen  Kreis  mit  dem  Badius  p  Übergehen, 
wenn  e  =  0  gesetzt  wird;  der  Kreis  kann  demnach  als  ein  Grenz- 
fall der  Kegelschnitte  anfgefasst  werden.  —  Bezeichnen  wir  noch 
den  Abstand  ^Fdes  Brennpunktes  vom  Scheitel  mit     so  entsteht 

aus  f—  d  —  h  das  Resultat  f  =  oder 

1  H-  6 

Für  f  =  0  wird  daher  im  Kreise  /*=/>,  und ,  da  p  in  diesem  Falle 
Badius  war,  so  trifft  der  Brennpunkt  mit  dem  Uittelpunkte  zusam- 
men.  Die  Directrlx  rüekt  dagegen  in  unendliche  Entfernung,  wie 
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sich  sogleieli  zeigt,  wenn  man  in  der  an«  Nr.  5)  folgenden  Glei- 
chung  d  =  —  für  «  den  Werth  0  einsetzt. 

Die  zweite  zur  Vereiufacliung  von  Nr.  3)  dienende  Substitu- 
tion   =  Ä  (l  —  t)  oder  h  =  — ^-  fUhrt  zu  einer  Gleichung,  welche 

mit  Ausnahme  des  Vorzeichens  von  2px  mit  Nr.  7)  voUkammen 
übereinsti m mt.  Diese  Substitution  lästt  aber  nicht  eine  allgemeine 
Anwendbarkeit  sn,  weil  sie  für  es=I  einen  unendlichen  Werth 
▼on  h  oder  eine  Verschiebung  des  Coordinatenanfangcs  ins  Un- 
endliche erfordern  wttrde.  Für  die  beiden  noch  ttbrig  bleibenden 
Fülle  f  <  l  und  e  >  I  zeigen  sich  hierbei  zugleich  Formverschio- 
denheiten  darin,  dass  im  ersteren  Falle  h  «grösser  als  d  wird,  im 
zweiten  dagegen  eiucu  negativen  "Werth  auuiiarut.  —  Zu  gauz  ähn- 
lichen Bemerkiin<^en  giebt  die  Siihütitution  d^h  (I — ««)  Veran- 
lassung, mittelbt  deren  das  zweite  Glied  von  Nr.  3)  in  Wegfall  ge- 
bracht werden  kann.  Für  b  =  1  bleibt  sie  unanwendbar,  weil 
dann  h  unendlich  wird;  für  f  <  i  wird  eine  Verschiebnng  des 
Coordinatenanfangcs  von  der  Leitlinie  weg  (Iber  den  Brennpunkt 
hinaus ,  fUr  <  >  1  dagegen  nach  der  dem  Brennpunkte  entgegen- 
gesetzten Seite  hin  bedingt.  Die  Kegelschnitte  zerfallen  hiermit 
in  drei  verschiedene  Formen,  welche  die  Kamen  Parabel,  El- 
lipse nnd  Hyperbel  fuhren,  je  nachdem  «  =  j,  ^  <i  oder  end- 
lich f  >  1. 

§.  14, 

Specielle  Oleiehnitgen  för  die  drei  Kegelschnittslinieu. 

I.  D  i  e  P  ar  a  b  c  1.  Die  Fundamentaleigenschaft,  aus  wel- 
cher die  Kegelschnitte  zur  Entstehun.^  gelangten,  geht,  wenn 
£  — I  o^osetzt  wird,  in  Gleichluit  der  Entfemnngen  jedes  Para- 
helpunktes  von  Directrix  und  Brennpunkt  über.  Der  Scheitel 
kommt  .hierbei  in  die  Mitte  zwischen  Brennpunkt  und  Directrix  zn 
liegen,  und  es  finden  überhaupt  nach  5)  und  8)  des  vorhergehen- 
den Paragraphen  ftir  die  daselbst  eingeführten  bestandigen  Grös- 
sen die  Relationen 

statt.    Wählen  wir  ferner  den  Scheitel  zum  Coordinatenanfimge, 
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so  er;;i('l)t  sicli  lyii  Beibehaltung  der  früheren  Achse  nach  Nr.  7) 
als  Uleichung  der  Parabel  für  rechtwinklige  Coordinaten 

2)  fy»^2/>a-. 

Nach  dieser  Gleichung  wird  y  tur  jedes  negative  x  imaginär,  wäh- 
rend dagegen  allen  positiven  Werthen  von  x  reelle  y  zngehören. 
Bezeichnet  man  swei  Farabelpnnkte  Jmixff  tind  Xi  ,  so  folgt  ans 
den  Gleichungen 

f^s^ipx  und  yi=^^pXi 

die  Proportion : 

d.  h.  die  Abseissen  sind  den  Quadraten  der  Ordinaten 
proportional.  Die  y  wachsen  als«»  gleichzeitig  mit  den  .r,  je- 
doch in  einem  schwächeren  Verhältnisse.  Durch  Verbindnn^  die- 
ser Eigenschaft  mit  der  früher  schon  bewiesenen  Symmetrie  aller 
Kegelschnitte  in  Beziehung  auf  die  Achse  erhält  die  Parabel  die 
Fig.  37.  Gestalt  der  Onrve  LAL'  (Fig.  27),  so  dass  sie 
£  zu  beiden  Seiten  der  Achse  ^  ins  Unendliche 
verlftnft.  A  stellt  hierbei  den  Scheitel  und  F 
den  Brennpunkt  dar.  Die  Leitlinie  wttrde  in 
•X  einem  mit  AF  gleichen  Abstände  rückwärts 
von  Ä  senkrecht  gegen  die  Achse  gelegen  sein. 
II.  D i e  E 11  i  p  8  e.  Sobald  £  <  1 ,  kana 
^  in  Nr.  3)  des  vorigen  l'aragraphen  die  Substi- 
tution k  =  j— ~i  angewendet  werden.  Die  Gleichung  der  Ellipse 
erlangt  hierdurch  die  Form : 

oder  mit  Einführung  des  Halbparameters  und  geänderter  Ordnung 

der  Glieder 

3)  ^l_it^^+^^JL.. 

Da  diese  Gleichung  sowohl  für  x  als  y  rein  quadratisch  ist,  so  hat 
die  Ellipse  in  Beziehung  auf  beide  Coordinatenachsen  eine  symme- 
trische Form ,  besteht  demnach  aus  yier  congruenten  Quadranten. 
Der  hierbei  vorausgesetzte  Coordinatenanfang  führt  den  Namen: 

Mittelpunkt  der  Ellipse  und  liegt  in  dem  Abstände  ^  ^  von 

der  Directrix,  ako,  da  dieser  Werth  nothwendig  grosser  als  d  ist, 
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fiber  den  zugeordneten  Brennpnokt  liinans.  BesEeicbnen  wir  die 
Entfernung  des  Mittelpunktes  toid  Brennpunkte  —  die  Bogenaimtc 
lineare  Exeentricität  —  mit  c,  so  folgt  aus  der  Uelation 
c  =  h  —  d  mit  Benutzung  der  Constanten  p  die  Gloicbuog ; 

4) 

>yird  frsrner  der  Abstand  des  Aiittolpuuktes  vom  Scheitel  gleiel)  a 
gesetzt,  so  ist  mit  Beibehaltung  der  Bezeiclmungen  des  vorigen 
Paragraphen  «  =  c  +  /*,  und  mit  Substitution  der  Wertbe  von  c 
und  f  (vergl.  §.  13.  Nr.  8)  n|teh  einfaeher  Reduction 

5)  ö  =  -£-. 
^  I—«« 

Bei  Anwendung  dieser  Gleichung  und  der  daraus  folgenden 

a 

g:oht  Nr.  3)  oder  die  Mitteipunktsgieichung  der  Kllipse 
über  in: 

und  hieraus  entsteht ,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  durch  ap  di- 
vidirt, 

«•  .  V* 
<r  ap 

Bezeichnen  wir  endlich  die  mittlere  Proportionale  zwischen  a  und 

p  mit  />,  oder  gebrauchen  die  Kciiitiou  • 

6)  '  h'^z^.üp, 

so  erlangt  die  Ellipseiif^lcichung  die  höchst  symmetrische  Form: 

"  (f)"-^  (!)■•=■■ 

Hieraus  folgen  für  reelle  Werthe  der  Coordinaten  die  Bedingungen 

wonach  die  Abseissen  aller  Ellipsenpunkte  awischen  den  Grenzen 
—  a  und  +«,  die  Ordinaten  zwischen  — b  tmd  +  h  enthalten 
smd.  Beschränken  wir  uns  auf  den  elliptischen  (^uadranton ,  in 
welchem  x  und  y  positiv  sind,  und  von  welchem  mit  Rücksicht 
auf  die  Symmetrie  gegen  beide  Achsen  die  iiln  i^'cn  drei  Quadran- 
ten getreue  Abbilder  gewähren ,  so  gehören  der  Gleichung  zufolge 
wachsenden  x  abnehmende  y  zu.    Die  Ellipse  zeigt  sich  daher  als 
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l^eaehlosfleiie  Cuirve  in  der  Ge- 
stalt von  Fig. 38.    Ffir x^O 

und  y=0  finden  sich 
und  y-  ~-^b  als  Coordiiifiten 
der  in  den  Achsen  gelegeneu 
Punkte  A,  A\  B  und  B\  der 
sogenannten  Achs  e  n  sc  Ii  e  i- 
tel.  Die  Strecken  .4.4' =2a» 
BB'^2b  führen  die  Namen 
grosse  und  kleine  Achse  der.EIlipse,  die  Constanten  a  und  b 
stellen  also  die  beiden  Halbachsen  dar.  Zn  der  Berechtigung, 
zwischen  den  beiden  Achsen  einen  Gegensats  der  Grösse  festzn- 
stellen ,  gelangt  man  mittelst  der  beiden  Gleichungen  5)  und  6),  aus 
denen  die  Ungleichung 

a>h>  p 

folgt.  Nur  wenn  f™  0,  d.  h.  wenn  die  Ellipse  in  einen  Kreis 
übergeht,  werden  diese  drei  Werthe  unter  sich  gleich. 

Zwischen  den  bei  den  vorhergehenden  Gleichungen  eingeführ- 
ten bestUndigen  Grössen  ünden  noch  einige  Relationen  statt,  welche 
znr  Herleitung  von  Eigenschaften  der  Ellipse  benutzt  werden  kön- 
nen. Dividirt  man  zunächst  die  obige  Gleichung  4)  durch  6) ,  so 
entsteht: 

8)  .  = 

Die  Constante  e  erhält  h«erniit  die  Kigcuschaft,  die  lineare  Excen- 
tricitat  als  Bruchtheil  der  <z;ros8en  Halbachse  darzustellen ,  weshalb 
mun  ihr  den  Namen  n  u  ni  v.  r  i  s  c  1»  e  Ex  c  c  ntr  ic  i  t  ä  t  verleiht.  Zu- 
gleich zeigt  sich  aber  mit  ÜUcksicht  auf  die  frühere  Bedeutung 
von  f,  dass  zwischen  der  grossen  Halbachse  einer  Ellipse  und  ihrer 
linearen  Ezcentricität  das  selbe  Yerhältniss  stattfindet,  in  welchem 
die  Abstände  eines  beliebigen  Punktes  dieser  Curve  von  der  Leit- 
linie und  dem  zugeordneten  Brennpunkte  stehen* 

Aus  der  Verbindung  von  5)  und  6)  ergiebt  sich  femer 

6»  =  ««  (!—«») 

und  hieraus  mit  Benutzung  der  lielation  8)  nach  geänderter  Ord- 
nung der  Glieder: 

9)  a*  ^     H-  r\ 

Die  Gleichungen  8)  und  9)  können  ilazu  dienen ,  für  eine  mit 
ihren  Achsen  gegebene  Ellipse  die  Lage  des  Brennpunktes  und 


Digitized  by  Google 


—  79  — 


der  zugeordneten  Leitlinie  ausfindig  zn  machen.  Nach  Kr.  9)  giebt 
ftich  nämlich  Torerat  die  lineare  EzcentricitAt  als  Kathete,  eines 
rechtwinkligen  Dreieckes  sa  erkennen»  in  welchem  die  beiden 
Halhachaen  die  Hypotenuse  und  die  andere  Kathete  darstellen; 
der  Brennpunkt  liegt  daher  in  einer  der  grossen  Halbachse  glei- 
chen Entfernung  von  den  Scheiteln  der  kleinen  Achse.  Beachtet 
man  ferner,  dass  der  Abstand  eines  Scheitels  der  kleinen  Ach^e 
von  der  I>irectrlx  mit  der  Entfernung  der  letzteren  Linie  vom  Mit- 
telpunkte identisch  ist,  so  folgt,  wenn  man  die  oben  bei  Xr.  8) 
gefundene  Proportionalität  anf  diese Ji^ntfemnng  anwendet,  dass 
die  Dißtanz  zwischen  Direetrix  und  Mittelpunkt,  die  grosse  Halb- 
achse und  die  lineare  £xcentricit&t  in  stetiger  Proportion  stehen. 
Kaeh  diesen  Bemerkungen  gewfihrt  es  keine  Schwierigkeit,  Brenn* 
punkt  und  Lettlinie  ssu  construiren;  man  gelangt  aber  dabei,  inso- 
fern jede  dieser  Oonstructionen  zu  beiden  Seiten  der  kleinen  Achse 
ausgeführt  werden  kann,  sogleich  zu  der  Wahrnehmung,  dass 
zwei  Tjcitlinicu  und  zwoi  Brenupniikte  vorhanden  soin  müssen,  von 
denen  iedesmal  die  auf  dorsi  llu  a  »Seite  vom  Mittoljmnktc  aus  <;o- 
legeneii  einander  zugeordnet  «iud.  In  der  Symmetrie  der  Ellipse 
gegen  die  kleine  Achse  findet  diese  Eigenthttmlichkeit  ihre  ein- 
fache Erklärung. 

Die  Existenz  zweier  Brennpunkte  giebt  noch  zu  der  folgen- 
den Betrachtung  Veranlassung.    Sind  Dj/)«  und  D^D^  die  beiden 


Fig.  29. 


Leitlinien  der  Ellipse  in  Fig.  39, 
femer  Ff  und  die  zugeord- 
neten Brennpunkte,  so  gelten 

in  Folge  der  Eigenschaft,  die 
wir  der  Entstehung  der  Kogel- 
schnitto  zu  Grunde  crelo<rt  ha- 
ben, die  beiden  Gleichungen: 
PF,=  f,PN,,  PFr=  f .  P  JV,, 
und  es  folgt  hieraus: 

Kacli  der  «wischen  Entfernung  einer  Leitlinie  vom  Mittelpunkte  (7, 

grosser  Halbachse  und  linearer  Excentricität  stattfindenden  steti- 

a*  2       2  a 

gen  Proportion  ist  aber  CEt  =  — ,  also     lü^  =  — =s — ,und  dem- 

nach : 
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Oeben  vir  dem  Abstände  eines  KegelscbnittspunkteB  vom  Brenn- 
punkte den  im  Polarsysteme  gebrttncblichen  Namen  Leitstrahl 

oder  liadiusvector,  wonach  jedem  Punkte  einer  Ellipse  zwei 
Leitstrahien  Zubehören,  so  fiilirt  das  Voilioigeliende  zn  dem  Lehr- 
sätze :  F  ü r  j  o  (1  (•  n  E 11  i  p  s  o  n  p  u  n  k  t  i  s  t  d  i  c  S  u  m  m  e  der  1)  o  i- 
den  Leitstrahien  uuveräuderlich  gleich  der  grossen 
Achse. 

III.  Die  Hyperbel.  Ganz  ähnliehe Beaiehiingen  wie  bei 
der  Ellipse  finden  auch  in  dem  FaUe  statt,  wenn  I ,  nur  dass 
dadurch  eine  wesentliche  Viy^scbiedenheit  der  Gestalt  bedingt  wird. 

Zunächst  kann  die  Substitution  h  =s  ^  ^  ^  wieder  angewendet  wer* 

denj  sie  erfordert  aber,  weil  1  —  £^  negaüv  ist,  eine  Kückwärts- 

Verschiebung  der     Achse  nra  die  Strecke  — ^ — j.    Der  neue 

Coordinatenaufang  führt  auch  hier  den  Namen  Mittelpunkt;  es 
zeigt  sich  aber  dabei  im  Vergleich  mit  der  Ellipse  der  Unterschied» 
dass,  während  dort  der  Mittelpunkt  von  der  Directrix  aus  über 
den  Brennpunkt  hinaus  gelegen  war,  bei  der  Hyperbel  der  Mittel- 
punkt und  Brennpunkt  die  Leitlinie  zwischen  sich  einschliessen. 
Behalten  wir  die  bei  Untersuchung  der  Ellipse  eingeführten  Be- 
zeichnungen bei,  so  folgt,  wenn  man  mit  Berücksichtigung  der 
LagcnverBcluedenheit  die  zur  Iforloitiing  von  "Nr.  4)  und  5)  ange- 
wendeten Kechnnngon  wiederholt,  für  die  lineare  Excentrici- 
tät  oder  den  Abstand  des  Breunpunktes  vom  Mittelpunkte  das  Re- 
sultat: 

10)  c  = 

und  für  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  vom  Scheitel: 
1.)  a  =  :^. 


Dieser  letzte  Werth  kann  in  die  Mittelpunktsglcicluing  der  Hyper- 
bel eingesetzt  werden.  Da  diese  Gleichung  ihre  Entstellung  der- 
selben Substitution  verdankt,  welche  auch  bei  der  Ellipse  auge- 
wendet wurde ,  so  muss  sie  mit  Nr.  3)  vollkommen  übereinstim- 
men; sie  wird  aber,  wenn  man  negative  Glieder  vermeiden  will, 
zweckmässiger  in  der  Form 
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geschrieben.  Mit  Bennteiiiig  yon  Nr.  Ii)  erbltlt  mao  ani  ihr  nacli 
einfacher  Um^estaltong: 

ap  ' 

oder,  wenn  man  wieder  eine  Hilfsgrösse  b  einführt,  für  welche  die 
Relation  6)  giltig  ist,  * 

■«  (!)'=■• 

Aus  der  ±  orm  dieser  Gleichung  folgt  vorerst  wieder  die  Sym- 
metrie der  Hypcrbol  in  Beziehung  auf  die  X-  and  JK-Achee;  es 
bestellt  also  auch  diese  Oarve  in  UebereinstimmnDg  mit  der  El- 
lipse ans  Tier  unter  sich  congruenten  Quadranten.  Dabei  ist  aber 
die  Gestalt  eine  durehans  verschiedene ,  wie  sieb  mittelst  der  ans 
Nr.  13)  folgenden  Bedingungen 

(t)'^'.  (!)■<(!)■ 

übersehen  lässt.  Nach  der  ersten  dieser  Eelationen  sind  nämlich 
keine  Hyperbelpunkte  möglicii ,  wenn 

+    >  .r  >  —  a, 

also  bei  Uebereinstimmung  dor  Achsen  und  des  Wertlies  a  gerade 
innerhalb  des  Raumes,  wo  sieh  alle  ausserhalb  der  ^« Achse  gele- 
genen EUipsenpnnlEte  befinden ;  nur  fttr  y  —  0  fallen  beide  Curven 
BUsammen  und  geben  flir  die  Abscissen  der  Achsenschei- 

tel.  Die  Hyperbel  serfüllt  hiermit  in  awei  von  einander  getrennte, 
zu  beiden  Seiten  der  Achse  gelegene  Zweige.  —  Fassen 
wir  ferner  von  den  vier  congruenten  hyperbolisch on  (Quadranten 
deiijonij]^en  besonders  ins  Aii^e,  innerhalb  rlesscn  beide  Coordina- 
teu  positiv  sind,  so  wuchsen  in  Folge  der  unter  12)  {gefundenen 
Mitteipuuktsgleichung  die  y  gleichzeitig  mit  den  x-^  dabei  ist  aber 

gemäss  der  Ungleichung  (^^^  <       j  immer 

h  ' 

d.  h.  die  HTperbelordinaten  sind  bei  ttbereinstimmendem  x  kleiner 
als  die  y  einer  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden  mit  der 

h 

Bichtungsconstante  — .    Um  die  gegenseitige  Lage  der  Hyperbel 

und  dieser  Geraden  näher  zu  untersuchen,  bringen  wir  die  Hyper- 
belgleichung auf  die  Form : 

Anal.  Geom.  1«  6 
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oder,  indem  wir  linker  Hand  in  Faetoren  zerlegen: 

Hieraus  lofgt  für  jeden  Punkt  der  in  Hede  stehenden  Hälfte  des 
einen  Hyperbelzweiges 

b  ab* 

-  x  —  y^-^  

a  bx'\-ay 

Der  ftitf  der  rechten  Seite  befindliche  Quotient  giebt  fttr  die  Diffe- 
renz von  —  X  und  y .  d.  i.  für  die  Ordinateudifferenz  der  Geraden 
a 

nnd  Hyperbel  Werthe,  die  sich  bei  gleichaeitig  wachsenden  «nnd 
y  fort  nnd  fort  yerkleinem;  ja  es  kann,  wenn  man  x  hinreichend 
gross  wählt  und  damit  anch  y  entsprechend  anwachsen  lässt,  die- 
ser Unterschied  kleiner  als  jede  nocli  so  kleine  Grösse  werden, 
oline  doch  jemals  gans?  in  Null  überzusehen.  Eine  Gerade,  wie 
die  e)»PTi  untcrsuclite ,  an  welche  sich  eine  krumme  Linie  mehr  und 
mehr  anschmiegt,  ohne  doch  je  mit  ihr  vollständig  zusammenzu- 
fallen, heisst  eine  Asymptote  der  Gurre;  die  Hyperbel  besitzt 
mit  Rücksicht  auf  ihre  Symmetrie  gegen  die  von  nna  gew&hken 
Goordinatenachsen  zwei  Asymptoten,  die  sich  im  Mittelpunkte 
schneiden.  Die  Gleichungen  dieser  hyperbolischen  Asymptoten 
sind; 


13) 


y  =^  -f —  X  nnd  y  =  x. 


Tn  Figur  30  ist  eine  Hy- 
perbel mit  den  Asymptoten  LL 
und  L' L'  dargestellt.  Die  Ge- 
rade AA'  =  2  a  führt  den  Na- 
men Hauptachse;  die  durch 
den  Mittelpunkt  senkrecht  zur 
Hauptachse  gelegte  Gerade  TY 
wird  die  Nebenaehse  ge- 
nannt. Unter  Länge  der  Ke- 
bcnaclise  vci steht  mau  das  Doppolte  derjenigen  Grösse,  die  wir 
mit  b  bezeichnet  haben.  Diese  Länge  kann  durch  eine  Gerade 
V  D'  E'  dargestellt  werden,  welche  man  durch  einen  Achsen- 
scheitel parallel  zur  Nebenachse  zwischen  den  Asymptoten  legt. 
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Nach  den  Gleiclraiigeii  der  Asymptoten  ist  nSmlieli,  wenn  wir 
LDCA  oder  die  Hfilfte  des  sogenannten  Asymptotenwlnkels  BCE 
mit  Y  beseicbnen, 

fr 

14)  tofiy  =  -, 

und  hieraus  folgt : 

DA  =  a,tany^h,  also  L  E  z.^  2  b. 
Von  DE  oder  D' E'  aus  wird  diese  TJinge  leicht  auf  die  Nebon- 
achse  nach  BB'  Übertragen.  *Za  bemerken  ist  dabei,  dass  eine 
ElUpse  mit  denselben  Halbachsen  a  nnd  b  in  das  an  dieser  Con- 
stmetion  benntste  Rechteck  DEM* D*  yGllig  eingeschlossen  sein 
würde. 

Die  Helation  a>      welche  bei  der  Ellipse  Geltung  fand, 

kojiinit  für  die  Hyperbel  iii  Wegfall.  Ks  ergicbt  sicli  diese  Wabr- 
nehmung  unmittelbar  aus  der  Gleichung  II),  wonacli  fi'^ wenn 
<C  2,  dagegen  «  <  />,  wenn  £*  >  2.  Da  nun  b  immer  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  a  und  p  darstellt,  so  muss  im  ersteren  Falle 
auch  a'^h  und  im  letateren  114^6  sein.    Sobald  f'ssS,  oder 

t  =  werden  a,  b  nnd  p  nnter  sich  gleich ;  die  Hyperbel  wird 
dann  eine*  gleichseitige  genannt.    Ans  Nr.  14)  folgt  ohne 

Scliw  i«  1  igkeit,  dass  der  Asymptotenwinkel  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  ein  rechter  sein  muss,  während  er  für  a'^  b  spitz  und 
für  a<ib  stumpf  ist. 

Was  die  ttbrigen  für  die  beständigen  Grössen  der  Ellipse  aaf- 
gestellten  Beziehungen  betrifft,  so  aeigen  annftcbst  die  Gleichungen 
10}  nnd  II),  dass  die  Formel 

 c 

^  a 

auch  für  die  Hyperbel  Anwendung  lindct.  Jlieruiit  können  aber 
zugleich  die  daraus  gezogenen  Folgernnjren  übertragen  werden. 
Nur  Nr.  9)  erleidet  eine  Abänderung,  indem  die  Verbindung  von 
6)  und  11)  zu  dem  Besultate 

*^  =  a»(«»— 1) 

hinfuhrt ,  woraus  mit  Einsetzung  des  Werthes  von  1  und  geänder- 
ter Ordnung  der  Glieder  die  Relation 

.  15)  €^  =      +  ^* 

hergeleitet  wird.  CB  =  CE  in  Fig.  30  ist  daher  identisch  mit  dem 
Abstände  des  Brennpunktes  vom  Mittelpunkte. 

6» 


—  84  — 


l  ia:.  31. 


In  gleicher  WeUe  wie  bei  der  Ellipse  gelangen  wir  auch  bei 
der  Hyperbel  au  awei  Leitlinien  und  zwei  Brennpunkten ,  Ton 
denen  wieder  die  aaf  derselben  Seite  der  Nebenaebse  gelegenen 
einander  zugehören.  In  Fig.  31  sind  diese  beiden  Leitiinien  darcb 

2>,  />,  und  dargestellt,  mit  den 
zLi^<H)i(hieton  Brennpunkten  Fy  und 
F^.  Bezeiclmen  Avir  mit  s  die  nu- 
merische Excoiitricitat,  'io  folgt  aus 
einer  ähnlichen  Kechnuog,  wie  die 
zu  Fig.  29 1)ei  TTntersucbung  der  el- 
liptischen Leitstrahlen  angestellte, 


und  hieraus : 


PFi  ™  2ö. 

Dies  giebt  den  zur  Uonstruction  der  Hyperbel  brauchbaren  Lelir- 
satz:  Für  jeden  Hyperbelpunkt  ist  die  Differenz  der 
beiden L ei t strahlen  unTeränderlich gleich  der  Haupt- 
achse. 

Die  zwischen  der  Ellipse  und  Hyperbel  stattfindenden  Ana- 
logien können  analytisch  auf  die  Zusammenstellung  itirer  Mittel- 

puitktsgleichungon  7)  und  12)  zurückgeführt  werden.  Beide  Glei- 
chungen weidon  identisch,  sobald  man  die  elliptisclic  Halbachse  b 

in  ^  ^/-— 1  übergeben  lässt.  Dadurch  ist  der  Ausspruch  gerecht- 
fertigt: die  Hyperbel  kann  als  Ellipse  mit  imaginärer  kleiner 
Achse  aufgefasst  werden.  Um  endlich  noch  eine  Yergleichung  mit 
der  Parabel  zu  erlangen,  muss  man  fElr  alle  drei  Curven  die  Schei- 
telgleichung anwenden,  weil  in  der  Parabel  kein  Mittelpunkt  vor- 
handen ist.  Bei  Benutzung  der  Beziehungen  d)  und  1 1)  entsteht 
aus  Nr.  7)  in  §.  13  das  folgende  System  von  Gleichungen : 


16) 


a 


,2  


2üa:  H  o;* 

a 


welche  in  der  gewählten  Reihenfolge  der  Ellipse,  Parabel  und 
Hyperbel  als  Gleichungen  aus  dem  Scheitel  angehören.  Ellipse 
und  Hyperbel  gehen  nach  dieser  Zusammenstellung  in  Parabel 
über,  wenn  man  a  unendlich  werden  lässt.  Die  Parabel  kann  da- 
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her  als  eine  £lHpsc  oder  Hjperbel  mit  unendlich  grosser 
Achse  betrachtet  werden. 

Von  dem  allgemeinen  Ueberblicke  der  drei  Hauptformen  der 
Kegelschnitte  wenden  wir  nns  in  den  folgenden  Capiteln  sn  der 
speciellen  analytifiehen  Untersnehnng  dieser  Cnrren.  Wir  gehen 
dabei  von  der  Parabel  aus ,  die  insofern  für  die  einfachste  dieser 
drei  Linien  anzusehen  ist,  als  ihre  Gleichnng  nur  von  einer  Con- 
stanten abhängig  gemacht  werden  kiiun  ,  winncnd  für  dir  Kllijisc 
und  Hyperbel  die  Einführung  von  zwei  beständigen  Grössen  uö> 
thig  wird. 
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Fünftes  CapiteL 
Die  Parabel. 


§.  15. 

Die  Oleidnmg:  tf^  =  2px. 

aciidem  wir  im  voilgcn  Paragraphen  unter  I.  auä  der  Gleichung 
1)  f/^=^2px 
bereitjü  die  llauptumvifise  der  Ocätalt  für  die  dadurch  repräsentirtc 
Linie  —  die  Parabel  —  hergeleitet  haben,  wollen  wir  jetzt  die 
Gleichung  anwenden,  um  aus  ihr  die  Mittel  zur  geometrischen  Dar- 
stellung dieser  Curve  zu  gewinnen. 

L  Wird  Nr.  1)  in  eine  stetige  Proportion  aufgelöst,  so  er- 
scheint jf  als  mittlere  Proporttonale  zwischen  3/>  und  o?,  oder  auch 
zwischen  p  und  ^x.  Jede  elementar -geometrische  ConstructioDf 
durch  welc'ho  die  mittlere  Proportionale  zweier  Strecken  gefunden 
wird  ist  daher  brauchbar,  um  beliebig  viele  Punkte  einer  Parabel 
zu  erlaugeu,  deren  Achse,  Scheitel  und  Parameter  gegeben  sind. 


Pig.33. 


Trügt  man  z.  B.  aus  dem  Scheitel  A 
(Fig.  32)  die  Abscisse  AM  auf  der 
Achse  rückwärts  nach  AT,  macht 
MN  s=s  p  und  construirt  über  dem 
Durchmesser  TN  einen  Halbkreis,  so 
wird  die  Ordinate  PM  in  einem  Fa- 
rabelpunkte  P  geschnitten,  weil  nach 
einem  bekannten  Satze  PM  die  mitt- 
lere Proportionale  zwischen  TM  und  MN  bildet.  Die  besondere 
Auftrag ung  der  Strecke  MN  kann  liicrljei  noch  erspart  werden, 
wenn  man  beachtet,  dass  der  Mittelpunkt  F  des  beschriebenen 
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Halbkreises  den  Brennpunkt  der  Parabel  abgiebt.  Der  Constrne- 
tion  zufolge  ist  nämlich 

folglich,  da^r=ar, 

Diebcr  Werth  ist  aber  nach  §.  \-k  Nr.  I)  mit  tluin  Abstände  des 
Breiin](unktcö  vom  Scheitel  identisch.  —  Dns  .inj^egebeiie  Verfah- 
ren eiMpfiehlt  sich  naiiicntlicli  insofern ,  alä  wii  später  finden  wer- 
den, d«ass  dabei  gleichzeitig  in  PT  und  PN  die  Tangeute  und  Nor- 
male des  Parabelpanktes  P  zum  Vorschein  kommen. 

II*-  Liegt  ein  Funkt  auf  xwei  Geraden ,  für  welche  die  Glei- 
chungen 

2)  y-^Jx 


3) 


2/» 


Fig.  33. 

r 


gegeben  sind,  so  gilt  für  seine  Coordiuatcn  auch  die  aus  Multipli- 
cation  von  3)  und  3)  entstehende  Gleichung : 

er  i.^t  also  ein  Parabelpunkt.  Dies  giebt  snr  folgenden  Construc- 
tion  Veranlassung. 

Im  Abstände  AC  Ip  vom  Scheitel 
(Fig.  33)  errichte  man  die  feste  Gerade  CD  D 
senkrecht  sur  Achse.  Wird  dann  durch  den 
Scheitel  A  die  Gerade  ^i*  in  beliebiger  Rieh- 
tung  gelegt,  liierauf  das  Perpendikel  AN  ge- 
füllt und  zuletzt  NP  parallel  zur  Achse  AJC 
gezogen,  soliegt  der  Punkt  P  auf  der  Parabel. 
JSetzt  man  nämlich  L  PAX—  a y  also  nach  der  bei  der  Theorie 
der  Geraden  eingeführten  Bezeichuung  A=:.Uutaj  so  ist  I^r.  2) 
die  Gleicliung  von  AP,  Ferner  hat  man 

A B ^ B N .  cot       AC .  coi  tt^ 

also  auch 

2» 

AB=^  ~ 

Jm, 

Hiemaeh  stellt  Nr.  3)  die  Gleichung  der  Geraden  NP  dar,  und  der 
Punkt  f&x  welchen  3)  und  3)  Geltung  finden,  genügt  den  ge- 
gebenen Bedingungen, 

IH.  Xu  Betracht,  dass 


Digitized  by  Google 


—   88  — 


kann  die  Gleichung  i)  aucb  in  der  Form 

geschrieben  werden ,  wodurch  mau  zu  dem  Ausdrucke 

gelangt.  Der  linker  Hand  befindliche  Werth  giebt  die  Entfernung 
des  Punktes       von  einem  festen  Punkte  mit  den  Ooordinaten  0 

und  an,  d.  i.  nach  §.  L4  Nr.  l)  seinen  Abstand  vom  Brenn- 
punkte oder  den  Leitstrahl.  Bezeichnen  wir  letsteren  mit  z ,  so 
wird  aus  Nr.  4) 

oder  I  da  hier  nur  positive  Grössen  in  Frage  kommen  können, 

Wenn  mau  beachtet,  dnsa  der  Werth  —  in  der  Parabel  auch 

2 

den  Abstand  des  Scheitels  von  der  Leitlinie  darstellt,  so  wird  man 
leicht  sehen ,  dass  diese  Relation  den  analytischen  Ansdmek  f^r 

diejenige  Eigenschaft  enthält,  auf  welche  wir  die  Entstehung  der 
Parabel  gegründet  haben ,  nanilieli  für  die  (Weichheit  dor  Entfer- 
nungen jedes  runktcö  dieser  Cnrve  von  Uirectrix  und  Brennpunkt. 
Die  hieraus  horznleitende  ronstrnttion  von  Parabelpunkten  mag, 
da  sie  durchaus  keine  Schwierigkeit  gewahrt,  der  Selbstübung 
anheim  gegeben  werden;  wir  legen  nur  noch  die  Frage  vor,  ob 
nicht  etwa  eine  Modification  dadurch  eraielt  werden  kann,  dass 
vielleicht,  wie  bei  Ellipse  nnd  Hyperbel,  mehr  als  ein  Brennpunkt 
vorhanden  ist. 

Im  allgemeinsten  Sinne  führt  jeder  Punkt  in  der  Ebene  einer 
Curve,  der  im  Vereine  mit  einer  zugeordneten  Geraden  (Directrix) 

*)  Dasselbe  Resultat  kann  in  Flg.  32  dlrect  abgelesen  werden.  Dort 
ist  nämlich  FFssz,  also,  da  im  Kreise  alle  Radien  gleich  sind, 


4 
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die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Eatfernungcn  jedes  Chirvenpunktos 
von  diesem  festen  Punkte  und  der  zugehörigen  Direotrix  in  einem 
eonstanten  Verbiütnisse  stehen,  den  Namen  Brennpunkt.  Be- 
seiebnen  wir  seine  Ooordtnaten  mit  t  nnd  i}  und  setien  fftr  die 
Gleichung  der  Leitlinie 

so  muss  nach  der  aiii^;*  gi  benen  Fundanientaleigenschaft  des  Brenn- 
punktes die  Gleichung  der  Curve  die  Form 

annehmen  können,  wobei  f  einen  unveränderlichen  Factor  aus- 
(liiickt  [vgl.  §.  3  Nr.  \)  iiml  i^.  6  Xr.  7>1.    Werden  hirrlu  statt 
b  und  £  zur  Abkiuzuiig  drei  neue  Couslanteu  a,     y  eingeführt, 
für  welche  die  Relationen 

At  ^  $  6t 


]/i+A*'    *^  yr^fA*'  yi+A* 

gütig  sind,  so  erlangt  die  Curve  mit  dem  Brennpunkte  die 
Gleichung : 

«)  +  (jr-«»)'= (««+ +r)' 

oder,  wenn  man  die  darin  angedeuteten  Operationen  ausführt  und 

nach  roteiizen  der  Variabein  x  und  y  ordnet, 

Die  Form  dieser  Gleichunjg  führt  uns  zu  der  aus  der  Entstehung 
(ler  Kegelschnitte  bereits  ersichtlichen  Bemerkung  BurÖck,  dass 

Brennpunkte  nur  bei  Linien  zweiten  Grades  vorkommen  können. 
Soll  nun  eine  solche  Linie  zur  i'arabel  werden,  so  muss  Nr.  7)  in 

tibergehen.  Hierzu  sind  die  folgenden  Bedingungen  nöthig : 

welche,  da  mit  Rücksicht  auf  die  beiden  ersten  dieser  Beziehungen 

beiu  muss,  sich  auf 

««  =  I ,        ,^  r:=  0  und  f 
redudren.)  Die  Relation    =  0  zeigt,  dass  Brennpunkte  nur  in  der 
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Achse  der  Parabel  gelegen  sein  können.  —  lüt  EmBetanng  der 
vorhergehenden  Werthe  enteteht  aus  Nr.  7) 

jr»  =  2«(|  +  ay) 
als  Gleiehong  einer  Parabel ,  für  welche 

Winl  (litjbü  letzte  13ediDg'nn<r  mit  den  oben  aul'«;estelltcn  vereinigt, 
so  gelangt  man  nach  iiHiniiuation  von  n  und  y  zu  dem  Kesultate: 

Dieser  Gleichung  kann  aber  in  einer  Parabel,  deren  Halbparameter 
p  von  Noll  verschieden  ist,  nur  genügt  werden,  wenn 

* 

Die  Parabel  besitzt  demnaeh  nur  einen  Brennpunkt,  nftmlich  den 
auf  der  Achse  im  Abstände  ^  vom  Scheitel  gelegenen. 

§.  16. 

Die  Parabel  und  die  Gerade. 

Legen  wir  den  folgenden  Untersuchungen  die  Gleichung  der 
Parabel  wieder  in  der  Form 

1)  ^=2px 
2u  Grunde,  so  ist  dabei  in  Ueberelnstimmung  mit  den  vorher- 
gehenden Betrachtungen  ein  rechtwinkliges  Coordinateusystem 
vorausgesetzt,  dessen  X-Achse  mit  der  Parabelachse  zusammen- 
fallt und  dessen  Anfangspunkt  ira  Scheitel  gelegen  ist.  Was  die 
liierbei  angenommene  F- Achse  betrifft,  so  orgiobt  sich,  wenn  wir 
ihre  Gleichung 

mit  der  oben  für  die  Parabel  gegebenen  verbinden ,  die  Gleichung 

welche  zwei  gleiche  Wurzeln  ys=0  besitzt.  Der  Coordina- 
tenanfang,  soweit  er  gleiehzeitig  auf  der  F- Achse  und  Parabel 
liegt,  ist  daher  so  anzusehen,  als  wenn  er  aus  zwei  zusammen- 
fallenden Punkten  bestände ,  welche  beiden  Linien  gemein- 
schaftlich sind.  Hiermit  gewinnt  die  Achse  den  Charakter  einer 
Taugeuto  j  wir  wollen  ihr  den  Namen  S eh  ei  t  e  1 1  a a  g  e n  t  e  geben. 

Gehen  wir  nach  dieser  Vorbemerkung  zu  den  möglichen  La- 
gen einer  beliebigen  Geraden  gegen  die  Parabel  Uber,  so  soll 
erfitore  durch  die  Gleichung 
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2)  if^Ax  +  b 

fixirt  sem.  Fflr  etwa  Yorliandene  gemeinsehaftUehe  Pmikte  beider 

Linien  gelten  dann  die  beiden  Gleichungen  I)  und  2),  aus  denen, 
wenn  mau  y  elimiuirt,  für  die  Abscissen  dieser  Punkte  das  HeMuUat 

3)  A '     -f-  2    {A  ü         -f-  6*  =  0 
entsteht.  Die  zugehörigen  y  hnden  sicli  aas  Nr.  2). 

Kücksichtlich  der  Gleichung  3)  müssen  wir  die  beiden  Fälle 
unterscheiden,  ob  ^  =  0  oder  Ton  Noll  Texsehieden  ist,  d.  h.  ob 
dfe  Gerade  der  Parabelaebse  parallel  länft  oder  sie  schneidet.  Im 
ersteren  Falle  giebt  die  Gleiebimg,  weil  sie  in  Beaiehung  anf  x 
dem  ersten  Grade  angehört,  nur  eine  Wnrzel,  woraus  das  Resul- 
tat folgt,  dass  jede  der  Parabelachse  parallele  Gerade 
die  Parabel  in  eiueui  Punkte  schneidet.  I^t  dagegen^ 
von  Xull  verschieden ,  so  behält  Xr.  2)  ihre  quadratisclie  Form; 
die  Parabel  und  die  Gerade  haben  daher  mit  liücksicht  auf  die 
Beschaffenheit  der  Wuraeln  dieser  Gleichnng  zwei  verschiedene, 
einen  oder  besser  gesagt  swei  zusammenfallende  Punkte  und  end» 
lieh  keinen  Punkt  gemein ,  jenachdem 

Nach  nöthiger  Hebung  gewinnt  dieses  Kriterium  die  Form 

*  *C 

Wenn  man  hierbei  noch  beachtet,  dass  der  Parameter  3p  immer 
emen  wesentlich  positiven  Werth  besitzt,  so  Iftsst  sich  die  Unter- 
scheidung der  drei  erwähnten  FftUe  davon  abhängig  machen,  ob 
die  Differenz 

positiv ,  gleich  Null  oder  negativ  ist.  Im  ersteren  Falle  hat  die 
Grerade  den  Charakter  einer  Secante,  im  zweiten  einer  Tangente, 

im  dritten  liegt  sie  mit  allen  ihren  Punkten  ausscriiaib  der  Parabel. 

Way  die  geometrische  Deutung  des  ange- 
gebenen Merkmales  betrifft,  so  ist  für  die  Tan- 
gente PQ  (Fig.  34) ,  wenn  man  mit  a  den  Win- 
kel bezeichnet,  welchen  die  Gerade  mit  der 
if- Achse  einschliesst, 

Ab  =  ÄQ.1mtt  =  AF, ' 

P 

Beachtet  man  ferner,  dass     den  Abstand  ^ 
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des. Brennpunktes  Yom  Scheitel  darstellt,  so  führt  das  Obige  zn 

dem  Resultate:  Fällt  man  auf  eine  Gerade  in  ihrem 
Durchscliiiittspunkte  mit  der  S  ch  citeltangente  der 
Parabel  e  in  l'erpendikel ,  so  kann  man  von  dorLago 
des  Punktes,  in  welchem  dieses  Perpendikel  die 
Achse  trifft,  abhängig  machen,  ob  die  Gerade  die 
Parabel  in  zwei  Punkten  sehneiden,  in  einem  Punkte 
berühren  oder  keinen  Punkt  mit  ihr  gemein  haben 
wird.  Der  erste,  zweite  oder  dritte  Fall  tritt  ein,  je- 
nachdem  jener  Punkt  zwischen  Scheitel  und  Brenn- 
punkt, im  Brennpunkte  oderjenseits  des  Brennpank* 
tes  gelegen  ist.  Besonders  wiclitig  ist  von  diesen  drei  Fällen 
der  aufTangeuten  bezügliche,  indem  er  dazu  benutzt  werden  kann, 
um  bei  gogfdjcnem  Brennpunkte  alle  auf  Parabeltangeutcu  be- 
zügliche Aufgaben  geometrisch  zu  lösen. 

Wir  wenden  uns  zur  analytischen  Behandlung  solcher  Auf- 
'  gaben,  wobei  wir  das  Kriterium  festzuhalten  haben,  dass  jede  Ge- 
rade, deren  Oonstanten  die  Bedingung 

— ^6  =  0 

3 

oder 

4)  p^%Ah 
erfüllen,  eiue  Tangente  darstellt. 

Auä  Nr.  4)  folgt  zunächst,  wenn  die  Jiichtung  einer  zu  ziehen« 
den  Tangente  gegeben  ist, 


und  hieraus  für  die  Gleichung  der  Bertthrungslinie  selbst : 

Dieses  Kcsultat  zeigt,  dass  in  derselben  Richtung  stets  nur  eine 
Parabeltaugeute  möglich  ist.  Die  Construction  von  5)  führt,  wenn 

man  die  Grösse  ^  (gleich  AQ  Fig.  34)  geometrisch  darstellt*,  auf 

das  oben  fUr  Tangenten  festgesetzte  Merkmal  zurück. 

Soll  femer  eine  Gkrade  y^Ax-\'h  die  Parabel  berflhirett 
und  dabei  durch  einen  festen  Punkt  iTiyi  hindurchgehen,  so  hat 
man  zur  Bestimmung  der  beständigen  GfrSssen  A  und  h  die  beiden 

Bedingungen : 
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p  —  2  .  /  ^  ,  //o*,  + 

Hieraus  entsteht,  wenn  man  b  eÜminirt,  zur  Berechnung  von  A  die 
Gleichung : 

•  6)  2^'a:,  —  2^y,  +p~0. 

Die  zugehörigen  b  ergeben  sich  am: 

7)  *  =  yt  — 

Mit  Rücksicht  auf  die  quadratische  Form  ron  Nr.  6)  folgt, 
dass  durch  den  Paokt  xc^y,  swei  Tangenteu,  eine  oder  keine 
möglich  sind ,  jenachdem 

was,  wie  man  leicht  finden  wird,  darauf  hinauskommt,  ob  der  ge- 
gebene Punkt  ansserhalb  der  Parabelfläche,  auf  der  Peripherie 

oder  innerhalb  gelegen  ist. 

Soll  der  Punkt  Berührungspunkt  sein,  so  hudet  die 

Gleichung: 

8)  y,«  =  2/)a', 

statt.  Wird  nun  Nr.  6)  mit  p  mnltiplicirt,  so  entsteht  mit  Benutzung 
von  8) 

und  hieraus  folgt: 

9)  A^B., 

Für  die  Oonstante  h  ergiebt  sieh  aus  Nr.  7) ,  wenn  man  den  ge- 
fundenen Werth  von  A  einsetsst,  • 

'-''•-IT' 

oder,  wenn  man  auf  gleichen  Nenner  bringt  und  wieder  mit  Hilfe 
von  Nr.  8)  reducirt: 

Durch  die  Substitution  der  Wcrthc  9)  und  10)  in  die  (ileichung 
der  Geraden  erbiilt  man  als  Gleichung  einer  Tangente  mit 
dem  Hcrübrungspunktc  0-,^,: 

11)  yy^~p{x  +  .r^). 

Setzt  man  hierin  y=zO^  so  folgt  für  die  Abscisse  a  desjenigen 
Punktes ,  in  welchem  die  Tangente  die  Parabelachse  schneidet, 

12)  a  =  —  afj. 

Dieser  letzte  Werth  ist  besonders  geeignet,  u«  bei  gegebenem  Be- 
rührungspunkte die  Tangente  eu  construiren. 
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Fig.  3ä.  Soll  a.  B.  die  Parabel  im  Pnnkte  P 

.(^&'  einer  Goraden  berührt 

werden,  so  Lat  man  nur,  wenn  PM 
^  die  Ordinate  dieses  Pimkteä  darstellt, 
ATn^ÄM  SU  machen  und  PT  zm  zie- 
heoi  «m  die  Tangente  zu  erhalten.  Be- 
merkenBwerth  ist  hierbei,  das«  man,  wenn 
die  Abflcisse  AM=sx  gesetzt  wird,  fflr  den  Abstand  des  Punktes 
T  Tom  Brennpunkte 

erluilt,  woraus  mit  Kiicksiclit  auf  Nr.  5)  des  vorhergehenden  Pa- 
ragraphen die  Gleichheit  von  i'T  und  FJ*,  also  auch  die  Gleich- 
heit der  Winkel  PTF  und  TPF  hervorgeht.  Dies  giebt  den  Satz : 
DieTangcnte  an  einem  Parabelpunkte  bildet  mit  der 
Parabelachse  denselben  Winkel,  wie  mit  dem  Leit- 
strahle  jenes  Punktes.  Legt  man  ferner  PJt  parallel  zur 
Achse,  so  sind  nach  dem  Vorigen  auch  die  Winkel  T^PM  und 
TPF  einander  gleich.  Hierauf  beruhen  die  physikalischen  Eigen- 
Schäften  des  Parabelbrennpunktes**). 

Int  vi',?/,  ein  ausserhalb  der  Parabel  gelegener  Punkt,  von 
welchem  aus  zwei  Tangenten  gezogen  werden  können,  so  lässt 
sich  durch  ein  ganz  ähnliches  Kiisonnement,  wie  das  zur  llerleitnng 
der  Gleichung  3)  in  §.  10  angewendete,  nachweisen,  dass  für  die- 
sen Fall  Nr.  11)  di»  Gleichung  der  BerUhrungssehne  dar- 
stellt. Bezeichnet  man  nämlich  die  Goordinaten  eines  der  beiden 
Bertthrungspunkte  mit  a;  und  y,  so  findet,  da  d?]  und  einem 
Punkte  angehören ,  welcher  in  der  durch  xy  gehenden  Tangente 
gelegen  ist,  zwischen     x^^y  und     nach  11)  die  Relation 

13)  yy^=p{x'\-X,) 

statt,  wobei  nur  x  und  x^y  y  und  y,  ihre  Bedeutungen  vertauscht 
haben.  Ganz  Gleiches  gilt  auch  fnr  den  zweiten  Berühruiin^spnnkt; 
folglich  ist  die  Gleichung  13),  weiche  als  Gleichung  ersten  Grades 
zweien  mit  xy  bezeichneten  Funkten  Gentige  leistet,  der  Ver- 


*)  In  einem  Hohlspiegel,  dessen  spiegehulc  Fläche  dnrch  ßotation 
einer  Parabel  nm  ihre  Achse  gebildet  ist,  werden  Lieht-  oder  Warmestrah- 
len, die  parallel  zur  Achse  einfallen,  im  Brennpunkte  vereinigft.  Umgekehrt 
werden  solche  Strahleil!,  wenn  sie  vom  Brennpunkte  ausgehen,  in  einer  mit 
der  Achse  parallelen  IBehtDiig  refleetirl« 
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famdungsgeraden  dieser  beiden  Paukte  «ngeliOrig.  Hieniaeli  ist 
es  leicht,  die  Bertthinngssebne  xu  cotutrntreti.  Man  findet ,  wie 
bei  der  Tangente,  filr  die  Abscisse  ihres  Durcliäclmittspunktes  mit 
der  Parabelaohse 

«  =  — 

wodurcli  oiner  ihrer  Punkte  bestimmt  ist;  ferner  für  ihre  Hieb- 
tuugscouätaute 


d.  h.  mit  Rttcksicht  auf  Nr.  9):  sie  Iftnft  mit  der  Tangente  eines 
Parabelponktes  parallel,  dessen  Ordinate  mit    ^leieh  ist. 

Normalen  der  Parabel.  Eine  im  Parabelpunkte  ar,y, 
errichtete  Normale  bat,  weil  sie  aaf  der  Tangente  dieses  Punktes 
senkrecht  steht,  nach  Nr.  6)  in  §.  6  die  Gleichungsform ; 

wobei  A  die  der  Tangente  zugehörige  Richtungsconstante  beseich- 
net.  Mit  Substitution  des  in  Nr.  9)  gegebenen  Wertbes  von  A  er- 
hält man  hieraus  ab  Gleichung  der  Normale: 

Setst  man  hierin  y=0,  so  ergiebt  sieh  flBr  die  Abscisse  ^  des 
Dnrohsohnittspnnktes  der  Normale  nnd  ParabelacLae  das  Resultat: 

15)  f  —  O:,  =r-r  p. 

Die  Differenz  t,  —  a:, ,  d.  i.  die  auf  der  Achse  zwischen  dem  1  uss- 
punkte  der  Ordinate  und  dem  Einfallspunkte  der  Normale  enthal- 
tene Strecke,  führt  den  Namen  Subnormale*).  Mit  Einführung 
dieser  Benennung  entsteht  aus  Nr.  15)  der  Satz:  Die  Subnor* 
male  jedes  Parabelpunktes  ist  bestllndig  gleieb  dem 
Halbparameter. 

Aus  der  Gleichheit  der  Winkel,  welche  eine  Parabeltangente 
mit  Leitstrabl  nnd  Achse  einsebliesst,  kann  noch  auf  einfache 
Weise  das  Resultat  hergeleitet  werden ,  dass  die  gleiche  Eigen- 
schaft auch  für  die  Nomale  Geltung  besitzt. 


*)  In  itholicher  Weise  wird  die  swisohen'dem  EinfaUspuiikte  der  Tan- 
gente und  dem  Fusspunkte  der  Ordinate  «nf  der  Achse  i^elegene  Strecke 
Önbtangcnte  genannt.  Ihre  Grösse  ist  in  der  Parabel  nach  dem  FrU* 
beren  gleich  der  doppelten  Absdsse  des  BerUhrangspiinktes« 
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§.  17. 
FortsatiUBg. 

Durchmesser  der  Parabel.  Wenn  man  die  in  Nr,  3)  des 
vorlier^olionden  Parag^rapben  für  die  Abscisson  der  gemeinscbaft- 
licheu  Funkte  einer  Parabel  und  einer  Geraden  aufgestellte  Glei- 
cbvng  durch  A*  dividirt,  so  knim  diese  Gleichung  auf  die  Form 

gebracht  werden.  Es  ist  hierbei  voransgesettt,  daw  A  von.  Null 
verschieden  i«t,  d.  h.  dass  die  Gerade  nicht  mit  der  Farabelachse 
parallel  ISuft.  Der  ausgeschlossene  Fall  ist  also  der,  wo  die  Ge- 

rade  nur  einen  Punkt  mit  der' Parabel  gemein  haben  kann. 

Angenommen  nun,  die  Gerade  schneide  die  Parabel  in  zwei 
Punkten,  so  wollen  wir  mit  o:,  und  .r^;/.,  die  ( \)()rdinaten  die.ser 
beiden  Dmcbsclmittspunkte  bezeichnen.  Dann  folgt  aus  l)  nach 
dem  algebraischen  Lehrsatze  über  die  Summe  der  Wurzeln  einer 
quadratischen  Gleichung : 

•^1  4-   p  Ah 

2 

Der  linker  Hand  befindliche  Werth  drfickt  hier  die  Abseisse  des 

Mittelpunktes  der  auf  der  Geraden  abgeschnittenen  Parabelsehne 
aus.  Wahlen  wir  für  diesen  Mittel^junkt  die  Bezeiciuiung  o:^,  so 
dass 

80  besitzen  wir  zu  seiner  Bestimmung  aus  dem  Vorigen  die  beiden 
Gleichungen : 

2)  a:^^-^,  y^Ax-^h. 
Durch  Eliminimng  der  Constanten  b  entsteht  hieraus : 

3)  ^y=/>. 

Da  diese  Gleichung  den  Ort  der  Sehnenmitte  nur  von  der  l?ich- 
tung  der  Sohne  (mittelst  der  Oonstanten  A)  abhängig  macht,  so 
gilt  sie  zugleich  für  die  Mittelpunkte  aller  mit  der  untersuchten 
Geraden  parallelen  Sehnen  und  giebt  als  geometrischen  Ort  dieser 
Punkte  eine  zur  Parabelachse  parallele  Gerade.  So  entsteht  der 
Lelirsatz:  In  der  Parabel  liegen  die  Mitten  eines  jeden 
S^stemes  paralleler  Sehnen  in  einer  zur  Achse  pa- 
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rallelen  Geraden,  oder,  insofern  man  einer  Geraden  den  Na- 
men Durchmesser  einer  Onnre  giebt,  wonn  sio  die  Eigenschaft 
besitzt,  ein  System  paralleler  Sehnen  an  halbiren:  Alle  Para- 
beldnrchmeBser  laufen  mit  der  Aehse  parallel.  Ans 
Nr.  3)  folgt,  wenn  die ^ Riehtang  der  Sehnen  gegeben  ist,  ftlr  den 
Abstand  des  zugehörigen  Durchmessers  von  der  Achse : 

4)  y=  ^. 

Uni^ckolirt  bildet  riiir»  in  dor  Kiitfcrniing  y  |/^("/<»^'Pne  Parallele 
zur  Parabelacl)se  dvn  Durchnjesser  aller  derjenigen  Sehnen,  welche 
die  Richtungsconstante 

5)  A=^^ 

y 

besitzen.  Die  Ueberetnstimmnng  dieser  letzten  Gleichung  mit 
Nr.  9)  des  Torhergehenden  Paragraphen  zeigt  zugleich,  dass  dieses 
zugehörige  Sehnensystem  gleiche  Richtung  mit  derj«  nl^^^en  Gera- 
den hat,  welche  die  Parabel  in  ihrem  Dnrchsehnittspuukte  mit 

dem  IJurchme.ssor  tangirt. 

Die  soeben  gefundenen  Eigenschaften  gewäliren  die  Mittol, 
in  einer  gegobenen  Parabel  die  Lage  der  Achse,  des  Brennpunktes 
und  somit  auch  der  JJirectrix  ausfindig  zu  machen.  Mittelst  zweier 
parallelen  Sehnen  kann  man  nämlich  einen  Durchmesser  und  eine 
Tangente  constrairen ;  mit  Hilfe  der  letzteren  erhält  man  aber  eine 
den  Brennpunkt  enthaltende  Gerade  durch  Anwendung  des  Satzes, 
dass  jede  Parabeltangente  gleiche  .Winkel  mit  dem  Leitstrahle 
ihres  Berührungspunktes  und  einer  Parallelen  zur  Achse  ein- 
schliesst.  Wird  dieselbe  Oonstruction  an  einem  zweiten  Paare  pa- 
ralleler Sehnen  wiederholt,  go  lässt  sich  hierdurch  der  Brennpunkt 
und  aus  diesem  die  Ach  sei  und  die  Directrix  vollständig  bestimmen. 

Ein  Parabebbirchraosser  und  die  Tangente  des  in  ihm  ge- 
legenen Parabelpunktes  bilden  ein  System  zusammengehöriger 
Linien ,  für  welches  die  Parabelachse  und  Scheiteltangente  den 
speciellen  Fall  der  senkrechten  Lage  beider  Geraden  darstellen. 
Wählt  man  daher  zwei  Gerade  der  erstgenannten  Art  zur  X  und 
F- Achse  eines  schiefwinkligen  Coordinatensjrstems ,  so  muss  die 
für  dieses  System  geltende  Gleichung  der  Parabel  die  Scheitel- 
gleichnng  als  besonderen  Fall  in  sich  schliessen.  Mit  Anwendung 
der  in  §.  4  aufgestellten  Transformationsformeln  kann  man  rück- 
wärts von  der  Sclieitelgleicimug  zu  jener  allgemeineren  gelangen. 

Aoal.  Geom.  I.  7 
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Fig.  36.  Wir  wollen  hieran  den  Coordinatenwinkel 

YOX  in  Fig.  36  mit  u  beseiehnen,  und  die 

auf  die  Parabelachse  Aa  nnd  den  Scheitel 
bezogenen  rechtwinkligen  (yoordinaten  des 
neuen  Anfaugsjmnktcs  A  !> a  und  £0^b 
setaen.  Daun  folgt  auy  Nr.  5) 

6)  to«  CO  = 

nnd  auB  der  Scbeitelgleichnng  der  Parabel: 

7)  ft»==2öp. 

Nach  Nr.  8)  In  §.  4  ist  beim  Uebergange  vom  nrspriinpliclirn  bei 
allen  früheren  Untersuchungen  angewendeten  Coordiuatensysteme 
an  dem  neuen  das  frühere  x  mit 

fl  +  a:  +  y  cos  o 

und  das  frühere  y  mit 

b  +  y  sinm 

zn  vertauschen ,  insofern  nämlich  die  in  §.  4  angewendeten  Win- 

k<*l  tt  und  ß  liier  die  Werthe  0  und  a  besitzen.  Die  Scheitelglei- 
t  liuug  der  Parabel  wird  hierdurch  in  die  für  das  neue  System  gel- 
tende Gleichung 

(If  +  y  *m  «)*  =  2  j»  (a  +  a;  +  y  cos  m) 

transformirt ,  welche  nach  Ausführung  der  darin  angedeuteten 
Operationen  und  geänderter  Ordnung  der  Glieder  in  die  Form 

sin^  (0^*2px-j'2y  {p  cos  ß  —  y  sin  ß)  -\-2ap  —  6^ 

übergeführt  werden  kann.  Beachtet  man  noch ,  dass  nach  Kr.  6) 
nnd  7) 

pcosß  —  ysinß=tOj      %ap  —  6*  =  0, 

fio  hleibt: 

ö>  =  2  .r, 

oder,  wenn  man  beiderseitig  durch  sin*  a  dividirt: 

8)  y«  =  2-^-a:. 


Diese  Gleichung  stimmt  der  Form  nach  mit  der  Scheitelglei- 
chung  vollständig  überein,  nur  dass  die  Oonstante  p  in  die  neue 

beständige  Grosse         übergegangen  ist.  Alle  auf  die  Form  der 

Scheitelgleichung  gestützten  Untersuchungen  der  beiden  yorher- 
gehenden  Paragraphen  können  daher,  soweit  sie  von  der  recht- 
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winkligen  Lage  des  Coordinatensjstemes  nnabliftngig  sind,  anf 
das  nene  Sjstem  Übertragen  werden. 

Wiederholt  man  z.  B.,  nm  nur  einen  hierher  gehörigen  Fall 
anssnheben,  der  eine  eonstraetive  Anwendung  znlässt,  die  anf 

Tfi hl; (  Ilten  bezüglichen  Untersuchuu- 1  n  in  derselben  Weise,  wie 
in  ^.  16,  so  kolirt  auch  die  von  der  Grösse  der  Constanten  p  ntid 
der  rechtwinkligen  Lage  des  Coordinatensystoracs  uu.iljhängigc 
Relation  12)  wieder,  nach  welcher  der  Berührungbpunkt  einer 
Tangente  und  ihr  Darchschnittspunkt  mit  der  Jf- Achse  gleiche, 
aber  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  versehene  Abscissen  be- 
sitzen. Hierauf  kann  eine  Lösung  der  Aufgabe  gegründet  werden, 
Ton  einem  ausserhalb  der  Parabel  befindlichen  Punkte  Tangenten 
an  die  Parabel  zu  legen.  Zieht  man  nämlich  durch  diesen  Punkt 
einen  Durehmesser,  so  läuft  die  Berührungssehne  mit  der  Tan- 
gente des  Durchschnittspnnktes  dieses  Durchmessers  und  der  Pa- 
rabel parallel,  und  zwar  chont^oweit  von  dieser  Tangente  entfernt, 
als  dieselbe  vom  gegebenen  Tunkte  absteht. 

§.  18. 

Sie  Parabel  und  der  Kreil. 

Nach  Nr.  4)  in  §.9  kann  bei  Anwendung  rechtwinkliger  Goor- 

dinaten  die  Gleicliung  eines  jeden  Kreises  in  der  Form 

1)  — 2a,r  —  2^>y  +  P=0 

gesclirioben  werden,  wobei  a  und  b  die  Mittelpunktscoordinaten 
bedouten  ,  P  aber  die  X^otenz  des  Coordinatenanfauges  für  den 
Kreis  ausdrückt.  Kehren  wir  nun  zu  dem  früheren  Koordinaten- 
systeme zurück,  dessen  Anfang  im  Scheitel  der  Parabel  lag  und 
dessen  JT* Achse  mit  der  Pazabelachse  zusammenfiel,  so  wollen 
wir  der  hierauf  bezogenen  Gleichung  der  Parabel  durch  Keduction 
auf  X  die  Form 

1p 

geben.  Für  etwa  vorhandene  «^cmeinsehnftliche  Punkte  der  Pa- 
rabel und  des  Kreises  entsteht  dann  durch  Substitution  des  Wer- 
thes  2)  in  l) ,  wenn  man  noch  ausserdem  die  ganze  Gleichung 
mit  4  multiplicirt, 

3)        Sf*  +4p  (p — ö)    -  86p»y + ^]^P^  0. 
Diese  Gleichung  giebt  die'  Ordinaten  der  gemeinschaftlichen 

7» 
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Funkte,  2u  denen  die  sugeliörigen  AbscUtsen  ans  3)  bereebnet 
werden  können. 

'  Die  Form  yon  Nr.  3)  sig  einer  Gleicbnng  vierten  Grades,  die 

liöchstens  vier  reelle  Wurzohi  besitzen  kann,  gewährt  den  Fun- 
damcntiilsatz :  Ein  Krois  kann  mit  einer  Parabel  höch- 
stens vier  V  unkt  e  e  la  e  i  n  h  a  b  e  n.  Alle  Combinationen  von 
reellen  und  imaginären ,  gleichen  und  ungleichen  Wurzeln ,  die  in 
einer  Gleichung  vierten  Grades  zulässig  sind,  gewähren  in  glei- 
eber  Weise ,  wie  dies  bei  den  Untersncbangen  über  Parabel  und 
Gerade  mit  den  Wurzeln  einer  Gleichung  zweiten  Grades  gesebe- 
ben  ist,  bei  Anwendung  auf  Xr.  3)  die  möglicben  FftUe  der  ge- 
genseitigen Lage,  welche  zwiscben  Parabel  und  Kreis  stattfinden 
können.  Wir  beschränken  uns,  da  eine  derartige  allgemeine  Un- 
tersuchung für  eine  (rleichung  vierten  Gra  l«  s  nielit  ganz  frei  von 
Schwierigkeiten  ist  ,  auf  den  Fall  der  gleichen  Wurzeln,  der  sich 
zugleich  für  Auftindung  der  Beziehungen  zwischen  Parabel  und 
Kreis  als  der  wichtigste  herausstellt. 

Da  die  Gleichung  3)  kein  mit  der  dritten  Potenz,  von  y  behaf- 
tetes Glied  enthält,  so  kann  sie  yier  gleiche  Wurzeln  in  dem 
einzigen  Falle  besitzen,  wenn  alle  ihre  Glieder  mit  Ausschluss 
von  ^  zu  Null  werden.       Dies  geschieht,  wenn 

a  =  p,       6  —  0,  P==0 
gesetzt  wird,  oder  mit  Küeküicht  auf  die  Bedeutung  der  Potenz  P 
(vergl.  §.  9  Nr.  5) ,  wenn  zu  den  beiden  ersten  dieser  ßelatioueu 
die  Beziehung  r=-p 

hinzutritt,  wobei  r  wie  früher  den  Radius  des  Kreises  bezeichnet. 
Da  nach  Einsetzung  dieser  Werthe  Nr.  3)  in 

J^  =  0 

fibergebt  und  diese  Gleichung  mit  Hinzuziebung  von  Nr.  3)  einzig 
dureb  den  Farabelscbeitel  befriedigt  wird ,  so  bat  der  durcb  diese 
Constanten  bestimmte  Kreis  den  Scheitel  mit  der  Parabel  geroein. 

Hierbei  muss  dieser  gemeinsame  Punkt  so  angesehen  werden ,  als 


*)  n'dmVn'h  jede  der  vier  gleichen  Wurzeln  s:r,  so  hat  die  Qlei' 
chung  die  Form: 

oder  nach  EntwickcluDg  des  linker  Hand  befindlichen  Auadrockes: 

y4  _  4  r  jy«  +  6  r2,//2  —  4  ?-3  y  +    =  0. 
Hierin  kann  ein  Glied  nur  fehlen,  wenn  r  =  0  ist  j  dann  kommen  aber  auch 
alle  Glieder  mit  Ausschluss  des  ersten  iu  Wegfall. 
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wenn  er  ans  vier  zusammenfallendon  Punkten  bestantlo, 
welche  gleichzeitig  auf  der  Parabel  uiul  dvni  Kreise  goloj^on  sind. 
Diese  innigste  Berührung,  welche  zwischen  einer  Paralul  und 
einem  Kreise  vorküiiunen  kaun,  findet  also  nur  m  einem  Punkte, 
nämlich  im  Scheitel,  statt. 

In  jedem  andern  Falle  kann  die  Gleichung  3)  hdchateiu  drei 
gleiche  Wurzeln  enthalten ,  d.  h.  die  Parabel  steht  dann  mit  dem- 
-  jeuigen  Kreise  in  der  innigsten  Berfihrmij^ ,  welcher  drei  zu- 
sammenfallende Punkte  mit  ihr  ^^(^niciu  hat.  Ein  «olcher 
Kreis  wird  Jv  r  ü  ju mu  n  gs  k  r  e  i  s ,  sein  !\Iittolpnnkt  K r  ü  m  ni  u  n gs- 
mittelpunkt,  sein  iiadius  KrUmraungshalbmesso r  ge- 
nannt. Die  allgemeine  Bedingungsgloichung  für  den  Fall,  wo 
ein  Kreis  in  den  Krttmmungskreis  einer  Parabel  Übergeht,  wird 
gefunden,  wenn  man  das  Kriterium  aufsucht,  von  welchem  das 
Vorhandensein  dreier  gleichen  Wurzeln  in  Nr.  3)  abhängig  ist. 
Einfacher  jedoch,  als  auf  diesem  für  elementare  Untersuchungen 
bei  Gleichungen  höherer  Grade  nicht  ganz  bequemen  Wege,  kann 
mau  zur  Bestimmung  von  Krtimmungskreisen  einer  Parabel  ge- 
langen,  wenn  man  zunächst  tl(3n  Mittelpunkt  eiuc^i  Kreises  sucht, 
welcher  durch  drei  von  einander  getrennte  Parabelpunkte  hin- 
durchgeht, und  dann  hieraus  diejenige  Form  des  Resultates  er- 
mittelt, welche  sich  ergiebt,  sobald  diese  drei  Punkte  in  einen 
zusammenfallen.  Dieselbe  Methode  kann  selbstverständlich  in 
ganz  gleicher  Weise  auch  zur  Aufsuchung  der  KrÜmmungskreise 
f&r  andere  Curven  benutzt  werden« 

Der  Mittelpunkt  eines  durch  drei  Punkte  zu  legenden  Kreises 
befindet  sich  bekanntlich  im  Durchschnitte  fler  auf  den  ]\f  itten  der 
Verbindungbgeraden  dieser  drei  Punkte  errichteten  Öcnkiechten. 
Soll  daher  ein  Kreis  durch  drei  Parabelpunkte  hindurchgehen,  so 
hat  man  zur  Auffindung  seines  Mittelpunktes  sich  zwei  Sehnen  ge* 
zogen  zu  denken,  von  denen  jede  zwischen  zweien  der  gegebenen 
Punkte  gelegen  ist,  und  den  gemeinschaftlichen  Funkt  der  auf 
den  Mitten  dieser  Sehnen  stehenden  Perpendikel  zu  suchen.  Wir 
'"wollen  die  beiden  Sehnenmittelpunkte  mit  x,  ^,  und  x^y^  bezeich- 
nen. Nach  Nr.  5)  des  vorigen  Paragraphen  gehört  der  ersten  von 
den  beiden  Sehnen  die  Kiclitungsconstaute 
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zu;  die  im  Funkte  x^t/i  darauf  Benkrechte  Gerade  bat  demnach 
die  Gleichnng : 

4)  y  —  Ui^—ji^—^i)' 

Eben  bo  findet  sich  fUr  die  sweite  Senkrechte: 

und,  wenn  man  aus  4)  und  5)  y  eliminirt,  für  die  Abscissc  des  ge- 
suchten Kreismitteipunktes : 

oder  auch : 

^  yi--y« 

Nach  Nr.  9)  in  §.  5  stellt  ?J  ^  die  Richtnngsconstante  der  durch 

dP|  «Jfj 

die  Punkte  x^yi  und  ic^y^  gebenden  Geraden  dar;  beseiebaet  man 
daher  mit  «  den  Winkel,  welehen  diese  Gerade  mit  der  iT- Achse 
einschliesst,  so  ist 


und  aus  Nr.  6)  entsteht: 

7)  X:^^  p  +  OCf  t/t 

Wird  endlich  dieser  Werth  von  c  In  der  Gleichung  4)  eingesetzt, 
80  erhält  mau  für  die  Ordinate  den  gesuchten  Mittelpunktes: 

8)  y~  —  ytytCota. 

Die  in  7)  und  8)  gefundenen  Werthe  von  .r  und  y  lelialten 
noch  eine  bestimmte  Grösse,  wenn  man  die  drei  Parabelpuukte 
und  damit  auch  die  Punkte  Xiy^  und  x^y^  in  einen  zusammen- 
fallen iXsst;  sie  gehen  dann  in  die  Ooordinaten  des  zugehörigen 
Krttmmungsmittelpunktes  über.  Die  Verbinduiigs<;erade  der 
Punkte  Xi  y,  und  a-,  wird  hierbei  «ur  Parabeltangento ;  nach  Nr. 
9)  in  §.  16  ist  demnach  in  diesem  Falle 

ton  a  ^ 

zn  setzen.  3Ian  erhält  so  für  die  Coordiuateu  dos  Krüm- 
mungsmitt  elpunkt  es 

P 

oder  mit  Benntsung  der  Parabeigleiehung 
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und 


10) 

Beachtet  man  ,  d«8B  beim  Zusammenfallen  sweier  Citrveii- 
punkte  die  Verbindongagperado  dieser  beiden  Punkte  in  die  Tan- 
gente, and  die  auf  der  Mitte  der  zugehörigen  Sehne  errichtete 
Senkrechte  in  die  Nonnale  desjenigen  Curvenpunktes  übergeht, 
in  welchem  die  beiden  anfänglich  getrennten  Pnnkte  znsammenge- 
treten  sind,  so  wird  man  leicht  bemerken,  dass  die,  irn  Vorl^fii 
angewendete  Metliode  darauf  liinaiiskommt,  den  Durchscliiiittb- 
puiikt  zweier  nnmittelbar  hoiiaclibarten  Normalen  zn  suchen.  In 
der  That  zeigt  auch  die  A'ergleichung  mit  Nr.  14)  in  §.  16,  dass 
die  von  uns  angewendeten  Gleichungen  4)  und  ö)  die  Gleichungen 
zweier  Normalen  in  den  Parabelpunkten  x^  y,  und  oc^y^  darstellen. 
Wenn  hiernach  derKritmmungsmittelpunkt  allemal  in  der  Normale 
des  zagehörigen  Corvenpunktes  gelegen  sein  muss,  so  genügt  es 
zu  seiner  constmetiven  Dari^tellung ,  eine  seiner  beiden  Coordina- 
ten  za  kennen ,  oder  noch  besser ,  sogleich  die  Lünge  des  Krttm* 
mungshalbmessers  ausfindig  zn  machen. 

Wird  wie  im  Vorigen  mit  xy  der  einem  Curvonpuiikte 
zugeliürigo  Kriimmungsraittelpunkt  bezeichnet,  so  gilt  für  den 
Krümmungshalbmesser  p ,  welcher  die  Entfernung  dieser  beiden 
Punkte  misst ,  die  Gleichung : 

Mit  Einsetzung  der  in  9)  und  10)  aufgestellten  Werthe  von  x  und 
welche  für  die  Parabel  Geltung  finden,  entsteht  hieraus: 

und  Uerans  wieder  mit  BenuUnng  derPanbeJgleiehong  nach  ein- 
facher RcJuction: 

also  für  den  Xrümmungsbalbmesscr  selbst: 

Fasst  man  im  Zähler  dieses  Werthes  p  als  Subnormale  auf,  so 

wild  man  leicht  erkennen,  dass  +  J/i*  die  zwischen  dem  Para- 
belpuukte  und  der  A  -AcLise  enthaltene  Strecke  der  Normaie,  die 
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ttogenannte LäogederNormale  darstellt.  Wird  dieselbe  mit 
iVbeseicliaet,  so  kann  Nr.  13)  in  der  Form 


gcschriebLMi  werden.  Dieser  Ausdruck  gewiihrt  eine  sehr  ein- 
fache  Constructiou  des  Krüiamungshalbmessers.    Ist  n/iinlich  PM 

in  J'igur  37  die  Onliuate  des  Parabel- 
lig.  37.  punktes  P  und  MN^p  seine  Subnor* 

male,  so  dass  PN=^N^  so  wird 
\  AT 

pr-  oder  auch  wegen  der  Glelehbeit  der 

\        \       / ^  Winkel,  welche  die  Normale  mit  Leit- 

\       \  /  "  ^  ätrahl  und  Achse  einschliesst, 

^  ^  -=:8ecNPF, 

P 

Setzen  wir  also  L  NPF=Yi  Kücksicht  auf  die  Be- 

dentnng  von  N 

Q  s=  py .  s<rc*  y. 

Wird  daber  im  Punkte  N  auf  der  Normale  eine  Senkrechte  NQ  er* 
richtet,  bis  sie  den  verlängerten  Leitstrahl  in  Q  schneidet,  so  ist 

PQz=zPN,sec  y, 
und,  wenn  man  nachher  wieder  in  Q  eine  Senkrechte  auf  zieht, 
bis  öic  im  Punkte  0  die  Normale  trifft,  so  folgt: 

PO  -  -P(J  .sm  y  =  PN  .  sec*  y, 
PO  ist  also  Krümmungshalbmesser  und  0  Krtimmungsmittelpunkt 
für  den  Parabelpunkt  P, 

§.19. 

Die  Qiiadratnr  der  Parabel. 

Wenn  man  in  dem  rechtwinkligen  Coordinatensystenie ,  wel- 
ches wir  bis  jetzt  zur  Untersuchung  der  Parabel  benutzt  haben, 
die  A'-  und  J'-Aclise  untt-r  einander  vertauselit,  also  die  Parabel- 
achse  zur  Achse  der  y  und  die  8cheiteltangento  zur  Achse  der  x 
werden  lässt,  so  kann  die  Gleichung  der  Parabel  in  der  Form 

geschrieben  werden ,  indem  bei  dieser  Vertauschung  der  Achsen 
die  X  und  y  lediglich  ihre  Stellen  wechseln.    Wir  machen  von 
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Fig.  38. 


dieser  Gleichung  Gebraucir  zur  BebtitiitüUii<;  dea  Inhaltes  der  pa 
raboHschen  Fläche  APM  {Flg.  38),  wek  lic  von 
dem  Parabelbogen  AP  und  den  Coordiuaten 
des  Punktes  P ,  nämlich  AM  =  x  und PM  =  y 
begrenzt  ist.  Mit  Böcksicht  auf  das  zu  Grunde 
gelegte  Coordinatensystem  stellt  hierbei  A  den 
Parabelscheitel  dar  und  die  Abseisse  ^Üf  ist 
auf  der  Sebeiteltangente  gemessen. 

Theilen  wir  AM—  x  in  n  gleiche  Theilo 
und  legen  durcli  jeden  Tbeilpunkt  eine  Ordi- 
nate, so  zerfallt  die  gesuchte  Fläche  in  eine 


1 

J 

L 

gleiche  Anzahl  von  Streifen ,  von  denen  jeder  ttber  der  Basis  — 

n 

steht.  Dlo  Ordinaten,  durch  welche  diese  Streifen  begrenzt  wer- 
den, haben  nach  Nr.  1)  in  ihrer  Reibenfolge  ^001  Scheitel  aus  die 
Längen: 

©■  (¥)■  Ct)"   C-^^')'  C^)" 


1p  ' 

oder  auch : 


2i> 


n 

2/7 


Jeder  einzelne  von  zwei  solchen  Ordiuaten  begrenzte  Streifen 
kann  nun  in  zwei  Grenzen  eingeschlossen  werden ,  indem  man 


X 


Uber  der  Basis  ~  ein  Mal  ein  Kcchtcck  mit  der  Aufangsordiuate, 

ein  anderes  Mal  mit  der  Endordinate  construirt.  Ein  Beehteck 
ersterer  Art  ist  seinem  entsprechenden  Streifen  eingeschrieben, 

besitzt  also  einen  kleineren  Inhalt ,  während  das  zweite  umschrie- 
bene Rechteck  grösser  ist  als  die  zugehörige  Streifenfläche.  Die 
Summe  aller  umscbri ebenen  Rechtecke  ist  luernach  ebenfalls  grös- 
ser, die  aller  eingeschriebenen  dagegen  kleiner  als  die  gesuchte 
parabolische  Fläche ,  welche  wir  F  nennen  wollen.  Hieraus  ent- 
stehen nach  gehöriger  Reduction  folgende  zwei  Ungleichungen : 


^Wx.  Benntzung  der  Formel 
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ji-|-2«  +  3«  +  ... +  »«  =  -^«{11+1)  (2/1  +  1)*) 
erhält  man : 

...,taS-...+.-^.(-,^l)  (,^_L3 

^  3  nJ  V  %hJ' 

fo!g1ic1i : 

Beide  Greii/.wertlie ,  zwischen  denen  die  Flftche  eingeschlossen 
ist,  nähern  sich  bei  uneiulUcli  wachsenden  n  der  gemeinschaftH- 

chen  Grenze  —  xy^  die  demnach  mit  F  identiscli  sein  muss.  Man 
3 

batako 

und  hieraus  fUr  die  Fläche  ÄPN^  welche  F'  heissen  mag^ 
3)  F'^jxy. 

Eine  giüüsiore  Verallgemeinerung  erlangen  die  gefundenen 
Kobultate,  wenn  man  die  zn  ihrer  lierleitung  benutzte  >r«^tliode 
auf  das  im  §.  17  zu  Fig.  36  aufgestellte  Coordinatensysttm  über- 
trägt und  dabei  wieder  eine  Vertauschung  der  X-  und  Achse 
eintreten  lüsst. 

Man  erhSlt  dann  aus  §.  17  Nr.  6)  die  Parabelgleichung 

nt^  Siffig 


*)  Aus  der  Formel 
ergiebt  sich: 

  3 

Setzt  man  hierin  der  Reihe  nach  :s  i,  2, 3  .  .'<.n  und  addirt  alle  so  ent- 
stehenden Gleichungen,  so  folgt: 

»3  2 

und  Iiieraus  entsteht  nach  einfacher  Keductiou  die  Formel,  von  welcher 
obeu  Gebrauch  gewacht  wurde. 
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welelie  in  ähnlicher  Weise  wie  die  obige  Gleiehimg  I)  angewen* 
det  werden  kann,  um  die  paraboliflche  Fläche  swischen  einem 
Perebelbogen ,  der  Tangente  einet  seiner  Endpunkte  nnd  der  dnreh 

dfn  andern  Kndpunkt  gelegten  raiallelen  zur  Parabelachse  zu  lie- 
reelinf'n.  Das  Rechteck  AM  PN  in  Fig.  wird  dabei  zum  schief- 
winkligen Paralloloorrainüi .  dessen  eine  Seite  AM  di^xx  Paral»ell)o- 
gen  AP  berührt,  während  die  andere  rait  der  Achae  parallel  l-iult. 
Als  Eesuitat  orgiebt  sich  wie  vorher,  daSs  aach  hier  der  Parabel- 
bogen  den  dritten  Theil  des  Parallelogrammes  abschneidet. 

Die  S  impeon'sche  Kegel.  Von  der  obigen  Gleichung  3) 
lässt  sich  noch  Oebrauch  machen,  um  daraus  eine  allgemeine  Me- 
thode zur  nfthernngsweisen  Berechnung  solcher  ebenen  Flächen 
hersnleiten ,  welche ,  ttber  einer  gegebenen  Absciase  stehend,  von 
zwei  rechtwinkligen  Ordinalen  und  einem  beliebigen  Curvenbugeu 
begrenzt  sind.    Hierzu  f'iilnt  f<il<:;ende  N'urunterauchung. 

In  Fig.  39  stellt  II  den  Scheit(d  einer  jj'ig,  59, 

Parabel  dar,  deren  Achse  BH  mit  der 
Achse  des  rechtwinkligen  Coordina- 
tensystems  parallel  läuft.  Wir  stellen 
uns  die  Anfgabe ,  die  Fläche M^M^^P^P^, 
die  mit  S  bezeichnet  werden  mag,  mit- 
telst der  Coordinaten  der  drei  Punkte 
P, ,  i\  nnd  Ps  2^  berechnen,  wobei  der 
Punkt  /*2  so  gewählt  ist,  dass  durch  seine 
Ordinate  die  Strecke  M^'m  zwei  gleiche 
Theile  getheilt  wird.  Verschieben  wir  die  Conrdinatennchsen  pa- 
rallel zu  sich  selbst  in  die  La^en  B  II  und  />H,  und  bezeichnen 
die  Coordinaten  eines  auf  das  neue  System  bezogenen  Punktes 
mit  £  ond  1},  so  lautet  nach  Nr.  J)  die  Parabelgleichung: 


5) 


Ffir  den  durch  die  Scheiteltangente  BS  Ton  der  zu  berechnenden 
Fläche  S  abgeschnittenen  Theil     ^aPaPi  =  T  gilt  dann  nach  3) 

die  Formel 

r=j(&i».-«,i!.) 


oder  mit  Benutzung  von  Nr.  5) 


i  3  fc  3 

6p  ' 
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wobei  Ii  and  I3 sieb  auf  die  Punkte  P|  nnd  bezieben. 
Hieraus  folgt,  wennn  man  M^M^^ M^M^  =  s ^  also  ||  —  I3  =  2e 

»etzt: 

oder  naeb  einfacher  Umgestaltung :  - 

Nun  ist  aber  ^  =  ,  d.  1.  der  Abscisse  des  Punktes  Pt  gleich. 
Mit  Wiedereinsetzung  der  Ordinaten  aus  Nr.  5)  entsteht  hiomach: 

Kehren  wir  jetzt  zum  ursprünglichen  Coordinatensysteme  zurück 
und  setzen . 

0^  =  a,      JB  =  b 

00  ergiebt  sieb  ans  Nr.  6) 

y=]-«[(y*-*)  +  4(y,-6)+(y,--'6)J 

oder  nach  gehöriger  Keduction: 

Hieraus  folgt,  wenn  man  beiderscitli^ 

Fläche  Afi M^N^Ni  =  3 6 • 

addirt, 

Dieses  Resultat  bleibt  von  dem  Vorzeichen  von  b  unabhängig,  gilt 
aLo  aiicli  nocli  dann,  wenn  der  i'arabelbogeu  der -IT- Achse  seine 
concave  Seite  zukflirt. 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  lassen  insofern  eine  üm- 
kehrung  zu ,  als ,  wenn  drei  Punkte  in  der  Lage  von  ,  und 
P^  gegeben  sind,  es  immer  möglich  ist,  durch  dieselben  eine  Pa« 
rabel  zu  legen,  deren  Aebse  den  Ordinaten  parallel  läuft.  Unter 
der  gemaebten  Voraussetzung  lautet  nämlicb  naeb  Nr.  5)  die  Pa- 
rabelgleiebung 

f-*  äT"* 
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nnd,  wenn  man  hierin  die  Coordinaten  der  drei  Tunktf»  ,  «nd 
ein;;pfzt,  so  erhält  man  drei  Bedingangsgleichangi^n ,  aus  denen 
sieb  die  Oonstanten  a,  b  und  p  herleiten  lagsen.  Dir  Koclinung 
seigt,  daas  die  gestellte  Forderung  in  dem  einsigen  Falle  einen 
Widersprueh  in-sicli  trügt,  wönn  die  drei  Punkte  in  derselben  ge- 
raden Linie  liegen;  doch  Itot  sich  leicht  übersehen,  dass  auch 
dann  noch  die  Formel  7)  ihre  Geltung;  behMlt.  Jedesmal  also, 
wenn  man  bicli  durch  die  Endpunkte  dor  drei  um  die  Strecke  t 
von  einander  entfernten  Ordinalen  y, ,  //,  "nd  eine  Parabel  ge- 
lebt denkt,  ist  die  Fläche  des  zwischen und  enthaltenen  iStrei- 
fens  gleich  dem  Werthc  7). 

Hiervon  kann  Gebrauch  zur  näherungsweisen  Berechnung  der 


Fig.  40. 


FUtche  MNQP  (Fig.  40)  gemacht 
weiden.  Zerlegt  man  die  su  be- 
heatimmende  Mäche ,  die  wir  F 
nennen  wollen,  durch  Ordinaten 
in  eine  gerade  Anzahl  von  Strei- 
fen, so  mag^  -wieder  z  die  Breite 
eines  jeden  solchen  Streitens  sein, 

während  die  auf  einander  folgen-  ^  ^ 
den  Ordinaten  mit  y««  i  •  •  •  S^tn  beseiehnet  werden  sollen. 
Man  kann  jetat  die  Bögen ,  welche  drei  auf  einander  folgende  Or- 
dinateneadpnnkte  verbinden,  nftherungsweise  als  Parabelbögen 
ansehen ,  und  erhält  dann ,  wenn  man  für  jedes  Streifenpaar  einen 
Ausdruck  von  der  Form  7)  aufstellt,  durch  Summirung  aller  Strei- 
fenpaare nach  geliöriger  Verbindung  der  gleicliartigen  Grössen 

^=|^«[yo+yi,  +  4(y,+y,  +  ftH-...  +  y„-,) 

+  2(y,  +  y4H-y«  +  . .  .  +  yt«-t)]- 
Diese  Formel  ist  unter  dem  Namen  der  Siihpson'schen 

Regel  bekannt  und  empfiehlt  sich  in  den  meisten  Fällen  durch 

einen  nicht  unbeträchdichen  Grad  von  Genauigkeit. 


sechstes  GapiteL 
Die  Ellipse. 


'     §.  20, 

Die  Gleichung  (f}'==^- 

JBei  Gelegenheit  der  im  §.  14  angestellten  allgemeinen  Betrach- 
tung der  Kegelschnitte  haben  wir  unter  Nr.  7)  die  Gleichung 

einer  £llipBe  angehörig  gefunden ,  deren  grosse  imd  kleine  Achse 
2  a  und  36  die  Ooordinatenachsen  darstellen.  Die  Form  dieser 
Grleichiing  liess  uns  bereits  die  allgemeinen  Umrisse  der  darin  re- 
präsentirten  Curvc  erkennen;  es  bleibt  uns  noch  übrig,  das  Bild 

dudurch  Nveitcr  auszuftilireii ,  dass  wir  der  Gloitliung  die  Mittel 
üur  gcometribchen  Darstellung  der  Linie  entnolnnen. 

Wird  Nr.  1)  durch  Entfernung  der  Neuner  auf  die  Form 

2)  d'f-\-l^a?=z;a*b'' 
gebracht,  so  lüsst  sich  mit  Einsetzung  Ton  x^rcosq>i!mdLy^=^r8in^ 
die  Ellipse  auf  ein  Polarcoordinatensystem  beziehen ,  welches  den 
Mittelpunkt  aum  Pol  und  die  grosse  Achse  zur  polaren  Achse  bat. 
Es  entsteht  nach  einfacher  Umgestaltung: 

11*6* 

oder,  wenn  wir  nach.      i-i  Nr.  9  mittelst  der  Gleichung 

=^  «2  —  c* 
die  lineare  Excentricitiit  c  einführen, 

4)  ^=  1  2  i  
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Besclir/inken  "wir  uns  auf  die  zw  isclion  den  Grenzon  0  und  90"  gp- 
iegenen  Anomalion,  was  insofern  ausreicht,  als  ilninit  cinor  der 
Tier  unter  sich  congmenten  ElHpsenqoadranteii  volUtftudig  um- 
fasst  wird,  so  erkennen  wir  hieraus,  dass  r  mit  wachsendem  ip 
almimmt,  dass  also  a  und  b  den  grdssten  and  kleinsten  eUiptischen 
Badins  darstellen.  Der  vom  Mittelpunkte  ans  mit  dem  Halbmes- 
ser a  beschriebene  Kreis  ist  daher  der  Ellipse  umschrieben ,  der 
eoncentrische  Kreis  mit  dem  Radius  b  da^^cj^en  eingeschrieben. 
Beide  Kreise  worden  ausschliesslich  der  u  lu  s  c  h  r  i «'  !>  o  n  o  und  der 
eingesc  h  r  i  o  b  0  n  0  Kreis  der  Ellipse  frcnannt.  Kehren  wir  zum 
rechtwinkligen  Coordinatensysteme  zurück,  so  hat  der  erstcre  die- 
ser Kreise  die  Gleichung 

5)  a:«4-y*  =  fl*, 
der  sweite  dagegen 

6)  a:»  +  y»  =  6«. 

Aus  der  Zusammenstellung  dieser  beiden  Gleichungen  mit  Nr.  I) 
oder?)  finden  wir  Mittel  anr  constructiven  Darstellung  der  Ellipse. 
Es  i^enügt  hierbei  vollkommen ,  wenn  wir  uns  zun/iclist  auf  den 
Quadranten  beschränken,  in  welchem  beide  Coordinaten  positive 
Werthe  besitzen,  weil  mit  Kücksicht  auf  die  Symmetrie  der 
Ellipse  gegen  beide  Achsen  die  übrigen  drei  Quadranten  getreue 
Abbilder  hiervon  enthalten. 

Bezeichnen  wir  die  Ordinaten  der  Ellipse  und  des  umschrie- 
benen Kreises,  welche  einer  und  derselben  Abscisse  angehören, 
mit  y  und  y  ,  so  folgt  aus  1)  und  5) 

und  hieraus  wieder 

7)  y:y'  =  b: «, 

d.  h.  die  derselben  Abscisse  entsprechenden  Ordinaten  der  Ellipse 
und  des  umschriebenen  Kreises  stehen  zu  einander  in  dem  unver.- 
änderlichen  Verhältnisse  der  Halbachsen.  Hiernach  können  be- 
liebig viele  Punkte  einer  Ellipse  gewonnen  worden,  wenn  man  die 
auf  einem  Durchmesser  rechtwinkligen  Ordinaten  eines  Kreises  in 
einem  constanten  Verhältnisse  verkürzt. 

Bei  Vergleichung  der  Ellipse  niit  dem  eingeschriebenen  Kreise 
sollen  X  und  x*'  die  derselben  Ordinate  zugehörigen  Abscissen 
der  Ellipse  und  des  Kreises  darstellen.  Dann  ergiebt  sich  aus 
1)  und  6) 
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und  dies  fttbrt  zu  der  JP^oportion: 

8)  ar :  x"  s=  « :  6.  ■ 

Die  Ellipse  kann  hiornacli  gebildet  werrlpn  ,  indem  man  siunmtliehe 
AbscisRcn  dos  oingescliriebenen  Krcist  .s  in  dem  unveränderlichen 
Verhältni.ssc  i  n"  elliptischen  Halbachsen  verlant^ert*). 

Die  im  Vorigen  enthaltene  Vergleichung  der  Ellipse  mit  den 
beiden  über  ihren  Achsen  beschriebenen  Kreisen  führt  auf  die  fol- 
gende einfache  Construction  Ton  b^ebig  vielen  ihrer  Punkte,  mit 


Fig.  41. 


gleichzeitiger  Anwendung  beider  Kreise. 
Zieht  man  in  Fig.  41  den  Radius  0P\ 
welcher  die  beiden  Kreise  in  den  Punk- 
ten P*  und  P**  schneidet,  und  legt  durch 

r'   die   Gerade  P' M  parallel  zur  Y- 
Achse,  und  P"  N  durch  P"  parallel  zur 
A'-Aclise  ,  so  ist  der  Durchsclinittspunkt 
P  dieser  beiden  Geraden  ein  Ellipsen- 
^  punkt.  Sobald  nämlich  mit  Anwendung 
der  obigen  Bezeichnungen 
PN=:0Ili=2sc,  PM=OJ!r=y, 
P"N^x\  P'M^y 
gesetst  wird,  so  ergiebt  sich  aus. 

PM'.P'M=OP"  lOP' 
die  Proportion  7) ,  und  Nr.  8)  aus : 

OM'.  P"  N^^  OP'  :  OP", 
7a\  bemerken  ist  hierbei  noch,  dass  die  angewendete  Construction 
eine  einfache  Bestätigung  ündet ,  wenn  man  die  (.juotieuteu 


OM__x_  0N_ 


b 


als  trigonometrische  Functionen  der 


*)  liekaniitlich  wird  eine  Gerade  durch  geometrische  Projection  anf 
eine  Ebene  im  Verbältniss  des  Oosiniis  ihres  Neigungswinkels  gegen  diese 
Ebene  yerktrst.  Hiennit  lassen  steh  die  obigen  Vei^leichnngeii  der  El* 
Upse  und  ihres  wnSchiiebenen  nnd  eingeschriebenen  Kreises  darauf  snrfick* 
führen,  dass  die  EUipse  als  Projection  des  umschriebenen  Kreises,  und  der 
eingeschriebene  Kreis  als  Projection  der  Ellipse  angesehen  werden  kann. 
Diese  Bemerkung  ist  insofern  von  Wichtigkeit,  al»  die  Geometrie  darin  ein 
Mittel  findet,  Eigenschaften  der  Ellipse  durch  Projection  aus  entsprechen- 
den Kreiseigenschaftea  hersulelten. 
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gloichen  Winkel  P'OM  nnd  N P  "  0  aaf£««8t.  Bezeichnet  man  je- 
den dieser  Winkel  mit     so  ist 


sc 

—  =  €080. 

a 


und  hieraus  folgt  sogleich  für  den  Punkt  Pdie  Ellipscngleiohnng  I). 

Die  hierin  enthaltene  Analogie  awischen  der  trigonoDietri- 
schen  Gleichung 

cos*  a  -f  5»»*  a  =  1 

und  der  Gleichung  der  Ellipse  kann  zu  einer  zweiten  Darstellungs- 
weise dieser  Cnrve  henutzt  werden.  LXsst  man  eine  Gerade  AB 
Ton  unveränderlicher  LXnge  mit 


ihren  Endpunkten  A  uud  B  auf 

den  Schenkeln  OYnnA  OX  eines 
rechten  Winkels  gleiten  und 
beobachtet  den  Weg,  den  da- 
bei ein  auf  der  Geraden  gele- 
gener fester  Punkt  P  durch- 
läuft, so  ist,  wenn  man  AP=^a, 
BP^b,  OM=PIIi^x,  PM 
=s  ON=y  setzt,  für  jede  Lsge 
des  Punktes  P 

X 


Fig.  43. 


\  \ 

B 

^  =  sin  ABO, 


^=iCo$APN. 
a  ' 

folglich,  da  L  APN=LABO, 

)'+  «)■= 

Der  Punkt  P  heschreibt  also  eine  Ellipse.  —  Es  ist  leicbt  ersiclit- 
lich  ,  dass  hierbei  der  beschreibende  Punkt  auch  auf  der  Verlän- 
gerung der  unveranderliclien  Geraden  gelegen  sein  kann.  Die 
Gerade  A'  B'  in  Fig.  42,  die  mit  dem  Punkte  A'  auf  der  F- Achse 
und  mit  B'  auf  der  A  - Achse  gleitet,  stellt  diesen  Fall  dar.  A' P 
ist  hier  wieder  =  a  und  B' P=ib  angenommen. 

Sowie  in  §.  15  unter  n.  die  Parahel  durch  Zerlegung  ihrer 
Gleichung  in  zwei  Factoren  ersten  Grades  mittelst  des  Durch« 
Schnittes  Ton  zwei  verilnderUchen  Geraden  dargestellt  wurde ,  so 
I9s8t  sich  auch  ein  llhnliches  Verfahren  für  die  Ellipse  und  über- 
haupt für  jedo  Linie  zweiten  Grades  anwenden.  Ilaben  zwei  Ge- 
rade die  Gleichungen  .  .  ^ 

Anal.  Geom.  I.  Q 


Digitized  by  Google 


—   IM  — 


9) 
10) 


so  gilt  fttr  ihren  Dnieluelinitflspiuikt  «neb  die  dareh  MsltipHcation 
daraii«  entstellende  Qleiehnng 

und  diese  gehört  einer  Ellipse  ftu,  wenn  6^6,  =  i>'  oder  wenn  die 
stetige  Proportion 

11)  Z»,  :6==6:6, 

erfüllt  wird.  Hieraaf  gründet  sich  die  folgende  Gonatmction. 

Fig.  43.  In  dem  Rechtecke  ACBD 

(Fig.  43),  dessen  Seiten  AC  und 
BC  die  Halbachsen  der  an  eon> 
struirenden  Ellipse  darstelleiif  theile 
man  BD  und  BC  in  den  Punkten 
M  und  iVj  so,  da«ti  die  Proportion 

/)i»f:  BI)  =  CNi  iBC 
stattfindet.  Legt  man  hierauf  durch 
den  Scheitel  ^  der  grossen  Achse 
die  Gerade  A  nnd  durch  den  zweiten  Scheitel  Af  die  Gerade 
Ai  ,  so  ist  der  Dnrcbsehnittspnnltt  P  beider  Gteraden  ein  Ellipsen- 
pnnkt.  Wird  nämlich  CiV;=di,  CN^  =  k^  gesetat  und  beaeieb- 
nen  wir  wie  gewöhnlich  die  Halbachsen  mit  a  und  6,  so  stellt  Nr.  9) 
die  Gleichnng  der  Geraden  ^,  iV^,  und  Nr.  10)  die  von  A  iV,  dar. 
Was  die  dabei  zu  erfüllende  Bedingung  11)  betrilft,  so  gilt  der 
Construction  zufolge  die  Proportion : 

Hieraus  entsteht  aber,  wenn  man  .^0  mit  dergleichen  Strecke  BI^ 
vertauscht,  und  die  gegebene  Relation 

anwendet,  die  verlangte  Bedlngting. 

Brennpunkte  der  Ellipse*  Soll  die  Ellipse  mittelst  ihrer 
Brennpunkte  eonstinirt  werden,  so  entsteht  wieder,  wie  bei  der 
Parabel,  die  Frage  naeh  der  Anaahl  nnd  Lage  solcher  Ponkte. 

Wir  haben  in  §.  15  unter  Nr.  6)  und  7)  gefunden,  dass,  wenn  a: 

und  y  die  Coordinaten  eines  auf  einer  Linie  zweiten  (nurles  g-e- 
legenen  Punktes ,  4  und     dagegen  die  eines  zugehörigen  Brenu- 
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punktes  damtallen,  Bwuehen  diesen  Orflasen  eine  Gleiehnng  Yon' 
der  Form 

12)  (ar  —  {)•  +  (y  -     =  (« «  +  /Sy  +  y)' 

stattfinden  muss ,  welche  naeh  Ansfährung  der  Rechnung  in 

(«•  ( 1 — ««)  4- ( l  — /?  •)  —  2  « ^  y 
-f-r  +  V  — y*  =  0 
übergeht.   Damit  es  möglich  ist,  diese  Gleichung  auf  die  Foroien  1) 
oder  2)  der  Ellipsengleichimg  zaräckznführen,  müssen  die  Be- 
dingungen 

erfüllt  weiden,  tob  denen  die  erste  und  sweite»  oder  die  erste  und 
dritte  nur  dann  neben  einander  bestehen  können,  wenn  entweder 
zugleich  or  =  0  und  t  =s  0,  oder  /}  s  0  und  17  ==  0  ist.  Man  sieht 
hierans,  das«  elliptische  Brennpunkte  nur  in  einer  der  beiden 
Achsen  g^elegen  sein  können.  Nehmen  wir  zunächst  j3=rr:0  und 
t/  =  0,  suchen  also  solche  Brennpunkte,  die  in  der  .V-Aclise  ge- 
legen sind,  BO  ist  nach  der  zweiten  der  zu  erfüllenden  Bedingun- 

gen  noch  a  =  — *—  zu  setzen.   Mit  Substitution  dieser  Werthe 

r 

kann  Nr.  IS)  anf  die  JTorm 


gebracht  werden,  woraus  sich  die  Gleichung 

~A  —  =  1 

y    y  —  r 

ergiebt.  Dieselbe  gehört  einer  Ellipse  an,  für  deren  Halbachsen 
die  Beziehungen 

Stattfinden.  Durch  Verbindung  der  beiden  letzten  Relationen 
entsteht 

14)  |«  =  a«  — 

oder  mit  Einführung  der  linearen  jßxcentricitftt  c\ 

15)  ^         «  =  ±c, 

wodurch  wir  auf  die  zwei  bereits  bekannten  Brennpunkte  der 
Ellipse  zurfiekkonimen. 

Für  Brennpunkte  in  der  F- Achse  raüsste  «  =  0  und  ^  =  0 

gesetat  und  dazu  die  Bedingung  ß= —  y  gefügt  werden.  Wird 

8» 


Digitized  by  Google 


mit  Benatsang  dieser  Grössen  die  vorhergehende  Bechnung  wie- 
derholt, so  gelangt  man  durch  blose  Buchstabenvertonscbiing  sn 
dem  Be«nlt«A6 

16)  ,«=s6«  — 0», 

was,  da  a>  fr  voransgesetst  ist,  su  imngmären  Werthen  hmfläliTt. 
Die  Ellipse  enthält  also  nur  die  beiden  in  der  grossen  Acbse ,  sa 
beiden  Seiten  des  Mittelpunktes  hn  Abstände  c  gelegenen  Brenn- 
punkte. 

Bezeichnen  wir  mit  ?,  den  Abstand  eines  Ellipsenpnnktes 
von  dem  auf  der  Seite  der  positiven  x  g^elegenen  Brennpunkte,  so 
ist  in  der  aus  Nr.  12)  folgenden  Gleichung 

nach  den  oben  gefundenen  Kelationen 

*  y  a 

an  setsen,  wobei  t  wie  frflher  (vgl.  §.  14  Nr.  S)  die  numerische 
Exeentrieitttt  darstellt.  Hieraus  folgt : 

z,«s=(a— ex)«, 

und,  da  fia-  jedes  X  (also  z.  B.  auch  für  a:=0)  nijr  positive  Werthe 
von  ^1  zulassig  sind, 

17)  =  a  —  tx. 

In  gleicher  Weise  findet  sie  h ,  wenn  man  |  =  —  c  nimmt,  fttr  den 
auf  den  andern  Brennpunkt  bezogenen  Leitstrahl 

18)  z,  s=  a  + 

und  endlieh  aus  der  Verbindung  yon  17)  und  18) 

19)  t|  +  ^t=3a. 

So  gelangen  wir  durch  die  aaaljtisehe  Untersuchung  der 
Ellipsengleichung  zu  der  bereits  im  §.  14  aus  Fig.  29  hergeleite- 
ten Unverändcrlichkeit  der  Summe  der  Jjeit.sirulih^n  zmiick.  ^Es 
gewährt  durchaus  keine  Seliwierigkeit ,  dieser  Eigenschaft  die 
Mittel  zur  Construction  einer  Ellipse  zu  entnehmen,  für  welche 
die  grosse  Achse  und  die  Brennpunkte  gegeben  sind. 

§.  21. 

Dia  Ellipsd  und  die  Gerade. 

Für  die  Ooordinaten  derjenigen  Punkte ,  welche  gleichseitig 
in  einer  Ellipse  mit  der  Gleichung 

1)  «V  +  i*«'~ö'Ä» 

und  einer  Geraden 
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2)  y=jl!rar  +  «*) 

gelegen  sind  ,  nnfisseii  die  Gleichungen  beider  Linien  Geltang  fin- 
den. Durcli  Kliiiiinatiun  von  y  erhält  mau  hierauö  liir  die  Ab- 
sclsseii  dieser  Punkte: 

oder  nach  Auflöflung  der  Klammer  und  besserer  Ordnting  der 
Glieder 

3)  (a*M*  +  i»*)  +  2a»if»ar  +  a«  {«•— 6»)  =: 0. 

Das  y,  welches  einem  jeden  hieraus  folgenden  a  EUgehttrt,  ist  aus 
Nr.  2)  zu  berechnen. 

Da  a*iPf  *  +  ^  in  einer  Ellipse  nicht  gleich  Null  sein  kann,  so 

ist  die  Gleichung  3)  stets  quadratisch ,  gewährt  also  rücksichtlich 
der  Bcschaflenlicit  ilu  t  i  Wurzeln  die  bei  quadratischen  Gleichun- 
gen möglichen  drei  Fälle.  Jeuachdem  also 

d<JI!f»««  =  a«  («*— 6«)  (ii«J|f»  + 

haben  die  Gerade  und  die  Ellipse  zwei  verschiedene,  zwei  2su- 
sammenfallende  oder  keinen  Punkt  gemein.  Das  angegebene  Kri* 
terinm  läeat  sich  durch  einfache  Umgestaltung  auf  die  Form 

bringen,  wonach,  da  a'6^  immer  positiv  sein  mnss,  die  Unterschei- 
dung der  drei  Fälle  einzig  davon  abhängt,  ob  die  Differena 

positiv ,  gleich  Null  oder  negativ  ist.  Im  ersteren  Falle  stellt  die 
Gerade  eine  Secante,  im  zweiten  eine  Tangente  der  Ellipse  dar; 
im  diiticn  sind  keine  gemeinschaftlichen  Punkte  vorhanden. 

Um  dem  gefundenen  Unterscheidungsmerkmale  eine  geome- 
trische Deutung  abzugewinnen,  wulU  n  wir  uns  zunächst  auf  den 
einfachen  Fall  beschränken,  wo  die  angegebene  Differenz  gleich 
Null  ist,  die  Gerade  also  den  Charakter  einer  Tangente  an  sich 
trägt.  Das  hierfür  geltende  analytische  Kennzeichen 

4)  a^M^ -{-b^^tn^ 
kommt ,  wenn  man  mittelst  der  Gleichung 

6*  =  a»— c* 

die  lineare  Ezeentricität  einfahrt,  auf  die  Form: 

*)  Um  jede  Verwechselung  mit  den  Constanten  der  Ellipse  su  ver« 
meiden,  ist  die  Biehtnngseonttante  der  Geraden  mit  7^ und  die  Ordinate 
ihres  in  der  1^- Achse  gelegenen  Fonktes  mit  n  beseiduet  worden. 
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oder 


0«  (1  + Jf*)  s=  c«  +  ««. 
Beseiohnen  wir  nun  mit «  den  von  der  Geraden  vnd  der  Achse 

einge«chlo88eneu  Winkel ,  so  ist  bekanntlich 

i     M*  =  sec'  «, 
nnd  es  entsteht  hiermit  aus  der  vorhergehenden  Gleichung : 

5)  a*  =  (c  eos  a)*  +  («  cos  «)*. 

Um  diese  Relation  zu  den- 

* 

ten,  ist  !n  Fig.  44  CF=^c  gesetzt^ 
indem  C  den  Mittelpunkt  and  F 
einen  Brennpunkt  der  Ellipse 
darstellt.    TV  ist  die  zu  unter* 

suchende  Tangente,  also  CN=zn. 
Zieht  inMii  C  ü  und  FV  senkrecht 
auf  J  r,  so  wird 
UV=ccosttf  Cü=ncosa\ 
folglich  erhält  man  ans  &) 

Der  Fnsspunkt  V  des  vom  Brennpunkte  F  auf  die  Tangente  ge- 
fitllten  Perpendikels  liegt  hiemacK  im  Abstände  a  yom  Mittelpunkte 

der  £lli])se,  d.  i.  auf  der  Peripherie  des  umschriebenen  Kreises. 

Untersucht  man  in  gleicher  Weise  die  beiden  noch  übrigen 
Falle,  was  durch  bloso  Vertauschunf^  der  Gleichheits-  und  Un- 
gleichheitszeichcn  in  den  letzten  l'onneln  geschehen  kann,  so  ge- 
langt man  leicht  zu  dem  Satze:  Eine  Gerade  schneidet  eine 
Ellipse  in  zwei  Punkten,  berührt  sie  in  einem  Punkte 
oder  hat  keinen  Punkt  mit  ihr  gemein,  jenachdem  der 
Fusspunkt  des  von  einem  Brennpunkte  auf  dieGerade 
herabgelassenen  Perpendikels  innerhalb,  auf  oder 
ausserhalb  der  Peripherie  des  der  Ellipse  umschrie- 
benen Kreises  liegt.  —  Durch  Umkehrung  dieses  Satzes 
kommt  man  unter  Anderem  zu  dem  Resultate,  dass,  wenn  man  auf 
einer  Ellipsentangente  in  den  beiden  Punkten,  worin  sie  den  um- 
schriebenen Kreis  schneidet.  Senkrechte  errichtet,  jede  dieser 
Senkrechten  durch  einen  der  beiden  Brennpunkte  hindurchgehen 
muss. 

Tangenten  derEllipse.  Die  auf  Tangenten  bezüglichen 
Fundamentalaufgaben,  eine  Berührende  in  gegebener  Biehtong 
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oder  durch  einen  gegebenen  Punkt  an  eine  Ellipte  stt  legen, 
kdnnen  leicht  geometriseh  mit  Hilfe  des  umschriebenen  Kreises 
nach  dem  obigen  Lehrsätze  gelöst  werden.  Dit  analytische  Be- 
handlung- dieser  Aufgaben  stützt  sich  auf  die  Bediu'T'i'rloichung  4), 
welche  das  Kriterium  frir  dvu  Fall  euthalt,  in  welchem  eine  Ge- 
rade zur  Tangente  der  Ellipse  wird. 

Soll  erstens  eine  Gerade  mit  der  Richtnngsconstante  M  die 
Ellipse  berühren,  so  gelten  für  diesen  Fall  die  Gleichnngen 

ans  denen  die  anbekannte  Constante  n  eliminirt  werden  kann.  Es 
folgt  dann  als  Gleichung  der  Tangente  bei  gegebener 
Richtang:   

6)  yr=^Mx  ±  }/a*M*  +  b*. 

Da  hierin  die  Wurzelp^rRsse  nicht  zu  Null  werden  kann,  so  sind 
nach  jeder  Kichtuiig  hin  /.w  ei  parallele  Tangenten  möglich,  welche 
mit  Rücksicht  auf  die  Form  von  GleichuiiL;-  ö  die  F- Achse  zu  bei- 
den Seiten  des  Mittelpunktes  in  gleichem  Abstände  durchschneiden. 
Was  die  Coordinaten  der  zugehörigen  Berührungspunkte  betrifft, 
so  finden  eich  dieselben  aus  Nr.  d),  wenn  man  fttr  fi  die  Werthe 
+  y<^M*  4-  ft*  snbstituirt.  Führen  wir  die  \bkttrBung 

ein,  so  treten  iu  Beziehung  auf  die  beiden  Berührung^spunkte  ZU 
Nr.  3)  die  Relationen : 

Hiermit  geht  3)  über  in 

woraus  man 

7)  ^=  +  — 
erh&lt.  Wird  dieser  Werth  in 

emgeeetst,  so  ergiebt  sieh  mit  Benutsung  der  Formel 

nach  einfacher  Umgestaltung 

6» 

8)  y=±r 

Aus  7)  und  8)  wird  leicht  hergeleitet,  dass  die  beiden  Berülirun<j;s- 
punkte  in  einer  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  gehenden  Ge- 
raden gelegen  sind. 
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Wird  sweitens  die  Fordentng  gestellt,  durch  einen  gegebenen 
Punkt  0*1^1  Tangenten  an  die  Ellipse  su  legen,  so  hat  man  für  die 
Gonstanten  dieser  Berührenden  die  Besiehungen 

Hieraus  entsteht  durch  Elimination  von  n  die  Gleichung : 

oder  nach  besserer  Ordnung  der  Gli(  der : 

9)  ^,')  +  2^/^,yi  +  (6«— y,')  =0. 

Die  Oonstante  welche  einem  jeden  diese^Gleichung  genügen- 
den M  zugehört,  ergiebt  sich  ans: 

10)  —  Mxi. 

Die  Form  von  Nr.  9)  seigt,  dass  durch  den  gegebenen  Funkt 
entweder  zwei  Tangenten  gelegt  werden  können,  oder  nur  eine 
oder  endlich  keine  möglich  ist^  jenachdem 

ar,V|(a»-Är,«)(er*— yi») 

oder  auch 

Biiu^^t  laau  die  hieriu^ntlialiciien  Kelatiouen  auf  die  Forin 

so  erkennt,  man  leicht,  dass  die  zu  untorschcideiidcn  drei  Falle 
davon  abhängen,  ob  der  gc^^olione  Punkt  ausserhalb,  auf  der  Pe> 
ripherie  oder  innerhalb  der  Ellipse  gelegen  ist. 

Fassen  wir  zunächst  den  Fall  ins  Auge,  wo  sich  der  Punkt 
^1  auf  der  Peripherie  befindet ,  also  den  Berührungspunkt  ab- 
giebt,  80  erhalten  wir  aus  Nr.  9)  auf  sehr  einfache  Weise  die  Rich- 
tung der  Tangente,  wenn  wir  vor  allen  Dingen  diese  Gleichung 
mit  u^b*  multiplii'ircn.   In  dem  liieraiis  ent.stehcudcii  Resultate 

kann  nämlich,  wennATj^j  Peripheriepunkt  ist,  nach  der  Ellipsen- 
gleiehung  1) 

6»  («•— =  «Vi*,  (ft*— ifi)*  = 

gesetzt  werden,  und  man  erhttlt  hieraus: 

oder 

11)  J|f=_*l^i. 
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Durch  Einseisaiig  diesei  Wdrthei  in  Nr.  10)  findet  sicli,  wenn  man 
anfs  Neue  mit  Hilfe  der  Ellipsengleielinng  redacirt, 

12) 

Mittelst  der  in  II)  uud  12)  aufgosteliten  ('anstauten  ergicbt  aich 
für  die  Gleichung  der  durch  den  Bor ührangspunkt  x^y^ 
gehenden  Tangente 

y  =  i —  .  ^  -1  , 

woraus  nach  gehöriger  Rednctlon 
oder 

hergeleitet  wird.  Für  die  Abscisse  des  in  der  X  -  Achse  gelegenen 
Punktes,  die  wir  mit  m  beaeichueu  wollen,  folgt  hieraus : 

14)  m==s^- 

Die  Werthe  12)  nnd  ]4)  sind  besonders  anr  geometrischen  Dar- 
stellung der  Tangente  geeignet.  Da  nämlich  m  nur  von  a  und  ;r| 
abhängt,  so  müssen  in  allen  Über  derselben  grossen  Achse  con- 
strnirten  Ellipsen  die  Berührenden  solcher  Punkte,  die  eine  gleiche 
Abscisse  besitzen,  die  -J'- Achse  in  demselben  Pnnkte  schneiden; 
es  gilt  dies  also  auch,  da  die  kleine  Achse  gaiix  ausser  dem  Spiele 
bleibt,  für  die  Tangente  im  uuischriebeiion  Kreise.  In  ^^leicher 
Weise  wird  mit  Rücksicht  auf  Nr.  12)  die  J  - Achse  bei  gleich  blei- 
bender Ordinate  der  Berührungspunkte  von  den  Tangenten  aller 
Uber  derselben  kleinen  Achse  befindlichen  Ellipsen  in  demselben 
Punkte  geschnitten,  also  auch  von  der  Tangente  im  eingeschrie- 
benen Kreise.  Hiernach  kann  die  Darstellung  der  Tangente  leicht 
an  die  in  Fig.  41  enthaltene  Construction  der  Ellipse  ans  dem  um- 
schriebenen und  eingeschriebenen  Kreise  angelehnt  werden. 

Befindet  sich  der  Punkt  ,  durch  welchen  Berührende  an 
die  Ellipse  gelegt  werden  sollen,  ausserhalb  der  Peripherie,  so 
führt  eine  gleiche  Schlussfolgerung,  wie  die  zur  Herleitung  von 
Nr.  3)  in  §.  10  und  Nr.  lä)  in  §.  16  angestellte,  zu  dem  ßesultate, 
dass 

a«  * 
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die  GloiehiiQg  der  BertlliningMeline  darstellt.   Hiermit  kann  in 

ähnlicher  Weise ,  wie  es  bei  den  Tangenten  geschah ,  die  BerÜh- 
ruugssühne  iii  der  Ellipse  mit  den  entsprechenden  Linien  im  um- 
schriebenen und  im  eingeschriebeaeu  Kreise  in  Zusammenhang 
gebracht  werden. 

Normalen  der  Ellipse.  Für  die  Normale  im  Ellipsen- 
pankte  a?,yi  ergiebt  Bich  mittelst  der  in  Nr.  11)  gefundenen  Bioli- 
tnngsconstante  der  hierzu  senkrechten  Tangente  die  Gleichung: 

15)  y_yj==_(a;  — jf.). 

Wird  hierin  y  =  0  gesetzt ,  so  entsteht,  wenn  wir  die  zugehörige 
Abäciöse  mit  ^  bezeichucu,  i'ur  die  Subnormale  der  Werth 

16) 

und  hieraus  für  ^  selbst  mit  Einführung  der  numerischen  £xcen- 
tricität  nach  bekannten  Reductionsformeln: 

17)  .      .        {  = 

Ba  die  x  aller  Ellipsenpunkte  awischen  den  Grenzen  4*  ^  und 
—  a  gelegen  sind,  so  folgt  die  Relation: 

oder  mit  Benutzung  der  liuenreu  Excen tricität: 

f  c>  |>—  sc. 

Mftn  wird  hieraus  leicht  ersehen,  dass  die  grosse  Achse  von  jeder 
Normale  zwischen  den  beiden  Brennpunkten  und  zwar,  von  der 
kleinen  Achse  aus  gerechnet,  auf  (lernelben  Seite  geschnitten  wird, 
auf  welcher  sich  der  sugehdrlge  Ellipsenpunkt  befindet. 

^5  Sind  nun  in  Fig.  45     und  die 

beiden  Brennpunkte ,  ist  femer  (7  der 
Mittelpunkt  der  Ellipse  und  PiN  die 
Normale  des  Punktes  /*, ,  so  hat  man 
I  =  CN,  und  hiernach  folgt  für  die 
Abstände  des  Punktes  iV  von  den  bei- 
den Brennpunkten 

=a  <; -h  I  =  f  (a  +  f  a:,). 
Mit  Rücksicht  auf  die  in  S«  20  unter  17)  nnd  18)  geftindenen  Werthe 
der  Leitstrahlen  F^     und  F^  P,  ist  also 

Dies  giebt  die  Proportion : 
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woraus  nach  einem  bekannten  j^oometrischen  Satze  geschlossen 
wird,  dass  die  Normale  P,  N  den  Winkel  F^P^Ff  halbirt*).  Man 
erhält  £0  den  iSatz :  die  Normale  eines  jeden  Ellipse»' 
pnnktes  bildet  mit  den  zugehörigen  Leitstrahlen 
gleiche  Winkel.  Hieraus  ergiebt  sich  sofort  die  gleiche  Ei- 
genschaft fär  die  Tangente ,  worauf  In  ftbnlicher  Weise ,  wie  bei 
der  Parabel,  physikalische  Eigenschafteu  der  Breonpunkte  ge* 
grflndet  werden.  Auch  kann  hiemach  leicht  Tangente  und  Nor- 
male constmirt  werden,  sobald  die  Brennpunkte  bekannt  sind.  * 

Die  Länge  der  N  o  r  in  a  1  o  A',  die  wir  mit  N  bezeichnen 
wollen,  iiudet  sich  aus  der  Formel: 

— 1)*  +  ^.*. 

Mit  Benutzung  des  obigen  Worthes  von  ^  und  der  füra',y,  gelten- 
den  £llipsengleichnng  erhält  man  hieraus  nach  einigen  Heduc- 
tionen: 

oder,  wenn  man  ftir  die  Leitstrahlen  F,     und  jP,     die  bereits  in 

§.  20  angewendeten  Bezeichnungen  *i  und  z,  gebrauclit, 

20)  JV=^.*,«,. 

Hierauf  kann  eine  einfache  Formel  für  die  Grösse  des  Winkels 
basirt  werden,  welchen  die  Normale  mit  jedem  der  Leitstrahlen 
einschliesat.  Setzen  wir  diesen  Winkel  gleich  so  folgt  aus  Fig.  45 
asch  einem  bekannten  Dreieckssatse : 

fl.  i.  mit  Benutzung  der  gefundenen  Werthe  und  der  eiugetahrten 
Bezeichnungen 


•)  &etztmvikiFiPiN=ifi,  L  FtPiN  =:yg,  L  Fi  NFt  ^9,  BOgelitn 
die  Proportionen: 

»fiiyi:«fii#=FiiV:/^Pi 
9mytiHH9ssFtNtFtFt, 

Hiemns  folgt: 

»tu  yi  ._FiN  Fl  Fi 

^0  mit  JiUcksidit  aut  18) 

-r-^  =1»  «wyi  =  myt  u.  s.  f. 
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Wenn  man  nun  hierin  rechterhand  den  Werth  20)  für  substi- 
tnirt  nnd  t  dorch  die  Halbachsen  ansdrttekt,  so  entsteht  mit  Be- 
uutzaDg  des  Satzes  von  der  Summe  dei  Leitstrahlen 

'  a 

oder  nach  g.  14  Nr.  6) 

21)  NcosY=p, 
wobei  p  den  Halbparameter  darstellt.  Nach  dieser  Formel  kann 
der  Winkel  y  leicht  berechnet  weiden;  sngleich  ist  darin  der  Lehr* 
sats  enthalten:  In  der  Ellipse  giebt  die  Frojection  der 
Normale  anf  einen  Leitstrahl  des  angehörigen  Peri* 
pheriepunktes  den  Halbparameter*). 

§.  22. 
Fortsetsung. 

Durchmesser  der  Ellipse.  Wir  sind  berechtigt,  die 
Gleichung  3)  des  vorigen  Paragraphen  durch  «'i/*  +  6'  zu  divi- 
diren^  weil  dieser  Werth  immer  von  Null  verschieden  sein  muss« 
Dann  entsteht  für  die  Abscissen  derjenigen  Punkte ,  welche  dio 
in  Untersuchung  stehende  Gerade  mit  der  Ellipse  gemein  hat,  die 
Gleichung : 

Angenommen  nun,  die  Ellipse  werde  von  der  Geraden  in  zwei 

riiulcten  gesclinitton ,  so  soll  mit  scy  der  Mittelpunkt  der  zwiüchen 
den  beiden  Durcliscliiiittspuiikten  enthaltenen  Sehne  bezeichnet 
werden.  Sind  also  a*,  und  a,  die  Wurzeln  der  obigen  Gleichung, 
^1  und     die  dazu  gehörenden  Ordinaten,  so  ist 

Mit  Rücksicht  auf  die  Summe  der  Wuraeln  ron  Nr.  I)  und  auf  die 
Gleichung  der  Geraden  ergiebt  sich : 

Da  sich  dieser  Sats  unabhängig  von  der  Grösse  der  elliptiselien 
Achsen  seigt,  eo  mnss  er  auch  für  die  Parabel  gelten,  Ton  der  wir  früher 
geaehen  haben,  das«  sie  als  Ellipse  mit  unendlicher  grosser  Achse  auf- 
gefasst  werden  kann.  Ohne  alle  Rechnung  ergiebt  sich  übrigens  dort  die- 
selbe Eigenschaft  ans  der  Grosse  der  Subnormale  mittelst  der  su  Fig.  87 
angestellten  Betrachtungen. 
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Hieraus  erhält  man  durch  Ellmmation  von  n  fttr  die  Mitten  einer 
Schaar  paralleler  Sehnen  (mit  der  gemeinachaftliehen  Biehtnngs- 
eonstante  M)  die  Gleiehnng: 

3)  a«y^f -|-ft«ar  =  0. 

Aus  der  Form  dieser  Gleichung  folgt:  Die  Mitten  aller  pa- 
rallelen Sehnen  einer  Ellipse  liegen  in  einer  durch 
den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden.  Die  Cnrve  besitzt 
also  geradlinige  Durchmesser,  die  sich  sannntlich  im  Mittelpunkte 
schneiden,  und  es  kann  hiemach  dieser  Punkt  in  einer  gegehenen 
Ellipse  mittelst  des  Dni^hschnittes  aweter  Geraden  constmirt  wer- 
den,  Ton  denen  jede  ein  Paar  paralleler  Sehnen  balbirt. 
Bringen  wir  Nr.  3)  anf  die  Form 

so  findet  sich  für  die,  Kichtungsconstante  des  Durchmessers,  die 
wir  mit  ill'  bezeichnen  wollen,  die  Gleichung 

j^.  ^ 

oder  auch : 

d.  h.  die  Kichtnngsconstanten  eines  beliebigen  Sjstemes  paralleler 

Sehnen  und  ihres  zugehörigen  Durchmessers  bilden  ftlr  jede 
Ellipse  ein  unveränderliches  Product.  Da  hierbei,  unbeschadet 
der  Richtigkeit  der  Gleicliuüir.  dio  Factoren  ^nnd  M'  ihre  Rollen 
austauschen  können,  so  folgt,  dass,  wenn  man  den  Selinen  die 
Kichtung  des  Durchmessers  giebt,  letzterer  die  Richtung  der  Seh- 
nen annimmt.  Legt  man  also  zu  den  Sehnen ,  welche  von  einem 
Durchmesser  balbirt  werden,  eine  Parallele  durch  den  Mittelpunkt, 
80  ist  diese  Parallele  selbst  wieder  Darchmesser  ftir  diejenigen 
Sehnen,  welche  mit  dem  ersten  gleiche  Richtnng  haben.  Zwei  in 
der  angegebenen  Weise  von  einander  abhängige  Durchmesser 
heissen  zusammengehörige  oder  conjngirtu  Durchmesser. 
Einer  derselben  kann  immer  in  beliebiger  Richtung  durch  den 
Mittelpunkt  der  Ellipse  gelegt  werden;  man  findet  dann  den  an- 
dern, wenn  man  den  Halbirungspunkt  einer  dazu  parallelen  Sehne 
geradlinig  mit  dem  Mittelpunkte  verbindet.  Zugleich  erhellt  hier* 
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aus,  dasö  alle  Durchmesser  seihst  im  Mittelpunkte  der  Ellipse  hal- 
birt  werden  —  eine  Eigenschaft,  die  übrigens  schon  aus  der  Sym- 
metrie der  Curve  gegen  beide  Achsen  oder  aus  der  in  §.  20  Nr.  3) 
gefimdeiien  Polargleichung  leicht  herrorgeht.  Hierdurch  reehtfef* 
tigt  sieh  der  Name  , Mittelpunkt*,  womit  man  Überhaupt  einen 
Punkt  in  der  Ebene  einer  Curve  dann  belegt,  wenn  in  ihm  alle 
hindureh  gelegten  Sehnen  halbirt  werden. 

Die  beiden  Achsen  der  Ellipse  sind  als  ein  singulärer  Fall 
der  Cünju«^irten  Durchmesser  zu  betrachten,  und  zwar  als  dor  ein- 
zige ,  wo  diese  Linien  senkrecht  auf  einander  stehen.  Für  jeden 
andern  Fall  gilt  nMmlich,  wenn  mit  a  und  ß  die  Winkel  bezeichnet 
werden,  unter  denen  beide  Dnrchmesser  gegen  die  Achse  der  po« 
Bitiven  x  geneigt  sind,  naeh  Nr.  4)  die  Belation 

5)  tonet, Umß  =  — 

Bei  rechtwinkliger  Lage  müsste  dieses  Product  zu  —  1  wenlcu, 
was  nur  möglich  ist,  wenn  6  =  ö,  d.  h.  wenn  die  Ellipse  in  einen 
Kreis  übergeht.  —  Die  Bemerkung,  dass  die  beiden  Achsen  den 
einsigen  Fall  darstellen,  in  welchem  coigugirte  Durchmesser  einen 
rechten  Winkel  einschliessen,  gewährt  ein  einfaches  Mittel,  in 
einer  Ellipse  mit  gegebenem  Mittelpunkte  die  Lage  der  Achsen 
au  bestimmen.  Beschreibt  man  nämlich  ttber  einem  Durchmesser 
einen  die  Ellipse  schneidenden  Halbkreis  und  Terbindet  den  Durch- 
schnittspunkt  geradlinig  mit  den  Enden  des  Durchmessers,  so  ste- 
hen zwei  zu  diesen  Sehnen  durch  den  Mittelpunkt  gelegte  Pa- 
rallelen auf  einander  senkrecht  und  besitzen  zugleich  die  Eigen- 
fichaft  conjugirter  Durchmesser;  folglieli  sind  es  die  beiden  Achsen. 

Da«  in  Nr.  d)  rechterhand  befindliche  Vorzeichen  weist  dar- 
auf hin,  dass  von  den  Winkeln  et  und  ß  der  eine  immer  spitk,  der 
andere  stumpf  sein  muss,  dass  also  jeder  der  beiden  Durchmesser 
zwei  andere  der  vier  elliptischen  Quadranten  durchschneidet. 

Verstehen  wir  nun  unter  a  den  spitzen  dieser  beiden  Winkel,  so 

ist  ß —  a  der  von  der  kleinen  Achse  durclischnittene  Winkel,  wel- 
eher  die  beiden  Durchmesser  zu  Schenkeln  hat.  Dann  ergiebt  sich 

UM  iß-^a)  =  ^  ^  > 

1  —  tan  a*  tan  ß 

oder  mit  Rflcksicht  auf  Nr.  5)  nach  einfacher  Umformung,  wenn 
wir  zugleich  mit  ß*  den  epiteen  Nebenwinkel  von  ß  heaeichnen. 


Digitized  by  Google 


• 


—    127  — 

s    ta       \  a*(te«a  +  Uin  ß') 

Da  dieser  Werth  immer  negntiy  ist,  ip  teigt  eicli,  dsie  tob  den 
beiden  durch  die  eoigiigirteii  Dnrehmesser  begreDttcn  Keben- 
innkeln  der  stampfe  yon  der  kleiaen,  der  spitze  «Iso  ▼on  der 
grosses  Achse  durchschnitten  wird. 

Die  conjagirten  Durchmesser  lassen  sich  noch  in  eine  ein- 
fache Beziehung  za  den  Tangenten  dor  Ellipse  bringen ,  "wenn 
man  auf  Nr.  d)  zurückgeht.  Keducirt  man  nämlich  auf  M,  so 
entsteht: 

6)  Jtf^-^, 

wobei  xy  als  Sehnenmittelpnnkt  einen  Punkt  des  sugehtfrigen 
Durchmessers  und  M  als  Bichtongseonstante  der  Sehne  die  Rieh- 
tung  des  conjugirten  Durchmessers  anieigt  Da  der  Bnrehmesser 

mit  dem  Punkte  ccp  durch  den  Coordinatenanfang  geht,  so  gilt 

wenn  wir  mit  a ,  und  die  Coordinateu  eines  der  beiden  Punkte 
bezeichnen,  worin  er  die  Ellipse  sclineidet,  die  Proportion 

durch  derea  Anwendung  Nr.  6)  in  die  Formel  II)  des  vorher- 
gehenden Paragraphen  tthergeführt  werden  kann.  l)a  durch  diese 
Formel  die  Richtung  der  Tangente  im  Punkte  tc^yf  bestimmt 
wurde,  so  folgt  der  Sata :  Jeder  Durehmesser  der  Ellipse 
läuft  parallel  mit  den  Tangenten  der  in  seinem  con- 
jagirten Durchmesser  gelegenen  Bllipsenpunkte*). 
Hiernach  ist  es  leicht,  eine  Tangente  mittelst  des  durch  ihren  Be- 
rührungspunkt gehenden  Durclimessers  zu  couätruiren,  indem  man 
die  Richtung  des  hierzu  conjugirten  Durchmessers  ermittelt. 

Legt  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  ein  schiefwink- 
liges Coordinatensystem ,  dessen  Achsen  mit  zwei  conjugirten 
Dorchmessem  zusammenfallen,  so  müssen  nach  der  Eigenschaft 
dieser  Linien  jedem  Werthe  der  einen  Goordinate  Doppelwerthe 
der  andern  Coordinate  yon  gleicher  GrSsse  und  entgegengesetztem 
Vorseichen  zugehören ;  die  auf  dieses  System  hezogene  Gleichung 
der  Ellipse  muss  daher  wieder  in  Beziehung  auf  x  sowohl,  als  auf 
y  rein  «^quadratisch  sein.  Wir  können  diese  Bemerkung  durch  An- 

*)  Es  gründet  sich  dies  einfach  darauf,  dass  bei  paralleler  YerrÜckung 
der  Sehne  schliesslich  beide  Endpunkte  zosammenfatten,  wodurch  die  ver- 
lagerte gehne  in  eine  Tangente  fibergeht» 
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wendmig  der  Trantfofmation&formeln  bestätigen.  Sind  a  und  ß 
die  Winkel,  welche  der  Reihe  nach  die  neue  und  T-  Achse  mit 
der  grossen  Achse  der  Ellipse  bilden,  so  ist  beim  Uebergange 
zum  nenen  Systeme  nach  §.  4  Nr.  1) 

X  cos  a  -\-  y  cos  ß  für  x 
X  sin  a  -f-  y  sin  ^    ,,  y 
zu  setzen.  Man  erliiilt  dann  ab  Gleichunj^  dor  Ellipse 

(X  cos  u     y  COS  ß\*  ,  f  X  sin  a  +  y  sin  ß\^  
ä        J     V        b        J  ~  *' 

und  hieraas  nach  einigten  Umformungen 

— — J  +y  l — — J 

,  „     ^t^HnusinBA-  b^cosa  cosß\ 
+       l  -)  = 

Der  Zähler  des  Factors  von  2xy  ist  hierbei  nach  Nr.  5)  gleich 
Null.  Gebraucht  man  daher  noch  die  Abkürzungen : 


7) 


*       ö*  sin^  a  -f-  6*  cos^  a 


a*sin*ß^b*cos^ß' 
so  bleibt  die  auf  awei  conjugirte  Durchmesser  besogene 
Ellipsengleichung: 

Die  Verglcichung  der  Formeln  7)  mit  der  in  §.  20  Nr.  3)  aufge- 
stellten Polargloichung  der  Ellipse  zeigt,  dass  liiorin  a^  und  6^  die 
in  den  Courdinatenachscn  gelegenen  Halbmesser  darstellen.  Be- 
stätigt wird  diese  Bemerkung,  wenn  wir  in  Nr.  8)  eine  der  beiden 
Coordinaten  zu  Null  werden  lassen. 

Aus  der  Uebereinstimmung  der  Form  von  Nr,  8)  mit  der  auf 
die  beiden  Achsen  der  Ellipse  bezüglichen  Gleichung  dieser  Cnrve 
folgt,  dass  alle  aus  dieser  Form  entnommenen  Schlussfolgemngen, 
soweit  sie  von  der  rechtwinkligen  Lage  des  Coordinatensjstems 
unabhängig  sind,  auch  dann  noch  Anwendung  finden,  wenn  hei 
schiefwinkligem  Ooordinatensysieme  die  Achsen  die  Rolle  conjn- 
girter  Durchmesser  spielen.  Was  z.  ii.  die  in  §.  20  gegebenen 
Constructionen  der  Ellipse  betrilTt  ,  so  kann  die  in  Fig.  43  darge- 
stellte unverändert  beibehalten  werden,  wenn  man  das  mit  den 
Halbachsen  gebildete  Keehteck  gegen  ein  übec  zwei  Goi\|ugirteu 
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Halbmessern  besehrtebeneB  Parallelogramm  austauscht.  Auch  alle 

flbrigen  Oonstmctionen  lassen  sich  anf  die  conjugirton  Dui-eliiaesscr 
übertragen,  wenn  man  aufangs  eiuo  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a^ 
und  h.  bildet  und  dann  die  den  einzelnen  Al)sc?«isen  EUjreiiüriiren 
Üriiinaten  in  die  uötbige  schiefe  Lage  überfuhrt.  Ebenso  behalten 
die  auf  Tangenten  bezüglichen  Entwickelungen,  insofern  man  von 
der  geometrischen  Deutung  absieht,  ihre  voUe  Gehang.  Die  Glei- 
chung 

stellt  wieder  die  Gleichung  der  Tangente  im  BerQhrungspunkte 
Xj^j  dar,  oder  gehurt  der  Herülniini;s;5ohue  au,  wenn  der  Punkt 
a-,]/,  ausserhalb  der  Ellipse  ^'ole-^iMi  ist. 

Zwischen  den  (rrössen  coujugirter  Halbmesser  finden  zwei 
wichtige  Kelationen  statt,  welche  ^us  den  in  Nr.  7)  gegebenen 
Werthen  entlehnt  werden  können.  Bildet  man  zunächst  das  Pro- 
duet  der  rechterhand  befindlichen  Nenner,  so  entsteht  das  Resultat 

Fügt  mau  hierzu  die  sich  aufhebenden  GlicMba* 

'  +  3  a*d*  sin  a  sin ß  cos  ttcosß  —  *Ia* 6*  sin  a  sin ß  cos a  cos ßy 
80  erlangt  das  Product  die  Form 

(u^  siit  ci  sin  ß  -f-  0^  cosa  COSßY  -f-  arlt^  siti*  (ß  —  «), 

wovon,  da  nach  Nr.  5) 

o*  sin  n  sin  ß  -\-  b*  coBt»  cosß  =  0 
ist,  nur  das  letzte  Glied  übrig  bleibt.  Wird  nun  der  von  den  con- 
jagirten  Durchmessern  eingeschlossene  spitze  Winkel,  den  wir 
Conjugation 8 Winkel  nennen  wollen,  mit  »  bezeiehnet,  so  ist 

sm  {ß — tt)  ^sintü. 
Mit  Einführung  dieses  Werthes  in  das  vorhergehende  Resultat  er- 
hält man  durch  Multiplicatiou  von  a*  und  6,'  in  Nr.  7) 

Sur  o 

oder 

10)  «idi  stiisssssad. 

Dies  giebt  unter  Anderem  die  geometrische  Deutung:  In  einer 
Ellipse  sind  alle  Parallelogramme,  welche  entstehen, 
wenn  man  die  Endpunkte  irgend  zweier  conjugirton 
Durchmesser  verbindet,  f ISchengleich. 

Aiud.  Ueoiu.  1.  9 
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Zur  Herleitang  einer  sveiten  Relation  maehen  wir  «uvor 
vom  Winkel  «  abhängig.  Drückt  man       ß  und  eo^  ß  in  Nr.  7) 
dnrcli  die  Tangente  aus,  so  entsteht,  wenn  man  zugleich  im  Zäh- 
ler und  Nenner  mit  a*  mnltiplicirt, 

*  ^f^iar^ß  +  aH^ 
Nach  Formel  .5)  kann  liicriu 

a*  tan^  ß^-h^  cot'  a 
gesetzt  werden.    Dividirt  man  dabei  noch  Zahler  und  Nenner 
durch  6^,  so  ergiebt  sich: 

^  ,  +  b*  cot*  a 

*      a*  -I-  b^col*«^ 

und  hieraus: 

'  '      «•«»n*« -f- fr*  cos*« 

Wird  »iii'ber  Werth  zum  Autsdiucke  7)  von       addirt,  so  folgt 

oder  auch 

U,  +  ^^^^^ 

und  hieraus  endlich : 

12)  V  +  V  =  fl»  +  *S 

d.h.  in  einer  Ellipse  ist  die  Summe  der  Quadrate  ir- 
gend zweier  conjugirten  Durchmesser  constant. 

Die  Unvoränderlichkeit  der  Suinine  c/j^  -|-  zeigt,  dass  das 
Produet  a,^/>,'*,  aUo  aucli  «, //,  möglichst  gro.ss  und  damit  nach 
Nr.  lO)  der  Sinus  des  Coujugationswinkels  möglichöt  klein  wer- 
den muss,  wenn  die  beiden  conjugirten  Durchmesser  gleich  lang 
sind.  Mit  KUcksicht  auf  die  Ausdrücke  7)  findet  sich  leicht.,  daas 
dies  nur  yorkommen  kann,  wenn  ß:=l&3^  —  «,  d.  h.  wenn  die 
grosse  Achse  den  Conjugationswinkel  halbirt.  Aus 

tan  p  =  —  (afnx  und  lan  a  .ian  ß  =  —  ^ 

folgt  dann,  wenn  wir  immer  noch  unter  «  den  spitzen  Winkel  ver- 
stehen, 

13)  loftas-^* 

Die  Diagonalen  eines  Jiechteckcä,  dessen  Seiten  die  Tangenten 
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<tof  Aefasenselieite]  MMen,  stellen  hiernach  die  gleiehen  coii> 
jugirten  DiiTclinies«er  dar  und  schliesson  den  kloinsfen  i» 
der  Ellipse  mög:lielien  Conjugationsw  iuki  l  ein.  Bezeichnen  wir 
mit  r  einen  der  gleichen  llalbtnegfler,  so  ergiebt  üicb  aus  12) 

'  2 
mid  für  den  zugehörigen  kleinsten  Gonjngationswinkel 
an«  10) 

15) 

ein  Werth ,  der  leicht  mittelst  der  Formel  13)  dnreh  Bereehnnng 
von  sin9a  veriiicirt  werden  kann.  —  Die  auf  die  gleichen  Durch- 
messer als  Coordinatcnacbsen  bezogene  Ellijjjbengleichung  lautet 
nach  8) 

16)  a^-^t/^T^, 

ist  also  mit  der  Mittclpunktfigleichung  des  Kreises  für  rechtwink- 
lige Coordinaten  identisch,  nur  dass  sie  Ix  I  der  Ellipse  für  ein 
einziges  Coordinatensystem)  nnd  swar  für  ein  schiefwinkliges,  Gel- 
tung findet. 

Mit  Hilfe  der  Gleiehnngen  10)  nnd  13)  können  irgend  awei 
der  darin  enthaltenen  ftfnf  Grössen  berechnet  werden ,  wenn  die 
drei  anderen  gegeben  sind;  man  kann  daher  s.  B.  ans  zwei  nach 

Lii^e  und  Grösse  bestimmten  conjugirten  Durchinossem  tlio  Ach- 
sen linden.  Am  leichtesten  gelaugt  man  hierbei  zum  Ziele,  smmiu 
man  Summe  und  l>itferenz  der  Leiden  llallinchsen  als  T^nbeknunte 
betrachtet.  Aus  der  Verbindung  der  beiden  gegebenen  Gleichun- 
gen entstehen  nämlich  die  Formeln 

(a  -f  by  =  a*  +  &,*  +  2  a,  6,  sitt  0» 

oder 

17)  I  («— fe)«==«,«H-v— aa.ft,  <»M(9(y»-^i»). 

Diese  Ausdrücke  lassen  ©ine  einfache  geometrische  Darstellung 

zu,  da  die  rechterliainl  stehenden  Werthc  als  leiten  zweier  Drei- 
ecke aus  zwei  mit  dem  eingeschlossenen  Winkel  gegebenen  Seiten 
construirt  werden  können.  Sind  nämlich  J r rt,  und 
BC^  B'  C~  in  Fig.  46  die  conjugirten  Halbmesser,  welche 
flen  Conjugationswinkel  JBC  =  a>  einschliessen ,  so  errichte  man 
Cl»=i4  C senkrecht  auf       dann  ist  BD^a—b  und  i^i>»a+&* 

9* 
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Zieht  mUL  nun  CEf/  BP^  so  wufcL 

a — I 

"i" 


j)E^  ^-Ilr,  folglich. 


3 


wemi  man  GE=^  CE  uimmt,  D  G^^a^ 
B'G^~-h. 

Ist  die  Grosse  der  Aclisen  gefun- 
den, so  katm  man  die  Lage  der  gros- 
sen und  damit  auch  die  der  kleinen 
Achse  aus  einer  der  Formeln  7)  be- 
rechnen. Man  findet  s.  B.  ans  dem  Werthe  ftlr  aj*,  wenn  man 
Sinns  und  Gosinns  durch  Tangente  ausdruckt, 


und  hieraus 
oder  auch 

18) 


tan 


Einfacher  gelangt  man  jedoch  constractir  cum  Ziele,  wenn  man 
mittelst  der  grossen  Aeiise  den  umschriebenen  Kreis  bildet,  parallel 
zu  jedem  der  beiden  Durchmesser  die  Tangenten  der  Endpunkte 
des  conjugirten  Durchmessers  legt  und  dann  den  Satz  benutzt, 

dass  die  in  den  Durchschnitten  der  Tangenten  uaii  des  umschrie- 
benen Kreises  errichteten  Perpendikel  durch  die  Brennpunkte 
gehen.  Mit  Hilfe  der  Brennpunkte  ist  die  Lage  der  grossen  Achse 
vollständig  bestimmt. 

§.  23. 

IKL»  XjiiiDmiuigikreiie  der  SUipta. 

Bei  Untersnchong  der  gegenseitigen  Lagen  einer  Ellipse  und 
eines  Kreises ,  deren  Gleichungen  beiderseits  dem  aweiten  Grade 
angehören,  gelangt  man  in  gleicher  Weise,  wie  bei  der  entsprechen- 
den auf  Parabel  und  Kreis  bezii^^li-  hen  Betrachtung  (§.  lö),  zu 
einer  Gleichung  vierten  Grades,  aus  ;vt Icher  die  gemeinschaft- 
lichen Punkte  beider  Linien  zu  ciilncliinon  sind.  Der  weitere  Ver- 
folg dit  ser  Untersuchung  führt  aber  wegen  der  complicirteren 
Form  der  sich  hierbei  ergebenden  Gleichung  zu  noch  grösseren 
Schwierigkeiten,  als  bereits  die  Parabel  darbot.  Wir  wollen  uns 
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dahor  wie  dort  auf  den  praktiscli  wichtigsten  lall,  die  E 
der  Kriimmungskreise  ,  boschrSiikon ,  wobei  wir  iiacii  den  Ergeb- 
nissen des  §.  18  den  Kriiinnuinj^smittclpiinkt  nm  einffichsten  mit- 
telst des  Durclischnittes  benachbarter  Normalen  bestimmen. 

Nehmen  wir  die  beiden  Achsen  der  Ellipse  in  der  früheren 
Weise  als  Coordinfttenaclisen  an,  so  lautet  naeh  §.  21  Nr.  16)  die 
GleichoDg  der  Normale  im  £llip8enpankte  Xj^i 

Dnreh  einfache  Umgestaltung  kommt  dieselbe  auf  die  Fonn: 

1)  «•ary,  —  6*ar,y     («•  — 6«)  x^y^. 

In  gleicher  Weise  findet  «ich  für  eine  zweite  Normalu  iia  l'unkte 
Xj^a  die  Gleichung 

aus  deren  Verbindung  mit  Nr.  1)  die  Coordinaten  des  Durchschnit* 
tes  beider  Linien  su  berechnen  sind.  Man  erhält  durch  Elimina- 
tion Ton  y 

V   «•   J  '^\x^y,—x,y^J' 
oder,  wenn  wir  die  nnmerische  Ezcentricität  t  und  die  AbkQrsung 

 ^ttft—^tyt 

einführen. 

Nach  §.  5  Nr.  II)  stellt  hierbei  m  die  Abscsisse  desjenigen  Punk- 
tes der  X»  Achse  dar,  in  welchem  sie  von  der  Verbindungsgeraden 
der  Punkte  Xiffi  nnd  o:,^,  geschnitten  wird.  Lässt  man  nun,  um 
sum  Krümmongsmittelpunkte  zu  gelangen,  die  Punkte  Xiy^  und 
x^y^  in  einen  fibergehen,  so  wird  die  Verbindungsgerade  sur 
Tangente  des  Punktes  XiPi ,  folglich  nach  §.  31  Nr.  14) 


m 


Hieraus  entsteht  für  die  Abscisse  des  zu  Xij/i  zugehörigen  Krüm* 
mungsmittelpunktes  der  Werth 

3)  «  = 

Dieser  Ausdruck  kann  leicht  construirt  und  damit  der  in  der  Nor- 
male gelegene  Krflmmungsmittelpnnkt  gefunden  werden.  Nach 
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§.  21  Nr.  17)  ist  nHtnlich  t*x^  die  Abseisse  des  Dnrchschnittspuuktes 
vou  Normale  uud  A  - AchBe,  die  wii'  mit^  bezeichnen.  Dann  folgt: 

'-'(?)■• 

Fi^.  47.         vobei  sieb  der  in  der  Klammer  enthaltene 
QnotieDt  mittelst  des  unscbriebetien  Kreises 
darstellen  lässt*   Ist  P  in  Fig.  47  derjenif  e 
\p   Punkt  dieses  Kreises,  der  mit  P|  die  Ab- 
scisse  CM^  Xj  gemein  hat»  so  ist,  wenn  wir 
C  X'    L  PCM  ^  setzen, 

-i  =  COS  «r, 
a 

folglich,  wenn     N  die  Kormab  in  i^i  darstellt, 

X  -  -  CN  .  C05*  «. 

Wird  daher  iCN  senkrecht  auf  CP  und  ICO  senkrecht  auf  CM  er- 
riehtet,  so  ist  CL^x^  folglich  0  der  gesachte  Krttnunungsmlttel- 
punkt. 

Snbstitniren  wir  den  Werth  ▼on  x  in  der  Gleichung  I)  der 
Normale,  so  erlangen  wir  für  die  Ordinate  von  0  dub  liebultat 


oder,  wenn  wir  mittelst  der  EUipseugleichung  durch  ^,  aus- 
drücken, 


4) 


Die  Einsetsnng  von  x  und  y  in  die  Gleichung 

(vgl.  §.  18  Nr.  f  l)  liisst  den  Kriimniunir 

Man  erhält,  wt  im  mau  beide  Coordiuateu  durch  j:^  auadruckt  uud 
soweit  alt)  möglicii  reducirt, 

Nach  §.  21  Nr.  19)  ist  hierin 


r  o:, 


wenn  die  Länge  der  Normale  bezeichnet,  folglich 
und 
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übereiiibtimmciul  mit  dem  iu  §.  IH  Nr.  13)  gcfiiudeueu  Werthe  des 
Krümmuugähalbmestierfl  der  Parabel.   Beachten  wir,  dass  nach 

.V 

§.  '21  ^.1.  2i  der  Auüdruck  —  wie  iu  der  Tarabel  die  Sccaute  des 

P 

von  Normale  und  LeitBtrahl  eingeschlossenen  Winkels  bedeutet^ 
BO  gelangen  wir  stit  dem  Resultate,  dass  die  in  Fig.  37  enthaltene 
Construction  des  Krtimmun^siialbmesäcrüi  auch  fUr  die  Ellipse  un- 

geäuderte  AaweuduDg  liudet. 


Auf  die  in  §.  20  Nr.  7)  gefundene  Proportionalitftt ,  weiche 
swischen  den  Halbachsen  einer  Ellipse  und  den  xu  gleicher  Ab- 
seisse gehörenden  Ordinaten  der  Ellipse  und  des  umschriebenen 
Kreises  stattfindet,  lllsst  sieh  eine  Vergleichiuig  der  Ellipsenflitehe 

mit  der  Kreisfläche  griiiuUn.  Wir  tlieileu  zu  diesem  Zwecke  die 
Abscisse  CM  ~  x  (Fig.  48)  in  «  gleiche  Jfig.  49, 

Theile ,  ziehen  durcli  alle  Tlieilpunkte  Ür-  ff' 
dinateu  und  coustruireu  mit  jeder  Ordinate    1  T 


§.  24. 

Die  Quadratur  der  Ellipse. 


und  der  Strecke  —  ciu  umschriebenes  Recht-  JJ 

n 


P' 


eek;  dann  ist  die  Summe  dieser  Bechtecke, 
welche  S  heissen  möge,  grösser  als  die  ellip> 
tische  PlHche  BCMP=F,  Bezeichnen  wir 

ßC'  Hill  Vn,  und  mit  /y,  ,  y.^ ,  y^...y^~-MP 


ir2 


der  iieihe  nach  die  daraut  iülgcndcu  Ordiuateu ,  so  ist 


oder,  wenn  ^'  C  ™  ijo,  i/j ,  17, . . .  MP'  die  mit  Uot  Vt»**  Mm 
XU  gleichen  Abscissen  gehörenden  Ordinaten  des  umschriebenen 
Kreises  ausdrücken, 


Setzen  wir  ferner 


2)  S'  =  ^(iJo  +  %-|-%  +  .-  +  JJ«-i)i 

*  n 
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80  bedeutet,  wenn  die  vorliergelicnde  Construction  auf  den  um- 
scbriebenen  Kreis  übertragen  wird,  S'  die  Summe  der  dort  in  glei- 
cher Weise  wie  in  der  Ellipse  gebildeten  umschriebenen  Beebt- 
eckflächen,  nnd  stellt  eine  obere  Grrenze  für  die  KreisfiSche 
B'CMP'  =  F*  dar.  Ans  der  Verbindung  Ton  1)  nnd  3)  folgt 

a 

oder  in  Proportionsform 

3)  S'.S'^b'.a, 

Dasselbe  Verhältniss  muss  aber  auch  zwischen  den  Flächen  F  und 
F'  stattfinden,  weil  mit  fortwährender  Vergrössernng  der  Zahl  der 
auf  der  Abscisse  gebildeten  Theile  schliesslich  S  mit  F  und  S'  mit 
F'  zum  Zusammenfallen  gebracht  werden  kann.  Bildet  man  näm- 

lieh  in  der  elliptischen  Fläche  mit  der  Strecke  ^  und  den  End> 

ordinatcn  dcv  eiiizelneu  Streifen,  worein  sie  zerlegt  wurde,  einge- 
schriebene Reclitecke,  so  folgt  für  deren  Summe,  die  heissen 
mag,  in  ähnlicher  Weise  wie  oben  das  Kesultat 

4)  «  ~    .  ^     H-  »?« +  '/3  +  •  •  •  +  »?  J  • 
Die  Vergleichung  yon  1)  und  4)  giebt 

a  n 

und  dieser  Wertli  kann  kleiner  als  jede  belie})ige  Zahl  gemacht 
M  ertleu,  wenn  mau  nur  n  hinreichend  groyy  annimmt.  Bei  unciid- 
licliom  Anwachsen  der  Zahl  n  fallen  also  S  und  folglich  nach 
der  Ungleichung 

S>F>8 

um  so  mehr  S  und  F  zusammen.  In  gleicher  Weise  kann  unter 
gleichen  Umst^inden  das  Zusammenfallen  von  S*  und  F'  bewiesen 
Averden,  und  ea  folgt  d&ny^  aus  Xr.  3) 

5)  F:F'  =  b:a, 

d.h.  die  ttber  irgend  einer  Abscisse  stehende  Ellip- 
senfläche  verhält  sich  zu  der  ttber  derselben  Abscisse 
befindlichen  Fläche  des  umschriebenen  Kreises  wie 
die  kleine  Halbachse  zur  grossen. 

LUsst  mau  deu  Punkt  M  nach  A  rücken,  so  crgiebt  sich,  wenn 
wir  die  Fläche  der  ganzen  Ellipse  mit  £  bezeichnen, 
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folglich 

6)  E      a  h  TT. 

Nach  §.  22  Nr.  10)  entsteht  hici ms,  wenn  a, ,  6,  und  w  zwei  con- 
jugiite  Halbmesser  uebst  ihrem  Conjugationswinkel  bedeuten, 

7)  na^bi  sin  to. 

Mittelst  dieser  Formel  kann  die  Ellipsonfläche  aas  irgend  xwei 
nach  Lage  und  Grö68e  gegebenen  conjngirten  DurchmeBsem  be- 
rechnet werden. 
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Siebentes  OapiteL 

Die  Hyperbel. 


§.  25. 

Dia  Caeiehung  (~) (|j'=  1. 
16  in  der  Ueberschrift  enthaltene  Gleichung 

Cf)'-(fy='. 

welche  durch  Muitiplication  mit  —  a^b^  in 

2)  a*y*—b^x^  =  —  a'^b* 

umgeformt  werden  kann,  gehört  nach  §.  14  Nr.  12)  einer  Hyperbel 
an,  deren  Hauptachse  2<i  mit  der  AT- Achse  und  deren  NebenachM 
86  mit  der  Achse  xusammenföllt.  So  wesentlich  sich  nun  auch 
diese  Curve  in  ihrer  Gestalt  von  der  im  vorigen  Capitel  unter- 
suchten Ellipse  unterscheidet,  so  stehen  doch  beide  Linien  rück- 
sichtlieh der  analytischen  Entwicklung  ihrer  Eigenschaften  in 
der  innigsten  Beziehung.  Da  nämlich  die  Gleicirnnp:  1)  dnrch  blose  | 
Vertauschung  von  b*  mit  —  6'  aus  der  Gleichung  hervorgeht,  i 
welche  wir  der  Untersuchung  der  Ellipse  zu  Grunde  gelegt  haben,  j 
tio  befinden  wir  uns  in  der  günstigen  Lage,  den  grössten  Theil  der 
für  letztere  Curve  angestellten  Rechnungen  init  Anbrmgung  eines  i 
einfachep  Zeichenwechsels  auf  die  Hyperbel  Übertragen  zu  k^innen.  | 
Neu  treten  allein  die  auf  die  Asymptoten  beafiglichen  Betrachtan>  i 
gen  auf. 

Um  den  in  §.  SO  bei  der  Ellipse  benutzten  Gang  der  Unter- 
suchung festzuhalten,  wollen  wir  zunächst  die  x  und  y  der  Glei- 
chung 2)  in  Folarcoordinaten  trausformiren ,  deren  Achse  mit  der 
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Achse  der  positiven  x  identisch  ist.  Daraiu  entsteht  die  Polar« 
gkiehuDg 


oder,  wenn  wir  im  Zähler  uud  Nenner  mit  —  I  multipliciren, 

3)  •  r'=-  ■ 

6*  cos'       -     si/i^  (p 
Wird  liicriu  mittelst  der  aus  ^.  14  Nr.  15)  folgenden  Kelatiou 

die  lineare  £xceQtrieitit  c  eingeführt,  so  ergiebt  sich: 

4)  ^^—J^  

c*  cos*  9  —  a* 

Die  Gleichung  3)  zeigt ,  dass  reelle  r  yon  endlicher  Gritose  nur  so 

lauge  möglich  sind,  alb  die  DirtVimz 

eiueu  |»ositiveu  Werth  giebt.  Setzen  wir  nun  uach  §.  14  Nr.  14) 

41 

wobei  y  den  von  einer  Asymptote  und  der  Hauptachse  gebildeten 
«{titsen  Winkel  beseiohnet,  so  folgt  nach  einfacher  Umgestaltung, 
d«88  für  alle  Hyperbelpunkte  die  Ungleichung 

Itm*  (p  <  tan*  y 

gehen  muss.  Wir  werden  so  zu  der  bereits  bekiumteii  Eigeuschat't 
zuiiRk«;e führt ,  dass  beide  Z\vei<;e  der  Hyperbel  v<ui  den  Asymp- 
toten umschlossen  werden.  Spitze  Werthe  von  <p  müssen  deiuuach, 
Uta  einen  der  vier  unter  sich  congruenteu  Quadranten  der  Hyper- 
bel in  sich  zn  fassen,  zwischen  den  Grauen  0  nnd  y  enthalten 
Min.  Ans  Nr.  4)  ist  dann  ersichtlich,  dass  innerhalb  dieser  Gren* 
len  r  gleichzeitig  mit  ^  wächst,  dass  also  die  beiden  Achsen- 
Scheitel  die  dem  Mittelpunkte  am  nlichsten  gelegenen  Punkte  der 
Hyperbel  darstellen.  Ein  über  der  Hauptachse  als  Durchmesser 
Wchriebciier  Kreis,  den  wir  Mauptkreis  neuueu  wollen,  wird 
IQ  den  Scheiteln  von  der  Hyperl)el  bernlirt;  alle  übrigen  Hyperbel- 
punkte  liegen  ausserhalb  des  Hauptkreises. 

Der  Hauptkreis  der  Hyperbel  tritt  an  die  Stelle  des  umschxie- 
benen  Kreises  der  £llipse,  kann  aber  nicht  wie  dieser  zur  con- 
»tmctiven  Darstellung  der  Curve  benutzt  werden.  Die  Beziehnn- 
g^n,  weiche  zwischen  den  Ordinaten  der  Ellipse  und  ihres  um- 
fiehriebenen  Kreises,  oder  zwischen  ihren  Abseissen  und  dene« 
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d^'«?  Pingeschripbenen  Kreises  stattfanden,  gelten  hier  für  zwei 

gl*  i.  Iiseitig-o  Ifvperboln  mit  don  Halhnclisen  «  oder  /y ,  in  welclie 
die  Cnrve  durch  Gloiehsetzuug  ihror  Achson  übergeht.  Diese  bei- 
den gleichseitigen  Hyperbeln  sind  dnrch  die  GleichuDgen 

bestimmt;  sie  können  aber  nicht  wie  die  beiden  Kreise  der  Ellipse 
za  einer  bequemen  Constmction  ren  Hyperbelpnnkten  yerwendet 
werden ,  wefl  sie  selbst  nicht  eine  wesentlich  einfachere  Darstel- 
lang  als  alle  andern  Hyperbeln  zulassen. 

An  die  Stelle  der  trigonometrischen  Gleichung 

sifi'  «     cos*  «  =  1 , 
deren  Analogie  mit  der  Eiiipsenglcichang  zur  Auffindung  von 
EUipsenpankten  gebraucht  wurde ,  tritt  hier  die  Gleichung 

WC*  «r  —  ton*  «  =  I, 

wenn  wir  —  ^seca  und  —  =  tun  n  setzen.    Durch  Construction 
a  b 

der  Werthe  x^aseeo  und  y^bUtna  sind  daber,  wenn  u  einen 
beliebigen  Winkel  bedeutet,  die  zusaminengehorigen  Coordinaten 

eines  Hyperbelpunktes  bestiiiiuit.  Die  Ausführung  dieser  Con- 
struction können  wir  um  so  mehr  übergehen,  als  wir  später  ein- 
fachere Glitte!  zur  Darstellung  der  Hyperbel  kennen  lernen  werden. 
Was  ferner  die  in  §.  20  Nr.  9)  und  10)  angewendete  Zerle- 
gung der  Ellipsengleichung  in  zwei  Factoren  ersten  Grades  be* 
trifft,  so  kann  dieselbe  mittelst  eines  einzigen  Zeichen  wechseis  f)Hr 
die  Hyperbel  brauchbar  gemacht  werden.  Die  Gleichungen  der 
beiden  Geraden,  durch  deren  Durchschnitt  ein  Hyperbelpunkt  be- 
stimmt wird,  lauten  nftmlich 

wobei  wieder  die  Relation 

b^  :  b  =^  b  :  b^ 

gelten  muss.  Der  Leser  wird  leicht  die  einfache  Aenderung  aus- 
findig machen,  welche  hiernach  an  der  in  Fig.  43  gegebenen  Con- 
struction ansnbringen  ist,  wenn  sie  zur  Gewinnung  von  Hyperbel* 
punkten  benutst  werden  soll. 

Geben  wir  der  Gleichung  1)  die  Form 

80  kann  darauf  eine  Darstellung  der  Hyperbel  mit  Benutzung  der 
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Asymptoten  gegründet  werden.  Mit  Emftthmiig  def  Balben  Asyiuy- 
totenwinkels  y  entsteht  nämlich 

6)  a:"  =  «•  -f-     cot*  Y » 

wonach  das  a:  eines  Hyperbelpunkte«  als  Hypotenuse  eine§  recht- 
winkligen Dreieckes  mit  den  Katheten  a  und  y  eoty  an  construiren 
ist.  Auch  hier  wird  die  Ausführung  der  Construction  durchaus 
keine  Schwierigkeit  gewähren. 

Brennpunkte  der  Hyperbel.  Zur Aufbuchuiig  voulirenn- 
pnnkten  der  Hyperbel  köimon  fast  wörtlich  die.selben  Schlüsse  wie- 
derholt werden,  welche  bei  der  gleichen  auf  die  Ellipse  bezüg- 
lichen Untersuchung  zum  Ziele  führten ;  nur  ist  in  den  Endresul- 
taten 1^  mit  —  b*  zu  vertauschen.  Aus  der  Gleichung 

in  welcher  xy  einen  beliebigen  Punkt  einer  J.inie  zweiten  Grades 
und  ^  einen  Brennpunkt  dieser  Linie  bedeutet,  folgern  wir  zu- 
näclist  wie  bei  der  Ellipse,  dass  Brennpunkte  nur  in  einer  der 
Achsen  gelegen  sein  können.  Für  Brennpunkte  m  der  JT- Achse 
gelten  dann  die  Gleichungen 

woraus  durch  Zusammenstellung  mit  der  Gleichung  der  Hyperbel 
'die  fiesultate 

hervorgehen.  Dica  glebt 

7)  i---±c, 

d.  i.  die  beiden  bekannten  Brennpunkte  der  Hyperbel.  Für  die 
Constante  a  folgt  noch  aus  ^  -j-  ay  =  0 

wobei  s  wie  früher  die  numerische  Excentricitftt  beaeiehnet,   

Brennpunkte  in  der  Ordinatenachse  führen  zu  imaginären  Wer- 
then;  die  Hyperbel  enthält  also  keine  weiteren  Brennpunkte,  als 
die  beiden  auf  der  Verlängerung  der  Hauptachse  gelegenen. 

Stellt  2|  den  l.eitstrahl  eines  Hyperbelpunktes  xy  für  den  auf 
der  Seite  der  positiven  a:  gelegenen  Brennpunkt  und  2,  den  an- 
dern Radiusvector  desselben  Hyperbelpunktes  dar,  so  ergiebt  sich 
aus  den  berechneten  Werthen  in  Uebereinstimmung  mit  den  ftir 
die  Ellipse  gefundenen  Kesultaten 
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Beim  Uebergange  en  den  Quadratwurzeln  kennen  hieraus  so- 
wohl positive,  ;ils  negative  Leitstrahlen  hervorgehen;  treffen  wir 
aber  die  Bestiimnung,  die  zu  po  ii ivcji  gehörigen  r  selbst  als  po- 
sitive Grössen  in  Rechnung  zu  ziehen,  so  ist,  da  für  jeden  Hy- 
perbelpuakt  positive  x  grösser  als  a  sind,  um  so  mehr  aach  f  a:>a; 
folglich  hat  man 

8)  r,=5«a?  — «,      Zf=ix  +  a 

za  setzen.  Aus  der  Verbindung  dieser  beiden  Gleichungen  ent- 
steht die  bekannte  Relation : 

9)  «,^«|=2ii, 

wonach  die  Hyperbel  mittelst  der  nnveränderlichen  Differenz  ihrer 
Leitstrablen  construirt  werden  kann. 

§.  26. 

Die  Hyperbel  und  die  Qerade. 
Die  auf  die  gegenseitigen  Lagen  einer  Hyperbel  und  einer 
Geraden  bezüglichen  Untersuchungen,  soweit  sie  nicht  die  ne« 
auftretenden  Bigensebaften  der  Asymptoten  berfihren,  sind^  wcbb 
wir  Wiederholung  derselben  Hechnungen  vermeiden  wollen,  am 
einfachsten  auf  die  entsprechenden  Betrachtungen  in  §.  31  und 
§.  22  zurückzuführen.  Bezeichnen  wir  daher  wie  dort  die  Glei- 
chung der  Geraden  mit 

1)  y=  iVa;  +  «, 
während 

2)  r/V  —b^x*^  — 

die  Gleichung  der  Hyperbel  darstellt,  so  gilt  für  die  Abscissen  der 
etwa  vorhandenen  gemeinschafÜicben  Punkte  beider  Linien  die 
Gleichung : 

3)  <c«  A»)  +  ^i^Mnx  +  «•  —  0. 
Dieselbe  ist  immer  quadratisch,  mit  Ausnahme  des  einzigen  Fel- 
les, wenn 

oder 

d.  i.  wenn  die  Gerade  mit  einer  der  beiden  Asymptoten  parallel 
kfcnft.  Dann  bleibt  ans  Nr.  3)  eine  Gleichung  ersten  Grades,  und 
es  folgt  hieraus  der  Satz:  Jede  Parallele  zu  einer  Asymp- 
tote schneidet  die  Hyperbel  in  einem  Punkte.  Ffirdie 
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Asympto^i^  selbst  wird  »  —  0,  uikI  der  DurchaohiiiU8|^iiiikt  mit 
der  Hyperbel  rückt  in  die  Uaendlichkeit. 

jedem  andern  Felle,  d,  h.  sobald  die  Oerade  die  Aejmp- 
toten  schneidet,  behält,  wie  schon  bemerkt  wurde,  die  Gleteiiimg 
3)  ihre  quadratische  Form;  die  Gerade  nnd  die  Hyperbel  besitsMi 
hUo  höchstens  zwei  gcmeinscbaftlicbe  Punkte.  Aus  dor  für  die 
Ellipse  geführten  Kechnuii^  leiten  wir  her,  dass  hierbei  die  (ie- 
r.iüc  Seeaale  oder  Tangente  darstellt,  oder  cudlicli  keinen  Punkt 
mit  der  Hyperbel  gemein  hat,  jenachdem 

Die  Beachtung  des  Umstandes,  dass  der  ausserhalb  der  Paren- 
these befindliche  Factor  einen  negativen  Werth  besitzt,  zeigt,  dass 
dss  Eintreten  des  ersten ,  zweiten  oder  dritten  Falles  davon  ab- 

Uängig  gemacht  werden  muss ,  ob  die  DiiTerenz 

positiv,  gleich  Null  oder  negativ  ist.  Soll  die  Gerade  die  Hyperbel 
in  einem  Punkte  berühren ,  so  mnss  die  Gleichung 

4)  =  6»  +  «» 

Geltung  finden.  Führen  wir  hierin  mittelst  der  Relationen 

den  zwischen  der  Geraden  und  der  A'- Achse  enthaltenen  Winkel  ä 
nnd  die  lineare  Kxccntrieität  c  ein,  so  kommen  wir  auf  die  G-leichnng 
o)  de«  §.  21  zurück,  die  genau  so  wie  dort  geoinotriseh  gtidentet 
werden  kann,  .üs  folgt  das  Kesultat ,  dass  der  Fusspunkt  eines 
vom  Brennpunkte  auf  die  Tangente  gefällten  Perpendikels  auf  der 
Peripherie  des  Hauptkreises  gelegen  ist  Werden  endlich  mit  An- 
wendung derselben  Hilfsmittel  die  beiden  noch  Übrigen  Fälle  un- 
tersucht, so  ergiebt  sich  als  Seitenstttck  au  dem  früher  für  die  ge- 
genseitigen Lagen  einer  Geraden  und  einer  Ellipse  gefVmdenen 
Kriterium  der  folgende  Satz:  Eine  Gorade,  die  nicht  pa- 
rallel mit  einer  Asymptote  läuft,  kann  die  Hyperbel 
i n  z  w e i  P u n k t e n  schneiden,  in  e i n e m  P u n k t e  h e r  ii  h r  o n 
oder  keinen  Punkt  mit  ihr  gemein  haben;  der  erste, 
zweite  oder  dritte  dieser  Fälle  findet  statt,  je  nach- 
dem der  Fusspunkt  des  von  einem  Brennpunkte  auf 
die  Gerade  gefällten  Perpendikels  ausserhalb,  auf 
oder  innerhalb  der  Peripherie  des  Haupikreises  Liegt. 
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Tangente  oder  H  jp  e  rb  e  I.  Znr  analytisclien  LSsong  der 
auf  Tangenten  bezüglicben  Aufgaben  dient  die  obige  Gleiebung  4), 
welche  zu  diesem  Zwecke  in  ganz  gleicher  Weise  wie  Nr.  4)  in 
§.  21  zu  benutzen  ist.  Für  die  Gleieliun<^  piner  Tangente 
von  gegebener  liichtuug  folgt  dann  nach  Analogie  von  §.  21 
Nr.  6) 

5)  y=^Mx  ±  }/a*M*  —  b*. 

Die  hierin  unter  dem  Wurzelzeichen  befindliche  Differenz  lässt  er- 
kennen, dass  nicht*  wie  bei  der  £llipBe  nach  jeder  Richtung  hin 
Tangenten  möglich  sind ,  sondern  nur  unter  der  Bedingung  ^  dass 
die  Kelation 

=  «• 

stattfindet.  Es  giebt  dies  die  geoinetrische  Deutung,  dass  der  von 
einer  Tangente  und  der  Hauptachse  gebildete  spitze  Winkel  immer 
zwischen  den  Grenzen  90®  und  y  enthalten  sein  muss,  wobei  y  wie 
früher  den  halben  Asjrmptotenwinkel  bezeichnet.  Berechnen  wir 
die  Coordinaten  der  Berührungspunkte,  so  zeigt  sich,  dass  die 
Asymptoten  selbst  Tangenten  fttr  unendlich  ferne  Punkte  der  Hy- 
perbel darstellenf  d.  h.  dass  sie  als  ftusserste  Grenzen  der  Tangen- 
ten auftreten.  Die  Form  der  Kcchnung  bleibt  hierbei  dieselbe  wie 
bei  der  Ellipse,  und  es  gelten  uucli  im  üebrigen  rück.siditlich  der 
Lage  der  Berührungspunkte  die  dort  geiundenen  Kesuitale. 

Soli  die  Aufgabe,  eine  Tangente  an  die  Hyperbel  durch  einen 
Punkt  Xiift  zu  legen,  analytisch  gelöst  werden,  so  sind  zu  diesem 
Zwecke  die  zur  Pierleitung  von  §.  21  Nr.  9)-  bis  14)  angewendeten 
Entwiekelungen  zu  wiederholen,  wobei  nur  an  der  mehrfach  er- 
wfthnte  Zeiebenwecbsel  angebracht  werden  muss.  Als  Gleichung 
der  Tangente  im  P eriph er iep unkte  a'^yi  findet  sich  dann 

6)  --^_m=I, 

und  hieraus  für  die  iiichtungsconstante  der  Tangente  der  Werth 

wilhrend  die  auf  den  Achsen  abgeschnittenen  Strecken  m  und  it  die 
Grössen 

8)  iw  =  — ,        «=:  , 

erhalten.  Aus  der  Vergleichung  des  für  «i  gefundeneu  Kesultates 
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mit  der  Gleichnng  clor  Boriihrnngssehue  im  Kreise  (§,  lO  Nr.  3) 
folgt  u.  A. ,  flass  die  Taugente  dos  TTyperbelimnktes  a'jy,  und  die 
demselben  Punkte  zugehörige  Berührangfisehne  des  Hauptkreises 
sieb  in  der  Hanptacbse  schneiden.  Zu  einer  einfacheren  Con- 
stnictton  der  Tangente,  als  diejenige  sein  würde,  welche  anf 
diese  Bemerkung  gegründet  werden  kann ,  ftthrt  die  folgende  Be- 
trachtung. 

o* 

Da  die  absolute  Grrdsse  yon  m  =  —  fllr  alle  Hyperbelpnnkte 

höchstens  gleich  a  sein  kann,  so  mass  jede  Taugente  die  Haupt- 
achse awischen  den  Scheiteln,  also  umsomchr  auch  zwischen  den 
Brennpunkten  schneiden,  in  ähnlicher  Weise,  wie  Letsteres  bei 
der  Ellipse  mit  den  Normalen  stattfand.  Beaeichnen  wir  nun  die 
Enifemnngen  diesem  Dnrchschnittspnnktes  von  den  beiden  Brenn- 
pnnkten  mit  und  1^ ,  wobei  dem  anf  der  Seite  der  positiven  x 
gelegenen  Brennpunkte  zugehören  soll,  so  folgt: 

<,  =  <:  —  -==- («a:,  —  a) 

und  hieraus  mit  Rücksicht  anf  die  in  §.  25  Nr.  8)  gefundenen  Werthe 
der  Leitstrahlen     und  z,: 


Diese  beiden  Resultate  geben  die  Proportion 

welche  der  in  §.21  Nr.  l8)  für  die  Normale  einer  Ellipse  gefun- 
deoen  volist&ndig  entspricht.  £s  entsteht  daher  auch  die  ent- 
sprechende geometrische  Deutung:  Die  Tangente  an  einer 
Hyperbel  halbirt  den  yon  den  Leitstrahlen  des  Be- 
rührungspunktes eingeschlossenen  Winkel. 

FSr  einen  ausserhslb  der  Hyperbel  gelegenen  Punkt  x^ift 
stellt  Nr.  6)  die  Gleichung  der  Bertthrangssehne  dar. 

Normalen  der  Hyperbel.  Die  Normale  im  Hyperbel- 
punkte 0-,  f/,  erhält  mit  Benutzung  von  Nr.  7)  oder  auch  sofort  nach 
§. 21  Nr.  15)  die  Gleichung: 

la)  y-y^=^--^^i^-^'i)' 

Ami.  G«om.  1.  10 
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Hiernach  ergiebt  Bich  fUr  die  Abscisse  ihrea  Dnrchschmttfipimktes 
mit  der  ^T- Achse  in  yollstitndig^er  Uebereinfitimmnng  mit  dem  bei 
der  Ellipse  gefundenen  Resultate 

11)  «  =  ä»aro 

woraus  leicht  hergeleitet  werden  kann,  dass  hier  dieser  Punkt  stets 

aussorlialb  der  von  den  bcidon  Brennpunkten  begrenzten  Strecke 
gelegen  soin  nmss.  Mit  Ausnahme  der  hierdurch  bedingten  gerin- 
gen AbiiuderuQgen  gelten  im  üebrigen  fast  wörtlich  die  auf  die 
Normalen  der  Ellipse  bezüglichen  Schlüsse.  Für  die  Länge  der 
Normale  findet  sich: 

nnd  die  Projection  von  N  anf  einen  der  Yectoren  giebt  wieder  den 
halben  Parameter. 

§.  27. 

Fortsetzung. 

Durchmesser  der  Hy|)erbel.  Wenn  wir,  um  den  geo- 
metrischen Ort  der  Sehnenmitten  ausfindig  zu  maclien,  die  Glei- 
chnng  3)  des  vorhergehenden  Paragraphen  durch  Division  mit 
a^itf'  — 6'auf  die  Form 

bringen,  so  ist  dabei  stillschweigend  Yorausgesetzt,  dass  nicht 

sein  darf.  Es  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  sich  dieser  auszuschlies- 
sende  1  all  anf  die  Asymptoten  und  die  damit  jtarallelen  Geraden 
bezieht,  rückslclitlich  deren  wir  bereits  zu  der  Erkcnntniss  gelangt 
sind,  dass  sie  die  Hyperbel  nur  in  einem  Punkte  schneiden,  also 
auch  keine  Sehnen  bilden  können.  In  jedem  anderen  Falle  findet 
sich  wie  bei  der  Ellipse  zu  einem  Systeme  paralleler  Sehnen  mit 
der  fiichtungsconstante  M  ein  geradliniger,  durch  den  Mittelpunkt 
der  Hyperbel  gehender  Durchmesser.  Seine  Gleichung  lautet  ana- 
log mit  §.  22  ÜTr.  3) 

2)  (^yM—l^x  =  0, 

Wird  seine  Bichtungsconstante  mit  M'  bezeichnet,  so  entsteht  die 
Belation 


3)  MStzrz 
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aufi  welcher  in  gleicher  Weise  wie  aus  Nr.  4)  §.  22  hergeleitet  wird, 
dass  auch  die  Hyperbel  die  Eigenschaften  conjagirter  Dureh- 
meBser  besitst  Gbarakteriatiseb  für  die  Hyperbel  sind  dabei  die 
folgenden  Eigenibflmliehkeiten« 

Sind  tf  und  ß  die  Winkel  awiachen  der  Hauptachse  tmd  iwei 
eonjugirten  Dnrcbmeasem ,  so  folgt  ans  Kr.  B) 

d* 

4)  ian  m » tan  ß  =: —i< 

Dieses  Frodnct  ist  stets  positiv,  beide  Winkeltangenten  haben  also 
gleiche  Vorzeieben,  wonach  beide  Durchmesser  in  denselben  (Qua- 
dranten gelegen  sein  mii.s£>eii.  JJa  ferner  durch  die  Asymptoten 
der  Fall 

to/}  o      ton  jS  =  +  — 

—  a 

ausgeschlossen  ist,  so  nmss  der  absolute  Werth  einer  dieser  beiden 

Tangenten  grösser,  der  andere  kleiner  als      sein,  d.  b.  der  eine 

Darchmesser  liegt  zwischen  Asymptote  und  Haiiptaclise ,  der  an- 
dere zwischen  As3'm])tnte  und  Nebenachse.  Nach  der  Polarglei- 
chting  3)  im  §.  tia  wird  daher  nnr  einer  der  beiden  Darchmesser 
die  Hyperbel  schneiden ,  so  dass  zwischen  ihnen  ein  gleicher  Ge- 
gensatz wie  zwischen  Hanpt  -  nnd  Nebenachse  stattfindet ,  welche 
seihst  einen  speeiellen  Fall  conju^i^irter  Durchmesser  bilden.  Wir 
sind  liierilui-ch  berechtigt,  die  Benonnungon  der  Aclisen  insofern 
zu  verallgemeinern ,  dass  wir  in  jedem  Paare  conjugirtor  Durch- 
messer einen  H  a u  p  t  d  u  i-  c  h  m  e  s  s  e  r  und  einen  N  e  !>  e  n  d  n  r c  h  - 
messer  unterscheiden,  von  denen  nur  der  erstere  die  Hyperbel 
sehneldet.  —  Noch  ist  zu  bemerken,  dass  die  beiden  Achsen  ebenso 
wie  in  der  Ellipse  das  einzige  Paar  conjugirter  Darchmesser  bil- 
den, welches  einen  rechten  Winkel  einschliesst,  da  das  Prodnet 
1ana,1anß  nie  gleich  —  1  sein  kann.  Nach  dieser  Bemerkung  zeigt 
sich  die  zur  Auffindung  der  Achsen  einer  gegebenen  Ellipse  die- 
nende Construction  auch  für  die  Hyperbel  brauchbar. 

Wir  geben  dazu  über,  die  Glcichun«^  der  Hyperbel  für  ein 
schiefwinkeliges  CoordinatRnsysteni  aufsustellen ,  dessen  Achsen 
ein  Paar  conjngirter  Durchmesser  bilden  j  a  sei  der  von  dem  Haupt- 
durchmesser und  der  Hauptachse  eingeschlossene  Winkel ,  ß  der 
Winkel  zwischen  Hauptachse  nnd  Nebendnrchmesser.  Dann  ist, 

10» 


wenn  wir,  um  uns  von  den  Vorzeiclien  unabhängig  zu  halten,  die 
Quadrate  von  ton  a  und  tati  ß  bilden, 

folglich  sind  die  DifferenseB 

6*  cos*  a-^t^sir^a,  sit^  ß  —  l^  cos^  ß 

beide  positiv.  Als  Glcicliung  der  Hyperbel  ergiebt  sieb  diircli  die- 
selbe Rechnung,  welche  im  §.  22  zu  gleichem  Zwecke  benutzt 
wurde, 

rh*  co^u  —  c?  sin*  a\  ,  ^ o«  ß—b^  cos'  ß\ 
l  ^  )  -  ^  l  J 

(i^sinasinß  —  !^cosaeosß\ 
 J='- 

Der  zu  2a  //  in  der  Parenthese  gehörige  Factor  ist  nach  Nr. 4)  gleich 
Null.  Mit  Einführung  der  Abkürzungen 


a^sin^ß  —  i^eo^ß 

entsteht  daher  die  Gleichung 

In  Folge  der  oben  gemachten  Bemerkung  über  das  Vorzeichen  der 
Differenzen,  welche  sich  in  den  Nennern  der  Werthe  von  «,*  nnd 
dt*  befinden,  sind  hierbei  a|  und  reelle  Grössen*  Aus  Nr.  6)* 
sowie  auch  aus  der  Folargleichuag  der  Hyperbel  seigt  sich,  da« 
«,  die  Hälfte  des  Hauptdurchmessers  darstellt,  wenn  wir  uns  den- 
selben in  seinen  Diu  clischnitten  mit  der  Hyperbel  begrenzt  denken; 
ft,  kann  nach  einer  blos  algebraischen  Analogie  als  Ilälfte  des 
Nebendurchmessers  aufgefasst  und  auf  demselben  in  einer  gieiciien 
Weise  aufgetragen  werden ,  wie  wir  dies  früher  mit  der  Grösse  b 
auf  der  Nebenachse  getban  haben. 

Die  Uebereinstimmung  dßr  Form,  welche  sich  in  der  auf  swei 
conjugirte  Durchmesser  bezogenen  Gleichung  6)  der  Hyperbel  und 
der  für  die  Achsen  geltenden  Ilanptgleichung  darlegt,  berechtigt 
wieder,  wie  dies  früher  sclion  bei  Parabel  und  Ellipse  gcscheben, 
zu  dem  Schlüsse ,  dass  die  der  Gleichungsform  entnommenen  Ke- 
snltate  auch  auf  das  neue  System  fibertragen  werden  können ,  in- 
soweit sie  nämlich  TOn  der  rechtwinkligen  Lage  der  Coordinaten- 
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achten  unahhaiif^ig  sind.   Wir  schon  davon  ab,  diejenigen  Be 
Ziehungen  zu  wiederholou,  die  «ich  in  gleicher  Weise  bei  der  El- 
lipse vorgefundeu  haben ,  und  beschränken  uns  darauf,  die  Glei- 
chungen der  Asymptoten  im  nenen  Systeme  an  ermittein. 

Wenden  wir  dieselben  Folgerangen  an,  welche  im  $.  14  unter 
IIL  an  dem  Begriffe  der  Asymptoten  und  den  Gleichungen  13)  hin- 
ftihrten,  so  ergiebt  sieh  aus  Nr.  6),  dass  eine  dadurch  reprasentirte 
Curve  awei  geradlinige  Asymptoten  besitzt,  welche  iu  der  Glei- 
chung 

7)  + 

znsannnengefasst  werden  können.  Der  möglicherweise  entstehende 
Zweifel,  ob  hierin  die  bereits  bekannten  oder  zwei  neue  Asympto-  - 
ten  ausgedracki  sind,  kann  am  YoUständigsten  beseitigt  werden, 
wenn  wir  die  Gleichungen  der  früheren  Asymptoten,  welche  beide 
in  der  Formel 

enthalten  sind,  für  unser  jetziges  Coordinatoiisystem  transformiren. 
Mittelst  der  bekannten  Transformationsformeln  entsteht  dann 

(xsm  a  +  ysmßy=z  -^{xcosa-^y  cos  ßf 

* 

und  hieraus  nach  gehöriger  Keductiou 

K  sin*  ß  —  b*  cos*  ß)  —  X*  (Ä*  cQ^u—i^  sin* «) 
-i-  2a?y  (a*  sin  «tsinß  —  6*  cos  acosßf)^  0. 

Das  letzte  Glied  linker  Hand  ist  nach  Kr.  4)  gleich  Null;  es  bleibt 
daher 

,   cos*  a  ~     si/t^  a  \ 

*  ~~  \  a*  sin*  ß~  l*^s*  ßJ  * 
oder  mit  Kücksicht  auf  die  Formeln  5) 

wodurch  wir  nacli  Ausziehung  der  Quadratwurzel  auf  Nr.  7)  zu- 
rfickkommen.  Die  Gleichungsform  der  Asymptoten  ist  also  wie 
die  der  Hyperbel  selbst  immer  dieselbe,  welches  Paar  conjugbter 
Durchmesser  auch  die  Stelle  der  Coordinatenachsen  vertreten  mag. 
Hiernach  kann  die  auf  diese  Form  gegründete  Oonstruetion*  der 
Asymptoten  leicht  verallgemeinert  werden.  Legt  man  nämlich  zu 
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2wei  eonjugirten  Dnrchmefisem ,  deren  vom  Mittelpunkte  ans  ge- 
messene HttlfieD  die  Längen  und  fr«  besitzen ,  durch  ihre  Kod- 
pnakte  Parallelen ,  so  sind  die  Asymptoten  Diagonalen  eines  je- 
den auf  diese  Weise  gebildeten  Parallelogrammes.  Es  liegt  hierin 
zugleich  ein  einfaches  Mittel ,  ans  zwei  nach  Lage  und  Grdsse  ge- 
gebenen conjugirten  Durchmessern  die  Lage  der  Hyperbelachsen 
durch  Construction  herzuleiten,  insofern  durcli  die  Haupt-  und 
Nebenachse  die  von  den  Asymptoten  gebildeten  Winkel  bslbirt 
werden. 

Die  Beziehungen,  welche  nach  §.  22  Nr.  10)  und  12)  zwischen 
den  con'uyrirten  Durchmessern  und  den  beiden  Achsen  einer  El- 
lipse  stattfanden ,  wiederholen  »ich  bei  der  Hyperbel  in  faijt  un- 
geänderter  Weise.  Nehmen  wir  dieselben  Rechnungen,  welche 
dort  angewendet  wurden,  wieder  anf,  so  erleidet  die  Gleichung  10) 
keine  Aenderungi  es  gilt  also  auch  hier,  wenn  t»  wieder  den  Gon* 
jngationswinkel  bezeichnet,  die  Relation 

8)  tti^i  Wit  «=:ad; 
die  Formel  12)  geht  dagegen  Über  in 

9)  ä/  — V  = 

Die  letzte  Gleichung  zeigt,  da88  die  Längen  zweier  conjugirter 
Durclimesser  gleichzeitig  wachsen,  während  dabei  nach  8)  die 
Grösse  des  Conjugationswinkels  abnimmt.  Aus  der  Polargleicliuiig 
ist  ersichtlich,  dass  bei  diesem  Anwachsen  der  Durchmesser  beide 
den  Asymptoten  immer  näher  rücken,  bis  sie  schliesslich  in  den 
Asymptoten  zusammenfallen.  Conjugirte  Durchmesser  von  gleicher 
Länge  sind  nur  in  der  gleichseitigen  Hyperbel. möglich,  und  swar 
gilt  dort  diese  Gleichheit  für  jedes  zusammengehörige  Paar.  An 
die  Stelle,  welche  in  einer  Ellipse  mit  denselben  Achnen  die  glei- 
chen conjujxirten  Durchmesser  einnahmen,  sind  bei  der  Hyperbel 
die  Asymptoten  getreten. 

Mittelst  der  Gleichungen  8)  und  9)  können  die  Längen  der 
Achsen  gefunden  werden,  wenn  h^  und  ea  gegeben  sind;  nurlässt 
sicli  dabei  nicht  dieselbe  bequeme  Keclinung  anwenden,  welche  Jtu 
den  Formeln  17)  in  g.  22  hinführte.  £in  einfacheres  Mittel,  m 
zwei  conjngirten  Durchmessern  die  Grrösse  der  Haapt-  und  Neben- 
achse  construetiv  herauleiten ,  werden  uns  im  folgenden  Paw- 
graphen  die  Asymptoten  liefern. 
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8.28. 

Die  A83nnpteteiigleie]raiig  der  Hyperbel 

Eine  Ijcsoiulors  oinfaeho  Gleichung.sforiu  erlan«^t  die  Hyper- 
bel, wenu  man  ihre  beideu  Asymptoten  zu  Coordinatenachseu 
nimmt.  Xach  dem ,  was  wir  früher  über  die  GrösHC  des  Asymp- 
totenwinkels  kennen  gelernt  Iiaben,  kann  dieses  Coordinatensystem 
nur  fSr  eine  gleichseitige  Hyperbel  rechtwinklig  sein. 

Beiseichnen  wir  wie  früher  die  Hälfte  des  Asymptotenwinkek 
mit  y ,  wobei  die  Relation 

l)  te«  y  =  — 

'  '  a 

(Jolriing  hat,  so  mag  über  die  beiden  Coordinatonai'iLsen  so  ver- 
fügt werden,  dass  die  positive  Seite  der  i  - Achse  unter  dem  Win- 
kel y  und  dieselbe  Seite  der  A'- Achse  unter  dem  Winkel  360°  —  y 
gegen  die  Hauptachse  geneigt  ist,  wobei  wir  voranssetsen ,  dass 
diese  Winkel  im  Sinne  der  Anomalien  gemessen  werden.  Soll  nnn 
die  neue  Gleichung  der  Hyperhel  durch  Transformation  der  Coor- 
dinaten  aus  der  auf  die  Achsen  bezogenen  Gleichung 


hergeleitet  werden,  so  ist  durch  die  angegebenen  Bestimmungen 
derjenige  Transformationsfall  getroffen ,  für  welchen  die  Ji^ormeln 
ö)  iro  §.  4  aufgestellt  wurden.  Beim  Uebergange  enm  neuen  Sy- 
Sterne  ist  ^Iso 

(y  +  x)coff}r  für  dp,  (y  —  «)  my  fury 
SU  setzen.  Dann  entsteht  aus 

(y  -f-  xf  co^  y      {jif  —  xf  sin*  y 

 7'  •  »• 

nach  Entw  ick  (hing  der  Quadrate  und  besserer  Anordnung  und 
Vereiniguiig  der  Glieder 

Mittelst  der  aus  1)  folgenden  Kelation 

ft^  cos*  y  ~  a*  sin*  y 
erlangt  diese  letzte  Gleichung  die  einfache  Form 

4a?y  co<*  y  ^ 


oder  auch 
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und  mit  Eiiiaetzung  des  obigeu  Werthes  von  Inn  y 

a*  +  6^ 

Das  coDBtante  Product  der  Coordinaten 


führt  den  Namen  Potenz  der  Hyperbel;  die  Gleichnng  S) 
selbst  wollen  wir  die  Asymptotengl  eichung  der  Hyperbel 
nennen.  Dieselbe  ist  besonders  geeignet,  das  wesentliche  Merk- 
mal der  Asymptoten  vor  Augen  zu  legen,  indem  sie  zeigt,  dass, 
wenn  eine  Uoprdinate  wiiclist,  die  andere  abnehmeu  mu88,  und 
dass  dabei  die  eine  dieser  Längen  immer  so  gross  genommen  wer* 
den  kann,  dass  die  andere  kleiner  wird,  als  jede  angebbare  Grösse, 
d.  b.  dass  die  Hyperbel  den  Asymptoten  beliebig  nahe  rficken  kann, 
ohne  sie  doch  je  vollständig  zu  erreichen. 

Mittelst  der  Gleichnng  2)  findet  die  Lösung  der  Im  vorigen 
Paragraphen  besprochenen  Aufgabe,  aus  Lage  und  Grösse  zweier 
conjugirten  Diuchmesser  die  Lage  und  Grösse  der  Aeliseu  abzu- 
leiten, ihre  Vollendung.  Sobald  nämlich  die  Asymptoten  und  die 
Achsen  in  der  früher  angegebenen  Weise  ihrer  Lage  nach  bestimmt 
worden  sind,  hat  man  nur  noch  die  auf  die  Asymptoten  bezogenen 
Coordinaten  eines  Endpunktes  des  Hauptdurcbmessers  zu  cod- 
stmiren,  um  dann  mit  Hilfe  der  ans  *i)  folgenden  Gleichung 

welche  eine  einfache  geometrische  Darstellung  znlftsst,  die  lineare 

Excentricität  und  somit  auch  die  Lage  der  Breimpunkte  ermit- 
teln. Ans  den  Asymptoten  und  Brennpunkten  kann  aber  nach 
frühereu  8iitzen  leicht  die  Länge  der  Achsen  liergeieitet  werden. 

Sind  xij  und  x^y^  zwei  auf  die  Asymptoten  bezogene  Hy- 
perbelpunkte,  so  gelten  nach  Nr.  2)  die  Gleichungen 

+  a*  +  />« 

=  — ^ii^i^— j— . 

folglich  ist  auch 

Hieraus  folgt  die  Proportion 

der  mau  ohne  Schwierigkeit  die  J^Iittel  entnehmen  wird,  beliebig 
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viele  Punkte  einer  Hy])erbcl  coiustructiv  darzuätelleu ,  sohalil  ein* 
Peripheriepuükt  uebät  den  Asymptoten  gegeben  ist.  Zu  einer  noch 
einfacheren  Lösung  dieser  Aufgabe  führt  die  fo1<^t'mle  Betrachtung. 

Schreiben  wir  die  Asymptotengleicbang  der  Hyperbel  ia  der 
Form 

and  bezeichnen  eine      i  «uic,  welche  beide  Asymptoten  ausäerhalb 
de«  Mittelponktes  schneidet,  mit 

'  m  n 

60  findet  sich  durch  Eliminirang  von  y  fttr  die  Absebsen  der  etwa 
Torhandenen  gemeinschaftlicheu  Punkte  der  Geraden  und  der  Hy- 
perbel auch  einfacher  Umformung  die  Gleichung 

5)  ;^-„a.  +  ^üi^  =  0; 

4/1 

m  und  n  stellen  hierbei  die  von  der  Geraden  auf  den  Asymptoten 
ibgesebnittenen  Strecken  dar.  Im  Falle,  dass  die  Gerade  die  Hy- 
perbel schneidet,  folgt  hieraus  fttr  den  Mittelpunkt  xy  der  von  ihr 
gebildeten  Sehne : 

m 

2' 

nod  wenn  man  diesen  Werth  in  Nr.  4)  einsetzt, 

n 

Vergleicht  man  diese  Resultate  mit  den  bekannten  Formeln 
fSr  die  Goordinaten  des  Mittelpunktes  einer  geradlinigen  Strecke, 

bo  ergieht  sich  sofort^  dass  der  Ilaibiiuugäpuukt  der  Sehne  zu- 
gleich in  der  Mitte  zwischen  den 
Durchschnitten  gelogen  ist,  weiche 
sie  selbst  oder  ihre  Verlängerung 
mit  den  Asymptoten  bildet.  Schnei- 
det abo  die  Sehne  P,i>t  Fig.  49  in 
ihrer  Verlängerung  die  Asympto- 
ten OFund  ÖAT  in  den  Punkten 
^,  und  .Vj ,  so  ist  N^P^Nt  P,  wenn 
PtP^P^P.  Hieraus  folgt  durch  ^ 
Subtraction  der  gleichen  Werthe : 
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•in  ganz  gleiclii»r  Weise  wird  tlas»ilbe  Resultat  für  solche  Sehnen 
hergeleitet,  welche  zwei  Paukte  beider  Hyperbelzweige  mit  einan- 
der verbinden;  es  entsteht  also  der  Sats:  Jede  Sehne  einer 
Hjperbel  wird  von  den  Asymptoten  so  geschnitten, 
dass  die  swisehen  den  Asymptoten  nnd  der  Curve-lie- 
genden  Stücke  der  Sehne  oder  ihrer  Verlängernngen 
einander  «:  1  e  i  c  h  >  i  n  d. 

Die  so  t  in  a  getuudene  Eigenschaft  der  Hyperbel  gewährt  ntin 
ein  besonders  einfaches  Mittel ,  einzelne  Punkte  dieser  Curve  zu 
constnuren^  sobald  ein  Peripheriepunkt  nebst  den  Asymptoten 
g^eben  ist.  Legt  man  nSmlich  durch  diesen  Punkt  die  beliebige 
Gerade  iV^ilT,,  so  stösst  man  stets  auf  einen  «weiten  Peripberie- 
punkt,  wenn  man  die  Strecken  iV,  ~  P,  nimmt.  Jeder  so 
gewonnene  Hyperbelpunkt  kann,  wenn  man  das  Anhäufen  zu  vieler 
in  einem  Punkte  sich  schneidenden  Geraden  vermeiden  m  ill ,  als 
neuer  Ausgangspunkt  der  Construction  benutzt  worden.  —  In  gauz 
ähnlicher  Weise  ist  der  Lehrsatz  ansnwenden,  wenn  mittelst  einer 
Asymptote  und  dreier  Peripheriepunkte  die  andere  As3rmptote  ge- 
funden werden  soll.  Mit  Hilfe  der  drei  Sehnen,  welche  durch  die 
drei  Hyperbelpunkte  gelegt  werden  können,  erlangt  man  drei  sich 
gegenseitig  controlirende  Punkte  der  zu  construirenden  Asymptote. 

Suclit  man  die  Bedinj^uug,  unter  welcher  die  obige  Glei- 
chung 5)  zwei  gleiche  reelle  Wurzeln  giebt,  so  erhält  man  als 
Kennzeichen  filr  den  Fall ,  in  welchem  die  durch  Nr.  4)  repräsen- 
turte  Gerade  zur  Tangente  wird,  die  Relation : 

oder  nach  gehöriger  Hebung : 

6)  m«=:c*. 

Wird  mittelst  dieser  Bedingungsgleichung  die  Strecke  n  aus  Nr.  ö) 
eliminirt,  j>o  entsteht  für  die.  Abscisse  des  Berührungspunktes,  die 
■wir  mit     bezeichnen  wollen,  das  Kesultat: 

iCi  —  mx^  -f  =0, 

und  hieraus  folgt: 

7)  X,  |. 

Aus  4)  ergiebt  sich  dann  für  die  zugehörige  Ordinate: 
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8)  y.  = 

l)ie  Werthe  7)  und  8)  lassen  erkenuen,  d&sa  der  lierührunj^spunkt 
einer  Hyperbeitangente  in  der  Mitte  zwischeii  den  beiden  l'unktea 
gelegen  ist,  in  welchen  die  Tangente  von  den  Asymptoten  ge- 
schnitten wird.  £e  ist  dies  wieder  der  oben  fttr  die  Seimen  geAin- 
dene  Lekrsats,  ansgedehnt  anf  den  Fall,  wo  die  beiden  Darch- 
schnitte  der  Geraden  und  der  Hyperbel  in  einen  ttbergehen  und 
die  Sehne  zur  Tangente  wird. 

Sind  die  auf  die  Asymptoten  bezogenen  Coordinaten  .r,  iiiul 
//,  eines  TTyperbelpunkres  gegeben,  so  erhalten  die  von  der  Tau- 
gente diese»  Punktes  auf  den  Asymptoten  abgeschnittenen  Strecken 
nach  7)  und  8)  die  Längen 

von  denen  jede  einaelne  ansreicht,  nm  damit  die  Tangente  zu  con- 
stmiren.  Werden  endlich  diese  Werthe  in  Nr.  4)  eingesetzt,  so 
erlangt  die  Asymptotengleichnng  der  Hyperbeltan- 
gente im  Punkte         die  Gestalt 

oder  auch,  wenn  man  mit  der  für  o^iy,  geltenden  Asymptoten- 
gleichung 

4*1^1  = 

multiplicirt, 

10)  2  (ory^  +  y a?,)  =  C* 

Die  letzte  Gleichung  gehört  nicht  allein  in  Beziehung  auf  o?  und  y, 
sondern  auch  für  Xi  und  t/^  dem  ertöten  Grade  an  und  besitzt  eine 
so  symmetrische  Form,  dass  darin  unbeschadet  der  liichtigkeit  die 
Punkte  "nd  .r,  y,  ihre  Rolle  vertauschen  können.  Diese  Be- 
merkungen reicheil  hin,  um  daraus  mitililfc  einer  schon  mehrfach 
angewendeten  Schlussfolgerung  das  Resultat  lierzuleiten,  dass  für 
einen  ausserhalb  der  Hyperbel  gelegenen  Funkt  XiPg  Nr.  10)  die 
Asymptotengleichjjng  der  Berührnngssehne  darstellt 

§.  29. 

Die  Krflmimmgilrreite  dar  HyperheL 

Um  die  Untersuchungen  über  die  Krümmuugskrcise  der  Hy- 
perbel in  bequemer  Weise  an  die  entsprechenden  bei  der  Theorie 
der  Ellipse  dagewesenen  Betrachtungen  anknüpfen  au  können, 
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kcliron  wir  zu  dem  reclitwinkliji^en  Cooiiliuateii.systemc  zurück, 
derben  Aciisen  mit  den  Hyperbelachsen  zusammenfallen.  Die 
Kriimmungsmlttol})uukte  werden  wie  früher  mittelst  des  Durch- 
sclinittcä  benachbarter  Normalen  bestimmt. 

Die  in  §.  36  Nr«  10)  aufgestollte  Gleichung  der  Normale  im 
Punkte  oTi^i  erlangt,  wenn  man  die  Glieder,  welche  die  veränder- 
lichen Coordinaten  enthalten,  auf  einer  Seite  Tereinigt,  die  der 
Gleichung  I)  in  §.  33  entsprechende  Form: 

1 )  //,  .r  +     a-,  y  =  "(a»  +  b*)  ar,  . 

Ebenso  erhält  mau  iür  eine  zweite  Normale  im  Punkte  x^y^: 

2)  «*    a:  4-  6*  a-j  y  ~  («*  +  b^)  y^. 

Durch  Wegschaffung  von  y  findet  sich  fUr  die  Abscisse  des  ge- 
meinschaftlichen Punktes  beider  Normalen 

K         J   ^  *  \x^yi — Xiy^y* 
oder,  wenn  wir  die  Abkürzung 

tu  =s  

Vi  -  Ih 

und  die  numerische  Exceutricität  £  einführen,  i 

Die  Constante  m  bedeutet  hierbei  wieder  nach  §.  6  Nr.  1 1)  die  Ab- 
scisse  des  Durchschnittspunktes  der  durch  Xiyx  und  x^y^  gehen- 
den Secante  und  der  JIT- Achse.  Beim  Zusammenfallen  beider  Kor- 
malen  wird  die  Sccautc  zur  Tangente,  folglich  nach  §.  26  Nr.  8) 

a« 

m=  — 

.r, 

Hiermit  erlangt  die  Abscissc  des  in  di;r  Normale  des  Punktes  nc^yi 
gelegenen  Krttmmungsmittelpunktes  den  Werth 

3)  .  =  13., 

welcher  vollständig  mit  dem  in  §.  23  Nr.  3)  für  die  Ellipse  gefun- 
denen  übereinstimmt.  Zum  Zwecke  der  gi^metrischen  Darstellung 

kann  dicbcr  Ausdruck  in  der  Form 

o;  ™  I .  scc^  a 

geschrieben  werden,  wobei  ^=  «*ai  nach  §.  26  Nr.  Ii)  die  Abscisse 
des  Durchschuittspunktes  der  Normale  uud  der  AT- Achse  bedeutet 

und  der  Winkel  a  nut  iiilfe  der  Gleichung  sec  «  =  ^  zu  construireu 


Digitized  by  Google 


—   157  — 

ist  Nach  einer  m  §.  25  gemachten  Bemerkung  erlilUt  man  den- 
selben Winkel  auch  mittelst  der  RelatiDU :  tan  «  ^       Die  Aust'üb- 

rang  der  hieraus  folgenden  Oonstmettonen  dps  Krfimmnngsmittel- 

punktps  mag  dem  eigenen  Naclulenkcn  des  Loser«  übeilassen 
bleiben. 

Für  die  Ordinate  des  Krümmuugbmittelpnnktes  ündet  sich, 
wenn  der  in  3)  enthaltene  Werth  von  .r  in  die  Gleichung  I)  der 
Normale  eingesetzt  wird,  nach  einigen  Rednctionen  vieder  in  roll- 
stSndiger  Uebereinstimmnng  mit  dem  entsprechenden  für  die  El- 
lipse geltenden  Ausdrucke 

4)'  »^-'-^ 

Die  Aufsuchung  des  Krümmungshalbmessers  mittelst  der 
Gleichung 

p«=.(a:-arO*+(y-y,)* 
fuhrt  ebenfalls  zu  Resultaten,  die  bereits  in  §.  23  in  gleicher  Weise 
flir  die  Ellipse  Geltung  gefunden  haben.  Es  ergiebt  sich  aunSchst 

und  hieraus  mit  Benutzung  des  in  §.  26  Nr.  12)  für  die  Länge  N 
der  Normale  aufgestellten  Werthes : 

«) 

ffierbei  bedeutet  p  wie  früher  den  Halbparanieter,  von  dem  wir 

gesehen  haben,  dass  er  durch  Projoction  von  N  auf  einen  der  Leit- 
htrablen  des  Punktes  dargestellt  worden  kann.  Es  folj^t  hier- 
aas wieder,  wie  in  §.  23 ,  dass  die  in  JTig.  37  enthaltene  Construc- 
tion  des  Krümmungshalbmessers  ebenso  wie  für  die  Parabel  und 
Ellipse  auch  für  die  Hyperbel  angewendet  werden  kann.  Diese 
Constrnctaon  gilt  also  für  alle  Kegelschnitte  ohne  Unterschied. 

Die  auf  die  Quadratur  der  Hyperbel  bezliglichen  Un- 
tersticliungen  greifen  zu  weit  in  das  Gebiet  der  lullioren  Älatlie- 
matik  ein,  um  hier  einen  geeigneten  Platz  finden  zu  können;  sie 
bleiben  daher  ebenso  wie  die  Betrachtungen  über  die  Ketification 
s&miDtlicher  Kegelscbnittslinien  von  diesem  Buche  ausgeschlossen. 


Digitized  by  Google 


Achtes  CapiteL 

Die  Linien  zweiten  Grades. 


§.  30. 

DiiciiMion  der  aUgemoinen  Oleiehnng  der  lonien 

iweiten  Gradet. 

Nachd  em  wir  in  den  vorhergehenden  Capitcln  einige  Linien 
näher  konrn'ii  ^plornt  hfihen ,  deren  Gleichungen  sämmtlicli  dem 
zweiten  Grade  augehörten ,  bleibt  noch  die  l?Vage  zu  entscheiden, 
oh  ausser  ihnen  andere  Linien  dieses  Grades  existiren  oder  ob 
mit  den  Kegelschnitten  der  zweite  Grad  YöUig  erschöpft  ist.  Wir 
Baben  zn  diesem  Zwecke  die  allgemeinste  Gleichung  zweiten  GiSr 
des  zwischen  den  Coordinaten  x  und  y  zu  betrachten,  wofflr  be- 
reits frülier  (§.  9  Nr.  7)  die  Form 

festgestellt  wurde ,  und  zn  nntersiichen  ,  T^elche  verschiedene  Li- 
nien dadurch  repriisentirt  werden  können.  Um  dieser  Untersn- 
ehnng  die  möglichste  Allgemeinheit  zn  verk  ihen,  setzen  wir  zu- 
nächst ein  Parallelcoordinatensjstem  mit  beliebigem  Coordinateo- 
winliel  yqrans,  suchen  aber  durch  Discussion  der  Gleichnng  soleli« 
neue  Lagen  der  Ooordinatenachsen  zu  ermitteln,  für  welche  die 
Gleichung  einfachere  Formen  erhalten  muss.  Wird  auf  diese  neaen 
Lagen  transfoi  niirt  ,  so  werden  wir  dadurch  zur  Cla.s.sification  der 
in  Rede  stehenden  Linien  gelangen.  Da  unsere  Coordinatenachsen 
geradlinig  sind,  so  beginnen  wir  die  Untersuchung  mit  den  Be- 
ziehungen, welche  sswischen  den  Linien  zweiten  Grades  und  einer 
beliebigen  Geraden  stattfinden. 

Soll  ein  Funkt  xy  gleichzeitig  auf  einer  Linie  zweiten  Grar 
des  und  einer  Geraden  gelegen  sein,  so  gilt  für  seine  Coordinaten, 
weil  er  der  ersten  Linie  angehört,  eine  Gleichung  von  der  Form: 
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die  Gleicfanng  der  Geraden  mag  wie  in  den  beiden  vorhergehen- 
den Capiteln  dorcb 

2)  y      31 X  -j-  n 

repräsentirt  werden.  I>iirch  Substitution  flns  letzten  Wortlies  von 
y  in  Nr.  1)  erhält  man  für  die  a:  solcher  l^unkte,  welche  beiden  Li- 
nien angehören: 

die  sQgefaörigen  y  finden  sieh  ans  Nr.  2),  Da  die  ftlr  x  erhaltene 
Gleichung  quadratisch  ist,  so  besitzt  sie  höchstens  zwei  reelle  Wur- 
aeln  nnd  fuhrt  in  diesem  Falle  zu  zwei  gemeinschaftlichen  Punk- 
ten beider  Linien.  Hieraus  folgt  der  Fundamontalsatz :  jede 
Gerade  kann  mit  einer  J.inie  zweiten  Grades  nicht 
mehr  als  zwei  Punkte  gemein  haben*). 

Sobald  zwei  Durchschnittsjmnkte  vorhanden  sind  oder  sobald 
die  Gerade  eine  Sehne  bildet,  kann  die  Gleichung  3)  dnrch  den 
Ooefficienten  von  ar*  dividirt  werden**).  Dann  entsteht: 

wobei  wir  «nr  Abkürzung  /'  für  den  Inlialt  des  Gliedes  gesetzt 
haben»  welches  das  Pinduct  der  beiden  Wurzeln  enthalt  und  des- 
sen Grösse  für  die  folgende  Betrachtung  unwesentlich  ist.  Be- 
zeichnen wir  nun  mit  ar  und  y  die  Ooordinaten  der  Sehnenmitte, 
so  rauss  nach  einem  schon  mehrfach  angewendeten  Satze  x  dem 
arithmetischen  Mittel  der  beiden  Wurzln  von  Nr.  ♦)  gleich  sein. 
Man  erhält  also: 

,,,,      {ß^-^C)?i-\-7)  +  EM 

w&hrend  das  zugehörige  t/  wieder  aus  der  Gleichung 

♦)  Eine  einsige  Ausnahme  von  diesem  Satze  ist  möglich,  wenu 

Bffi^UEn-^F 

gleichzeitig  zu  Null  werden.  Dann  genügt  jedes  x  der  Gleichung  3)  und 
die  Gcrnde  fällt  mit  der  Linie  zweiten  Grades  rasammen.  Diese  Bemer< 

knn^  wird  .sich  später  insofern  rechtfertigen,  als  in  der  Gleichung  zweiten 
Grades  auch  -cra.llinirre  (Schilde  enthalten  sind. 

**)  Wird  der  Coefficient  A  +  ßMi^2CM  zu  Null,  ohne  dass  die  an- 
deren beiden  Coefticienten  verschwinden,  so  geht  Nr.  3)  in  eine  Gloiehang 


Digitized  by  Google 


—   160  — 


gefunden  wird.  Wenn  ans  den  beiden  letzten  Gleichangen  die 
Constante  n  eliminirt  wird,  so  bleiben  die  Coordinaten  des  Mittel- 
punktes der  Sehne  nnr  nocb  von  der  Ricbtung  dieser  Geraden  ab- 
hängig; es  ergiobt  sich  dann  als  Bedingung-  »lafiir,  dass  der  Punkt 
xy  auf  der  Mitte  einher  Sehue  mit  der  Hichtuagsconstante  M  gele- 
gen ist, 

5)  x{A+  CM)  +  y  {BM-^  C)^I>+£M  =  0. 

Diese  Gleichung  gilt  in  nngeiCnderter  Weise,  so  lange  M  denselben 
Werth  behält,  d.  i.  für  ein  System  paralleler  Sehnen ;  ihrer  Form 
naeh  rcpräsentirt  sie  eine  gerade  Linie.  Man  kann  hiemach  den 
Satz  aussprechen  ;  die  Mittelpunkte  aller  parallelen  Seh- 
nen einer  Linie  zweiten  Grades  liegen  in  einer  Gera- 
den; alle  Linien  zweiten  Grades  besitzen  also  geradlinige  Durch- 
messer. Nr.  ö)  ist  die  Gleichung  des  Durchmessers  für  die  Sehnen 
mit  der  Bichtungseonstante  üf. 

Beaeichnen  wir  mit  «  und  fi  die  beiden  Winkel ,  welche  eine 
Schaar  paralleler  Sehnen  der  Reihe  nach  mit  der  X-  und  ¥-  Achse 
einschliesst ,  so  ist  nach  §.  ö  Nr.  2) 

'     sin  ß ' 

man  hat  daher,  wenn  fts=0,  auch  ilf=0,  dagegen,  wenn  /}  =  0, 
ilf=QO  zu  setzen.  Die  erste  dieser  beiden  Substitutionen  giebt 
aus  Xr.  5) 

6)  Ax Cy D  =  0 

für  den  Durchmesser  der*  mit  der  A  - Achse  parallelen  Sehnen. 
Wird  ferner  die  Gleichung  5)  durch  M  dividirt  und  dann  M  =  Qo 

l  • 

oder         ö  gesetzt,  so  erhält  man  als  Gleichung  des  Durchmessers 
M 

aller  zur     Achse  parallelen  Sehnen: 

ersten  Grades  über,  es  Ist  also  nnr  ein  Durchschnittspunkt  vorhanden. 
Dies  knnu  iHu  listens  für  zwei  specieUe  Itichtungen  derGeraden  vorkommen, 
wofür  die  ifef  au»  der  Gleic  brn^j 

B  M*'^2CM^  A  =  0 
gefmnle.n  werden.    Als  solche  specielle  Richtungen  haben  wir  bereits  bei 
der  Parabel  die  Richtung  der  Achse  und  bei  der  Hyperbel  die  Bichtung  der 
Asymptoten  kennen  gelernt. 

Sollte  für  jedes  M  der  Coofficient  von  .r'  zu  Nnll  werden  ,  so  miissten 
die  Constautcn  B  und  C  alle  drei  gleich  Null  sein.  Dann  gehört  aber  die 
aUgemeine  Gleichung  nicht  mehr  einer  Linie  a weiten  Grades  an. 
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7)  C^r-h  jF=rO. 

Die  Gleieliiiiig  jede»  beliebigen  Dtirebmessers  kann^  wenn  man  die 

mit  dem  Factor  M  behafteten  Glieder  vou  Ueu  übrigen  treuai ,  in 
der  Form 

8)  Jx  +  Cy  +  P  +  M{Cx+  By+E)=^0 

geschrieben  werden.  Da  diese  letzte  Gleichung  von  einem  .r  und 
y  verificirt  wird,  welche  den  Gleichungen  6)  unti  7)  Genüge  leisten, 
ao  folgt,  dm  sich  «Ue  drei  durch  diese  Gleichungen  repräsentir- 
ten  Geraden  in  einem  I*ankte  schneiden,  oder  anch,  wenn  dieser 
Punkt  in  der  Unendlichkeit  gelegen  ist,  parallel  laufen.  Mit  Rück- 
rieht  darauf,  dass  Nr.  8)  jedem  beliebigen  Durchmesser  augchuri, 
folgt  hieraus  der  Satz :  Alle  D  u  r  c  h  ni  o s  « e r  einer  Linie 
zweiten  Grades  laufen  entweder  parallel  oder  schnei- 
den sieh  in  einem  Punkte. 

Um  zu  entscheiden,  wann  der  eine  oder  der  andere  dieser 
beiden  Falle  stattfindet,  suchen  Mir  die  Coordiiiaten  des  Durch- 
schnittspunktos  der  Linien  6)  und  7)  auf,  die  wir  mit  u  und  v  be- 
zeichnen wollen.  Man  hat  dann 

Cu  +  Bv-i-E^O, 

Q&d  hieraus  folgt : 

^CE—BD   CD-- JE 

^  AB  —  C*  '  ^'^AB—C*' 

Ist  nun  der  gemeinschaftliche  Nenner  dieser  beiden  Brüche,  den 
wir  uut 

11)  J^AB  —  C* 

beieichnen  woUen,  von  Null  verschieden,  so  besitBen  u  und  v  end- 
liche Wertbe ,  die  Durchmesser  schneiden  sich  also  in  endlicher 

Entfernung;  sie  laufen  dagegen  parallel,  wenn  ^  =  0  und  dabei 
die  Zähler  von  Null  verschieden  sind.  Sollten  dagegen  im  letzten 
Falle  aucb  die  Zähler  verschwinden,  so  erhalten  u  und  v  die  un- 

hestimmte  Form      wodurch,  jenachdem  dies  für  einen  oder  beide 

Zähler  stattfindet,  auf  den  Parallelismus  der  Durchmesser  mit  einer 
der  beiden  Ooordinatenachsen  oder  auf  das  Zusammenfallen  sfimmt- 
lieher  Durchmesser  hingedeutet  wird. 

Axud.  Geom.  1.  11 
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Die  Bedingung  des  Parallelismns,  worin  das  Zusammenfallen 
mit  eingesclilossen  ist,  kann  noch  dadurch  bestfttigt  werden,  dass 

wir  aus  der  Gleichung  5)  die  Richtungsconstante  des  Darchmeweis 
herleiten,  welche  M'  heissen  mag.  Wir  erhalten: 

^  ~  BM+C 

oder  auch ,  wenn  wir  im  Zähler  C  and  im  Nenner  B  als  Factor 
aushoben, 

*  =  p  FT- 

Die  letzte  Form  zeigt,  dass  M'  für  jede  Bichtungsconstante  ilf  der 

Sehnen  den  unveräuderlichen  Werth  —      erhält,  oder  dass  alle 

Durchmesser  gleiche  Richtung  besitzen ,  wenn  die  Relation 

A  C 

—  =5_  oder  C*=rzÄB 

Geltung  hat.  —  In  jedom  anderen  Falle,  d.  i.  wenn     ^0,  bleibt 
M*  Yon  M  abhängig,  und  zwar  besteht  dafür,  wie  man  leicht  aus  13) 
.  ableiten  kann ,  die  Bedingung 

Diese  letzte  CMeiehung  besitzt  eine  so  symmetrische  Form,  da« 
darin  M  und  M'  vertauscht  werden  können,  d.  h.  dass  die  Richtnn^ 
des  Durchmessers  in  die  der  .anfänglichen  Sehnen  fibergeht,  wenn 
die  Sehnen,  die  Richtung  des  anfänglichen  Durchmessers  anneh- 
men. Dies  ist  aber  die  Eigenschaft  der  conjii  c^irten  Durcli- 
messpr,  welclie  sich  hiernach  bei  allon  Linien  zweiten  Grades 
vortindet,  deren  Durchmesser  nicht  parallel  laufen.  In  gleicher 
Weise  wie  bei  der  Theorie  der  £llipse  und  Hyperbel  wird  dann 
hergeleitet,  dass  alle  Durchmesser  im  Punkte  uv  halbirt  werden. 
Derselbe  ist  also  Mittelpunkt. 

Nach  dem  Vorhergehenden  zerfallen  alle  Linien  zweiten  6fS- 
des  in  zwei  Classen :  in  solche,  welche  einen  Mittelpunkt  brsiuon, 
wobei  ^  ^  0  sein  muss,  und  in  Linien  ohne  Mittelpunkt,  für  welche 
die  lielation  Geltung  hat  Im  ITolgenden  sollen  beide  Fälle 

einzeln  untersucht  werden. 
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§.  31. 
'Fortsetzung. 
Erster  Hauptfall:  J^O.  Da  hierbei  ein  Mittelpunkt 
vorhanden  ist ,  so  kann  derselbe  zum  Anfangspunkte  eines  netten 
Coordinatensystemes  gewählt  werden,  dessen  Achsen  den  ursprüng- 
lichen Coordinatenachsen  parallel  laufen.  Nach  den  Transforma- 
tionsformeln  für  parallele  Achsenversehiebung  erhftlt  man  die  neue 
Gleichung  der  zu  untersuchenden  Linie  zweiten  Grades,  wenn  man 
xinx  -j-  u  und  y  in  t/  -i-  p  übergehen  lässt.  Aus  der  Gleichung  1) 
des  vorhergehenden  Paragraphen  entsteht  dann: 

4-  2.r  (./ ;/  +       -f  /f  )  -f  2//  {Cu+  Ii  v  +  E) 

Mit  Rücksicht  auf  §.  m  Nr.  9)  fallen  hierin  diejenigen  Glieder  aus, 
welche  x  und  y  in  der  ersten  Potenz  enthalten;  es  bleibt  abo : 

wobei  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist.    Schreiben  wir  die  letzte  Gleichung  in  der  Form 

so  reduclrt  sich  dieselbe  mittelst  der  soeben  benutzten  Kelatio- 
nen  auf 

£=tDu  +  Ev  +  F, 
worein  die  Warthe  von  u  und  v  aus  Nr.  10)  des  vorigen  Paragra- 
phen substituirt  werden  kennen.  Wir  bedienen  uns  hierbei  der 
Abkttrzang 

dann  ergiebt  sich 

4)  X=  ^ , 

und  die  auf  das  neue  Coordinatensystem  bezogene  Gleichung  2) 
wird  zu 

Der  Mittelpunkt  ist  hierbei  Coordinatenanfang;  beide  Achsen  sind 
also  Durchmesser  der  Linie  zweiten  Grades. 

Wir  wollen  nun  mit  Beibehaltung  des  Ooordinalenanfanges 
und  der  -T- Achse  die  Achse  der  y  in  eine  solche  Lage  bringen, 
dass  beide  Linien  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  darstellen. 

11* 
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Da  dann  die  neue  F- Achse  Durchmesser  für  die  der  X-Achse 
parallelen  Sehnen  sein  muss,  so  hat  sie  nach  §.  30  Nr.  6)  im  jetzi- 
gen Systeme  die  Gleichung 

Für  ihre  Richtangseonstante  folgt  hieraus 

UBd  hieraus  wieder 

7)  Jsinß  ^  €sma=^0. 

Die  Grössen  «  und  ß  bedeuten  dabei  im  Sinne  der  Formel  2)  §.  5 

die  von  der  neuen  l'-Acliboi  und  den  jetzigen  Coordinatenachsen 
eingesclilosscnen  Winkel ,  so  dass  a  den  neuen  und  o  ^  a  ß 
den  jetzigen  Coordinatenwinkel  darstellt.  Die  Möglichkeit,  die 
Achse  in  eine  derartige  neue  Lage  überzuführen,  ist  an  die 
Bedingung  geheftet ,  dass  A  von  Null  verschieden  ist ,  weil  sonst 
naeh  6)  die  neue  F- Achse  im  jetaigen  Systeme  die  Gleichung 

besitzen,  also  mit  der  beibehaltenen  JT- Achse  ausammenfaUen 

würde  *).  Wir  setzen  daher  vorläufig  voraus,  dass  A  ^  0,  und  wer- 
den den  Fall  A  =  0  später  einer  besonderen  Betrachtung  unter- 
werfen. 

Wird  zunächst  Über  die  F- Achse  so  verfügt,  dass  mit  Beibe> 
haltung  des  Goordinatenanfanges  und  der  Achse  der  neue  Co- 
ordinatenwinkel  die  Grösse  «  nocb  ohne  weitere  Beschrftnkung  er- 
hält» so  lässt  sich  aus  den  Formeln  6)  §.  4  herleiten,  dass  beim 
üebergange  aum  neuen  CoordinatensjBteme 


xinx-^  ff 


smm 

sin  a 


tibergehen  muss,  wobei  zur  Abkürzung  nachdem  Vorigen  j3=^  w  —  « 
gesetzt  worden  ist.  Man  erhält  dann  aus  der  Gleichung  ö)  die  auf 
das  neue  System  bezogene  Gleichung : 


8) 


f  (^A sit^ß-i-  B sin^a  +^Csin tt8mß\  , 


Fttr  das  Zusammenfallea  sweier  conjugirten  Durchmesser  ist  uns 
bereits  ein  Beispiel  in  den  Asymptoten  der  Hyperbel  bekannt. 
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SoHen  nun  die  Coordinatenaehsen  ein  Paar  conjngirter  Dttrcbmes- 
ser  bilden,  so  kommt  hierin  mit  Rücksiebt  auf  die  Relation  7)  da^ 
Glied  mit  dem  Factor  xy  in  Wegfall,  und  der  Z.ililer  des  Coeffi- 
cienten  von     kann  mit  Benutzung  von  Nr.  6)  aut  die  Form 

gebracht  irerden.  Aus  8)  entsteht  daher  fttr  die  zu  nntersnehende 
Linie  aweiten  Grades  die  Gleiehnng: 

•>  '''' +  ersd  ■  ^ = 2' 

Da  wir  von  der  Voraussetzung  ausgingen ,  dass  A  von  Null  ver- 
schieden sein  soll,  so  können  wir  diesen  Werth  noch,  ohne  der 
Allgemeinlieit  der  Untersuchung  Eintrag  zu  thun,  als  positive 
Giöfise  annehmen,  indem  entgegengesetzten  Falls  die  Gleichung 
zuvor  mit  —  1  multiplicirt  werden  kann.  In  Beziehung  auf  die 
GrröBsen  und  J  lassen  sieb  dann  folgende  sechs  f'älle  unter- 
scheiden : 

1.  Ist     >  0  und  r >0,  so  erlangt  Nr.  9)  die  Form 

wobei  ö,  ß  und  y  drei  entschieden  positive  Grössen  bedeuten  sol- 
len. Setzt  man  noch 


SO  sind  Ol  und  6|  reelle  Werthe,  und  man  erhält 

(.0 

d.  i.  nach  §.  32  Nr.  8)  die  Gleichung  einer  Ellipse,  bezogen  auf 

zwei  conjugirte  Durchmesser*). 

2.  Wenn  J>0  und  r=0,  so  kann  mit  Beibehaltung  der 
vorigen  Bezeichnungen  die  Gleichung  9)  in  der  Geatalt 

geschrieben  werden.  Für  reelle  x  und  y  müssen  dann  beide  Coor- 
dinaten  gleich  Null  sein;  die  Linie  schwindet  also  in  einen 
Punkt  —  den  Mittelpunkt  —  zusammen. 

3.  Sobald  d>0  und  r<  0,  ist  es  nicht  mehr  möglich,  der 
dadurch  entstehenden  Gleichung 


*)  Der  Kreis  ist  selbstverständlich  hierin  mit  eingeschlossen,  wenn 
Ol  ssdi  und  der  Coordinateuwinkel  ein  rechter  ist. 
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ia  reellen  x  und  y  zu  goniigon;  die  Gleiciiung  hat  albo  gar  keine 
geometrische  B  o  il  e  u  t  u  ii  g. 

4.  Der  Fall  J  <,0  und  i'<  0  führt  auf  eine  Gleichung  voa 
der  Form 

oder  aticli 

d.  i.  nach  27  Nr.  6)  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  wobei  2</, 
einen  I  hm ptdiirchmesser  und  26j  den  zugehörigen . Nebendurch- 
messer daixtcllt. 

6.  Wenn  ^  <  0  und        0  ,  ho  entsteht  die  Gleichung 

welche  in 

(ip     — y  |/?)        +  y  j/j?)  =  0 

zerlegt  werden  kann.  Sie  repräsentirt  zweiaich  schneidende 
gerade  Linien. 

6.  Ist  endlich  z/  <  0  und  / '  >  0 ,  so  erhält  mau 

ax^  —  ßy^  ===  —  y 

oder 

-  (y + (1.)"= 

d.  i.  n'ieder  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  bezogen  auf  zwei 
conjugirte  Durchmesser»  von  denen  aber  der  Hanptdurchroesser 
mit  der     Achse  zusammenfallt. 

In  dem  bis  jetzt  von  der  Untersuchung  ausgeschlossen  geblie- 
benen Falle,  wo  ^  =  0  ist,  kommen  in  2),  5)  und  8)  diu  mit  be- 
hafteten Glieder  in  Wegfall,  und  die  TransformatidiK  welcher  die 
Gleichung  9)  ihre  Entstehung  verdankt,  bleibt  unzulässig.  Man 
kann  aber  dann  bei  Drehung  der  Ordinatenachse  über  den  oben 
benutzten  Winkel  u  so  verfügen,  dass  in  Nr,  8)  auch  das  Glied  mit 
y*  verschwindet  Hierzu  ist 

10)  BHna-^^Csinß^o 
zu  setzen,  woraus,  wenn  wir  mittelst  der  Belation 

/J  =  »  —  a 

den  Coordinatenwinkel  m  einführen ,  die  Gleichung 

B  sin  a  -f-  2  6'  sin  (oj  —  «)  =  0 
entsteht.  Nach  einfacher  Keduction  folgt  hieraus : 
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waa  allemal  eine  mögliche  Lage  der  J*- Achse  giebt,  wenn  nicht 
anoh  C 0  ist.  Mit  Ausbchlub.s  dieses  Falles  entsteht  hei  Anwen- 
dung des  neuen  Coordinatenwinkels  a  aus  b)  die  Gleichung : 

12)  2  .ryr= 

weiche  nach  §.  28  Nr.  2)  die  Asymptotengleichun-;  eiiu-r 

Hyperbel  darstellt,  wenn  i^O,  für  i  -^0  aber  in  die  Glei- 

chnngen  der  neaen  CoordinateDaebsen  ifierfiillt,  wodurch  also  zwei 
sich  schneidende  Gerade  repräsentirt  werden.  Beachten 

wir,  dass  für  A:^0  und  allemal  C*  >  A  B ,  also  ^  <  ü  sein 

musS)  80  sehen  wir,  dass  die  in  der  Gleichung  VI)  enthaltenen  Fälle 
mit  dem  Tierten ,  fünften  nnd  sechsten  Falle  der  Gleichung  9)  in 
Uehereinstimmnng  gebracht  werden  können.  • 

Ist  endlich  ^  =-==0  und  C^O,  so  wird  auch  J  =:  0;  es  gehört 
dies  also  nicht  unter  den  jetzt  unterauehten  Hanptfall. 

Aus  den  vorigen  Erörterungen  stellt  sieh,  wenn  wir  ihre  Re- 
sultate kurz  zusammenfassen,  Folgendes  heraus:   Die  allgemeine 
Gleichung  zweiten  (Trades  in  der  Form  der  Gleichung  l)  §.  30  be- 
deutet, vorausgesetüt,  dass     ^  0, 
wena  ^  > 0  oder  AB  >C*^ 
für  r  >  0  eine  Ellipse, 

J'=  0  einen  einzelnen  Punkt, 
„  r<  0  kein  geometrisches  Gebüd, 
wenn  J  <0  oder  AB<C\ 
für  P  5  0  eine  Hyperbel, 


19 


< 

0  zwei  sich  schneidende  Gerade. 


§.  32. 
S  c  h  1  u  8  s. 

Zweiter  Hauptfall:  ^  =  0.  Wir  müssen  hier  sofort  un- 
terscheiden, ob  die  Zähler  der  im  vorigen  Paragraphen  angewen- 
deten Mittelpunktseoordinaten  u  und  v  Wertbe  besitzen ,  die  von 
Null  yerschieden  sind,  oder  ob  sie  zugleich  mit  A  verschwinden. 
Gebrauchen  wir  ffir  diese  Zähler  die  Abkürzungen 

^)  ]  A^^CD^AE, 

so  folgt,  wenn  ^  =  0 ,  also  AB=^C'^  gesetzt  wird, 
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^)  \        CA,  +  ^^,  =  0. 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  in  dem  jetzt  in  Rede  stehenden  Falle 
beide  Zähler  gleichzeitig^  verschwinden  müssen ,  wenn  nicht  Ä  und 
C  oder  Ii  und  C  gloicli  Null  sind. 

Untersuchen  wir  zunächst  den  Fall,  wo  y/,  und  zu  Null 
worden,  so  können  wir  hierbei  der  Coordinatentransformation  gäna- 
lieh  entbehren.  Wird  nämlich  die  aUgemeine  Gleichung  zweiten 
Grades  in  gewöhniteher  Weise  Wity  redncirt,  so  folgt  bei  Anwen- 
dung der  eingeführten  Abkürzungen : 

y=  — 5  ,  • 

also  hier,  wo  J  =  0  und  ^|  =  0, 

y^-B^"  B  

Dieser  Ausdruck  hat  keine  geometrische  Bedeutung,  wenn 

^F,  repräsentirt  eine  Gerade,  wenn  E^s=BF^  und  zwei 
parallele  Gerade,  sobald  y>  BF.  Dabei  verschwindet  auch 
v/j  alU'iiial,  wenn  nicht  P  und  f  beide  gleich  Null  sind.  —  Die  vort 
hergehende  Reduction  bleibt  unzulässig  für  den  Fall,  dass  j?=0 
ist,  weil  dann  die  Gleichung  aufhört,  in  Beziehung  auf  y  quadra- 
tisch zu  sein.  Lösen  wir  dafür  nach  a  auf,  so  ergiebt  sich 

A  * 

also  unter  den  festgestellten  Bedingungen 


4)  ^  =  , 

woraus  wieder  die  vorhergehenden  drei  Fälle  zum  Vorschein  kom- 
men, jenachdem 

AF^D*. 
< 

Diese  Lösung  bleibt  auch  noch  anwendbar ,  wenn  C  mit  B  ver- 
schwindet, sobald  nur  jli  und  beide  zu  Null  werden,  wozu  ancli 
Ei=0  sein  mnss ;  für  ein  gleichzeitiges  Verschwinden  von  A  und 

C  ist  von  Nr.  3)  Gebrauch  zu  machen*). 


*)  Der  Fall ,  dass  A  und  B  gleich  Null  sind,  kann  hier  deshalb  nicht 
vorkomincu,  weil  dann  wegen  =  Alf  auch  C  verschwinden  müsste.  Daun 
hürt  aber  die  Linie  auf,  dem  zweiten  Grade  anzugehören. 
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Besitzen      nn^       Wertbe,  welehe  von  Nnll  Terscbleden 

sind,  oder  verschwindet  nur  eine  dieser  beiden  Grössen,  so  kehren 
wir  zu  dem  Hilfsmittel  der  Ooordiuateuverleguiig  zurück.  Da  ein 
Mittelpankt  jetzt  nicht  vorhanden  ist,  so  wollen  wir  den  CoordU 
Bsteaanfang  mit  Beibehaltung  der  Acbsenrichtiing  in  einen  vor- 
läufig noch  unbestimmten  Punkt  u^v^  Tersehieben.  Dann  entsteht 
naeli  Analogie  von  Gleichung  1)  des  rorhergehenden  Paragraphen : 

5)     J    -f-  2x  (.iM,  +  Tr,  4-  Ii)  -h  1y  iCu,  +  Bv,  -f  E) 

Es  soll  nun  über  ti|  und  t^i  so  TerfÜgt  werden,  dass  der  Goeffieient 
Ton  y  und  der  YOn  x  und  y  freie  Ausdruck  in  Wegfall  kommen. 
Hierzu  sind  folgende  zwei  Bedingungen  nöüug,  aus  denen  und 

p|  bestimmt  werden  können : 

^)    pMi'  4-  Bv^^  4-       Pi  4-     M|  4-2ii>i  4-  i-^^  0. 
^Die  letzte  Gleichung  vereinfacht  sich  noch,  wenn  wir  ihr  die  Form 

Au,^  4-  Cu,  V,  4-  2i>M,  4-  Ev^  +  ^+  {Cu,  4-  i^r,  4-  ^  t\  =0 

geben,  indem  sie  dann  zufolge  der  ersten  Gleichung  auf 

-4tij«  4"  C^ttii'i  +  2i>il,  4-  ^»1     ^=  0 

surüekkommt.  Setzen  wir  hierein  den  «ns  der  ersten  Bedingungs- 
gleichung folgenden  Werth 

7)  Vi  -ß-y 

80  findet  sich  nach  gehöriger  Reduction : 

Der  Ooefficient  von  ist  identisch  mit  ^,  also  gleich  Null;  es 
bleibt  abo 

BF—E* 

und  hieraus  entsteht  mit  ]'>oinUzung  der  Formel  7) 

2BJJE—BCF—CE* 

^)  =  

Die  letzten  beiden  Besultate  zeigen,  dass  die  angewendete  Ver- 
sebiebnng  des  Ooordinatenanfanges  nur  so  lange  zulttssig  ist,  als 
B  und  Ai  von  Null  verschieden  sind.  A^  kann  verschwinden;  nur 
müssen  dann  A  und  C  gleich  Null  sein,  damit  nicht  Ai  auch  in 
Wegfall  komme. 
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Sobald  die  Gleicbnngen  8)  und  9)  stattbalt  sind ,  erlangt  aucli 
der  Coefficient  von  2  a:  in  Nr.  5)  eine  einfachere  Form.  Man  er- 
hält nämlich  durch  Multiplication  und  Division  mit  B: 

und  hieraus  mit  BennUung  der  Relation  ABs=C*  und  der  ersten 
Bedingungsglelcliung  6) 

Die  Gleichung  5)  geht  folglich  für  das  neue  Coordinaten^yätem 
über  in 

ß 

Eine  weitere  Vereinfachung  kann  hierin  durch  Drehung  einer 
der  beiden  Goordinatenachsen  um  den  neuen  Anfangspunkt  ersielt 
werden.  Wir  wollen  die  F- Achse  beibehalten,  der  .Y-Achse  aber 

eine  golclie  Lage  geben,  dass  sie  den  Durchmesser  für  dio  der  an- 
dern Achse  parallelen  Sehnen  darstellt.  Nach  g.  30  Nr.  7)  erhält 
unter  dieser  Voraussetzung  die  neue  JTt  Achse  im  jetzigen  Sy- 
steme die  Gleichung 

Cx  +  By  =  0^ 

woraus  ftir  die  Winkel,  welche  sie  mit  den  jetzigen  Goordinaten- 
achsen  einscbliesst ,  die  Relationen 

'  sin  ß  •  r 

folgen.  Hierbei  repräsentirt  «  -}-  |^      oa  den  jetzigen,  ß  den  neuen 

Goordinatenwinkel.  Mittelst  der  Formeln  6)  des  §.  4  ist  herzulei- 

ten,  dass  beim  Uebergange  zum  neuen  Goordinatensysteme 

sm  8 
X  in  X  — 
sm  ta 

sin  a  , 

y  „  ar  ~  h  y 

sm  u> 

umgewandelt  werden  mnss ;  aus  der  Gleichung  10)  ündet  sich  dann 

V  sm*»  j  ^  -t-  sr 

V        srnta        J  B  9mm 

Mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  11)  verschwindet  hierbei  das  mit 
dem  Factor  ary  behaftete  Glied  j  ferner  wird  der  Zähler  des  Coef- 


12) 
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ficienten  von  x*  zu  Null,  wie  mau  ieicbt  bemerken  wird,  wenn 
man  ihn  auf  die  Form 

bringt  Es  bleibt  hioroach  für  die  zu  untersuchende  Linie  zweiten 

Grades  die  Gleichung 

13)  ^-^^a^^L^x. 

d.  i.  nach  §.  17  Nr. 8)  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Achse 
parallel  zur  Achse  liegt,  und  für  welche  die  F- Achse  die  Tan* 
gente  des  in  der  Peripherie  gelegenen  Coerdinatenanfanges  bildet. 

Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wenn  5  =  0  ist,  wobei 
weder  die  olnni  aiif;o;^ebene  Vorsiehiebung  des  Coordinateuantaiiges 
noch  die  zuletzt  benutzte  Drehung  der  A  - Achse  stattfinden  kann. 
Aus  Nr.  1 1)  folgt  nämlich ,  wenn  wir  wieder  ß^tä  —  a  setzen, 
nach  einfacher  Reduction : 

Csin  fl» 
C  cos  a>  —  B 

und  hieraus  ergeben  sich  stets  mögliche  Werthevou  aj  nur  ist  der 
Fall  ^  =  0  deshalb  auszuschliessen ,  weil  dann 

tan  a^Utn» 

sein,  also  die  neue  -V- Achse  uiit  der  beibehaltenen  F-Achj*e  zu- 
sammenfalU  ii  würde. 

Da  für  B  ~0  nicht  auch  A  verschwinden  kann,  so  lässt  dieser 
Fall  eine  ganz  ähnliche  Behandlung  wie  der  jetzt  dagewesene  au, 
sobald  man  in  Beziehung  auf  Nr.  ö)  die  Verfügung  trifft,  neben 
dem  Yon  x  und  y  freien  Ausdrucke  den  Goefficienten  von  a:  in 
Wegfall  zu  bringen,  und  dann  mit  Beibehaltung  der  X-  Achse  die 
Achse  der  y  in  eine  solclie  Lage  bringt,  dass  sie  wieder  den  Durch- 
messer für  die  zur  andern  Achse  parallelen  ksehnen  abgiebt.  Wir 
haben  dazu  nicht  nüthig,  die  vorhergehenden  Kechuungen  voll- 
ständig zu  wiederholen,  da  Alles  nur  darauf  hinauskommt,  in  den 
dsgewesenen  £ntwickelungen  x  und  J  und  B^  D  und  E  gegen- 
seitig zu  yertauschen.  Man  erhält  schliesslich  an  der  Stelle  Ton 
"Sit,  13) 


•      «  -^2  sin  et 
sm  (o 

d.i.  wieder  die  Gleichung  einer  Parabel. 


14) 
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Die  at^emeine  Gleiclmng  zweiten  Grades  bedeutet  also  nach 
den  vorliergehenden  Erörterungen, 
wenn  ^  ^  0  oder  AB  ~~  C*, 

eine  Parabel,  sobald  nicht       =:  0  und  A^^Q^ 
»wei  parallele  Gerade,  wenn      ^  ui^  =  0,  und  dabei 

^  ^  0  und      >  BF,  oder  ^  =  0  und      >  AF, 
eine  Gerade,  wenn  wieder     =  ^  =  0  ini  l  dabei 
nnd  E*^BFt  oder  ^  =  0  nndi>*s3^i^, 
kein  geometrisehes  Gebild,  wenn  bei  Ai  =  jit  =  0 
^0  nnd  J?*<  BF  oder  ^  =  0  nnd  D*  <  AF, 
Als  Gesammtresnltat  der  ganzen  über  die  Linien  zweiten  Qtb,- 
des  geführten  Untersuchung  stellt  sich  ferner  heraus ,  dass  ausser 
den  Kegelschnitten  keine  anderen  krummen  Linien  zweiten 
Grades  existiren. 

§.  33. 
Aufgaben. 

Wird  eine  Ourve  dadnrcb  eraengt,  dass  man  einen  Punkt  sich 
naeh  einem  bestimmten  Gesetze  bewegen  läset,  dessen  matbema- 
tiseber  Ausdruck  in  Parallelcoordinaten  auf  eine  Gleichung  zwei> 

ten  Grades  hinführt,  so  niuss  nach  den  in  den  vorhergehenden  Pa- 
ragraphen angestellten  Bctraelituugen  der  geometrische  Ort  des 
bewegten  Punktes  eine  der  üegelschnittslinien  sein.  Die  aufge- 
fundenen Kriterien  entscheiden  darüber,  welche  besondere  Linie 
in  jedem  einzelnen  Falle  in  Frage  kommt.  Bei  der  speciellen  Un- 
tersncbung  der  Kegelschnitte  haben  wir  bereits  mehrere  solche 
Entstehungsweisen  dieser  Onrven  kennen  gelernt;  anm  Zwecke  der 
Einübung  der  bei  Gelegenheit  der  allgemeinen  Discnssion  erhal- 
tenen Resultate  mögen  hierzu  noch  die  folgenden  Beispiele  treten. 

L  Man  soll  den  Ort  der  Scheitel  aller  derjenigen 
Dreiecke  suchen,  welche  auf  oiuer  gegebenen  Grund- 
linie 2m  stehen,  und  in  welchen  die  an  dieser  Grund- 
linie gelegenen  Dreieckswinkel  eine  constante  Dif- 
ferenz d  besitzen. 

Die  Grundlinie  tm  werde  zur  JT- Achse  nnd  die  Senkrechte 
in  ibrem  Halbimngspunkte  zur  Achse  der  y  in  einem  rechtwinkli- 
gen Coordinatensysteme  gewtthlt.  Der  auf  der  Seite  der  positiven 
X  an  der  Basis  gelegene  Dreieckswinkel  heisse  0|,  der  andere  o„ 
und  es  sei 


Digitized  by  Google 


—    173  — 


Bezeichnea  nun  x  und  y  die  Coordinatou  des  Scheitels  für  irgend 
eine  Lage  des  Drei*cke8,  so  sind  die  Gleicbangeu  der  beiden  im 
Seheitel  siuammenteeffiBiiden  DreieekMeiten  (Tergl.  §.  6*  Nr.  7) 

und  man  erhXlt  liieiwm 

fall  «j  s=r  — ,  tantt^^—j--' 

i€tn  Q,  —  tun  tu 

mt  Kftekflidit  auf  die  Belation  Um  9=        '  ?-  folgt: 

ian  ö  " 


nnd  hieraas  entsteht  täi  den  gesnehten  Ort  die  Gleichung  : 

1 )  —  2/*  +  -  ^  i/  ^<>f  5  = 

oder,  wenn  man  für  den  speciellen  Fall  ö~0  das  üncndlich- 
werden  des  mit  dem  Factor  coi  6  behafteten  Gliedes  vermei- 
den will, 

2)  a^iini  —  +  9a;y  co#4=sm*m^« 

Hierbei  ist  nach  §.80  Nr.  II)  ^ss  —  ^*  a  —  coi*d=:  —  1,  also 

immer  negativ,  und  nach  §.31  Nr.  3)  — m*#t/id;  die  Linie 
ibt  albu  eine  Hyperbel,  die  für  den  bosonderii  Fall  6 in  zwei 
sich  schneidende  Gerade  —  die  Coordinatenachsen  —  übergeht. 
Die  Vergleichung  von  Nr.  J)  und  2)  mit  §.  31  Nr.  5)  zeigt  angleicb, 
dass  der  gewählte  Coordinatenanfang  Mittelpunkt  ist 

Um  Uber  Ghrösse  und  Lage  der  Achsen  dieser  Hyperbel  su 
entscheiden ,  gehen  wir  durch  Drehung  der  Coordinatenachsen  su 
emem  neuen  rechtwinkligen  Systeme  über.  Dabei  ist  nach  §.  4 
Nr.  4) 

X  cos  a  —  y  sin  a  für  x 

X  sin  a  -\-  y  cos  «  y 
BU  setien,  wenn  a  den  Winkel  bedeutet,  unter  welchem  die  neue 
iT' Achse  gegen  die  ursprüngliche  geneigt  ist.  Mit  Einsetaung  die- 
ser Werthe  entsteht  aus  2)  nach  gehöriger  Reduction: 

(ac*  —  y*)  sin  (2a  +  ö)  +  2xy  cos  (2  «  +     =  m*  9in  d. 
Macht  man  iiierin  2«  +  ä  =  90^  oder  «  —  45®  —  4  ö,  so  bleibt 

3)  —  y*  =     sin  J , 

d.  i.  die  Gleichung  einer  gleichseitigen  Hyperbel.  Der  gesuchte 
Ort  ist  also  im  Allgemeinen  eine  gleichseitige  Hyperbel »  deren 
lüttelpunkt  mit  dem  Halbirungspunkte  der  gegebenen  Dreiecks- 
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grnndlitiie  znsammenföllt  und  deren  Hanptaebse  unter  dem  Winkel 
46*^  —  ^6  gegen  diese  Grundlinie  geneigt  ist.    Die  Länge  der 

Haupthalhnclisc  hetriv^t  'm  f  sin  8.  • 

Die  hier  untersuchte  Eigenschaft  lässt  zwischen  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  und  dem  Kreise  insofern  eine  gewisse  Analogie 
erkennen,  als  letzterer  nach  einem  bekannten  Satze  den  geome- 
trischen Ort  für  die  Scheitel  aller  derjenigen  Dreiecke  bildet,  in 
welchen  bei  gegebener  Grundlinie  die  Summe  der  Winkel  an  der 
Basis  constant  ist. 

TL  Welche  Linie  beschreibt  ein  Eckpunkt  eines 
gegebenen  Dreieckes,  während  jeder  der  beiden  an- 
dern Eckpunkte  dieses  Dreieckes  sich  auf  einem 
Schenkel  eines  festen  Winkels  fortbewegt? 

Fig,  50.  wählen  die  Schenkel  des  festen 

y  Winkels  zu  Coordinatenachsen,  und  es 

sei  PAB  Fig.  öO  das  gegebene  Dreieck 
in  einer  der  Lagen,  welche  es  iti  Folge 
der  Aufgabe  einnehmen  kann.  I'  .-itello 
den  Eckpunkt  dar,  Aveleher  die  gesuchte 
Linie  besclireiben  soll. 

Setzen  wir  P  y  -  -  r,  PM=  y,  PB = <7, 
PA  =  6,  LPBY^fp,  L  PAX=^  ijf  und  den  Ooordinatenwinkel 
=s  o,  so  ist  nach  einem  bekannten  Dreieckssatze 

xsinw  y  sin  co 

sin  9  ~  ,      sm  ^  =  — - — ♦ 

Wird  nun  der  Dreieckswinkel  A  PB  mit  y  bezeichnet,  so  findet  die 
Belation 

statt,  und  man  crliält  hiermit  aus 

«m*   co^  ^  +  co^  q>  sin^   + 3     V  co$  tf>  sin  ^  co«  ^  =:  stn*  + 
wenn  man  linker  Hand  den  sich  selbst  aufhebenden  Ausdruck 
sm*ip  5i>i*  ^  -jr  sin'^  (p  am^  ^  —  2  sin^  tp  sin^  ^ 

addirt, 

sin*  fp  +  51«'    +  2  sin  <p8inf^  cos  (»  +  y)  s=  sin?  (o  +  y). 
Hieraus  entsteht,  wenn  die  obigen  Werthe  Ton  «in  ^  und  sin  ^  snb- 
stituirt  werden,  für  den  gesuchten  Ort  die  Gleichung: 
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Dieselbe  gehört  dem  zweiten  Giadc  an  und  giebt,  »obald  nicht 
m-\-y=i  180^,  ftir  J  und  T  positive  Werthe;  die  Linie  ist  also  im 
Allgemeinen  eine  Ellipse,  nnd  swar  fäXit,  wie  man  aus  der  Fonn 
der  Gleichung  leicht  erkennt,  ihr  Mittelpunkt  mit  dem  Scheitel 

des  gegebenen  Winkels  zusammen.  In  dem  speciellen  Falle,  wenn 
w  -f  j'—  iöO^  bleibt  aus  Nr.  4) 

und  hieraus  folgt 

d.  i.  die  Gleichung  einer  durch  den  Coordinatenanfang  gehenden 
Geradeu.  Die  Ellipse  schwindet  demnach  in  diesem  besonderen 
Falle  in  eine  gerade  Linie  zusaiumen. 

Beachtet  man,  dass  in  Fig.  60  für  jede  Lage  von  Äß  der  Punkt 
Pswei  Lagen,  au  beiden  Seiten  von  AB^  einnehmen  kann,  ohno 
dsBB  an  den  Bedingungen  der  Aufgabe  irgend  etwas  geändert  wird, 
80  lässt  sich  durch  eine  der  Torhergehenden  ganz  ähnliche  Ent- 
Wickelung  noch  ein  zweiter  geometrischer  Ort  von  P  ermitteln. 
Man  findet  wieder  eine  Ellipse ,  deren  Gleichung 

lautet. 

Kommt  an  die  Stelle  des  gegebenen  Dreieckes  eine  Gerade, 
so  dass  der  beschreibende  Punkt  Pin  die  Seite  AB  selbst  föUt,  so 

geht  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  der  Winkel  y  in  180"  über  und 
die  beiden  gefundenen  F^llipsen  werden  dabei  zu  einer  einzig^en, 
weil  zu  w  -|-  180^  und  o>  —  180^  gleiche  trigonometrische  Functionen 
gehören.  Diese  Ellipse  hat  die  Gleichung: 

Wird  dann  noch  die  Verfügung  getroffen,  dass  der  Coordinaten- 
Winkel  ein  rechter  sein  soll ,  so  entsteht : 

d.i.  die  Gleichung  einer  Elh'pse,  deren  Achsen  die  Stelle  der  Coor- 
dinatenachsen  einnehmen.  Wir  kommen  hierdurch  zu  der  in  Fig.  42 
enthaltenen  Construction  der  Ellipse  zurück,  welche  als  specieller 
Fall  der  jetzt  behandelten  Aufgabe  betrachtet  werden  kann. 
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in.  Die  Seiten  .4 C  u  n  d  BC  des  g e  g  e b e n  e  n  D r  c  i e c kes 
ABC  (Fig.  51  )  ^^  ordeii  von  der  beweglichen  Geraden 
MN  io  den  Punkten. ¥iindiV^ge8chuitten.  Welche  Li  nie 
beschreibt  der  auf  itfiV  gelegene  Punkt  Py  wenn  dieBe- 
wegung  dieser  Ger  uden  so  yor  sieh  geht,  dass  immer 
die  Proportion 

FMiPN=AMi  CM=  CNz BN 

Oettnng  findet? 


Fig.  51.  Wir  wShlen  CA  als  J'- Achse  und  CB 

ß  als  1'- Achse  eines  Parallelcoordiiiatensy- 

/\  stemeü  mit  dem  Anfangspunkte  6',  und  ge- 

N/      \  branchen  die  Bezeichnungen:  AC  == 

/\p      \  BC=b,  CM=m,CN=n.  Die  Coordi- 
/  /  \           \   naten  des  bewegliehen  Punktes  P  heissen 

^         M  A  X  und  y.  —  Aus  der  Figur  ergiebt  sieh 


dann  sogleich  die  fortlaufende  Proportion 

VM  :  PN~{m  —  .r)  :  x  =  y  :  (n  —  y)  , 
welche  in  Verbindung  mit  der  gegebenen  Bedingung  zu  den  Ke- 
sultaten 

(m  —     : a:  =  (a< —  m)  im 

(fi  —  y)'y=(fi  —  «)  5« 

hinflElhrt.  Hierausfolgt: 

X  :m  =  mz  a 
y :  fis=it 

und  man  erhält  demnach : 
Wird  hierzu  die  Gleichung 


als  Bedingung  dafUr  gefügt,  dass  die  Punkte  Pj  M  und  N  in  einer 
geraden  Linie  liegen  sollen,  so  entsteht  fttr  den  gesuchten  Ort  die 

Gleichung 

•)        (!)'+ (!)'=-■■ 

Durch  zweimalige  Quadrirung*  können  hierin  die  gebrochenen  Ex- 
ponenten entfernt  werden.  Das  erste  Mal  ergiebt  sich  das  Ke- 
sultat 

f +!+'©)'='• 

und  hieraus  wieder 
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oder  nach  Auflösung  der  Parentheae  und  besserer  Ordnung  der 
Glieder : 

Die  Form  dieser  Gleiehung  seigt  snnftcbst,  dasa  der  geometrisehe 
Ort  des  Pnnktes  P  eine  Linie  zweiten  Orades  ist»  welche  dnreh 
die  Punkte  A  and  B  geht,  und  in  diesen  Punkten  von  den  Ooordi- 
natenachsen  oder  den  Dreiecksseiten  j4C  nnd  BC  tangiit  wird,  so 
dass  die  dritte  Seite  AB  die  dem  Punkte  C  zugehörige  Berührunga- 
«ehne  darstellt.  Wird  nämlich  iu  7)  y  ==  0  gesetzt,  ho  bleibt  für  die 
Abscissen  der  in  der  A^- Achse  gelegenen  Punkte  der  untersuchten 
Lmie  die  Gleichung 

-1-2 -  +  1=0. 

welche  die  beiden  gleichen  Wurzeln  x  =  a  enthJtlt.  Hiernach  ist 
AC  Tangente  im  Punkte  A,  In  gleicher  Weise  fifhrt  die  Substitu- 
tion X  0  ZU  dem  Resultate,  dass  BC  die  Tangeute  im  Punkte  B 
abgiebt. 

Aus  7)  folgt  ferner  (vgl.  §.  30  Nr.  11  und  §.  32  Nr.  1),  dass  in 
der  fraglichen  Linie  die  Grösse  =  0  ist ,  während  vi,  und  wi, 
von  Null  Terschieden  sind;  die  Linie  ist  also  eine  Parabel. 

Wir  wollen  noch  untersuchen ,  ob  bei  der  angegebenen  Ent- 
stehnng  dieser  Parabel  die  eraeugende  Gerade  MN  (Fig.  51)  ausser 
dem  beschreibenden  Punkte  P  noch  einen  sweiten  Punkt  mit  der 
Curve  gemein  haben  kann.  Verbinden  wir  zu  diesem  Zwecke  die 
Gleichung  von  itfiV,  nämlich 

m  n 

mit  der  unserer  Aufgabe  zu  Grunde  liegenden  Bedingung 

{a  —  m)  :  m  =  »  :  (6  • —  /i) , 
so  iSsst  sie  sieh  nach  Elimination  von  n  auf  die  Form 

bringen.  Für  Punkte  der  Parabel  ist  aber  nach  Nr.  6) 

man  erhält  demnach  fttr  die  x  der  gemeiuscbaftlicheu  Punkte  bei- 
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der  Linien,  wenn  aitB  den  beiden  letiten  Oleiehungen  y  eliminirt 
wild, 

a  X  —  2  a  ^  m  x    -f-  ni^  ^  0. 
Da  diese  Gleiclmng  linker  Hand  ein  voll.stiindiges  Quadrat  ent- 
hält, so  besitzt  sie  zwei  gleiche  reelle  Wurzeln  3  alle  der  Aufgabe 
genügenden  Lagen  der  erzeugenden  Geraden  geben  also  Parabel» 
tangenten.  Hierauf  gründet  sieh  die  folgende  Conatruction. 

Soll  in  den  Winkelranm  XO  Y  Fig.  53 
ein  Parabelbogen  gelegt  werden,  welcher 
die  beiden  Schenkel  des  Winkels  in  den 
Punkten  A  und  B  berührt,  so  theile  man 
vorerst  sowohl  A  0  als  B  0  In  eine  gleiche 
Anzahl  gleicli  grosser  Tlieile.  Werden  dann 
_j  die  auf  der  Strecke  A  0  gelegenen  Theil- 
punkte  von  0  aus,  dagegen  die  Theilpunkte 
auf  BO  von  B  ans  der  Keihe  nach  mit  1,  3,  3,  4  n.  s.  f.  bezeichnet, 
so  stellen  die  Geraden,  welche  die  gleiehbeaeichneten  Pnnkte  nnter 
sieh  verbinden,  Tangenten  des  su  construirenden  Parabelbogeus 
dar.  Man  erbftlt  auf  diese  Weise  eine  Schaar  gerader  Linien,  welche 
die  Curvü  umhüllen  und  sich  derselben  um  so  inniger  anschiiiio^en, 
je  grösser  ihre  Anzahl  iot.  Diese  den  Parabelbogen  eiuhullenden 
Geraden  können  dazu  benutzt  ^vel•(len,  den  Lauf  der  Curve  selbst 
nut  beliebiger  Annäherung  zu  bobtimmeu.  Man  wird  leicht  fin- 
den, in  welcher  Weise  das  angegebene  Verfahren  fortzusetzen  ist, 
wenn  man  zu  dem  Theile  der  Parabel  gelangen  will,  welcher  vom 
Scheitel  des  Winkels  aus  gerechnet  sich  jenseits  der  Berührungs- 
punkte A  und  B  befindet. 


§.  34. 

Bestimmung  einer  Linie  zweiten  Grades  durch  gegebene 

Peripheriepunkte. 

Da  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  den 
veränderlichen  Grössen  x  und  y  den  allgemeinsten  Ausdruck  für 
die  Gleichung  der  Kegelschnitte  und  der  darin  mit  eingeschlos- 
senen geradlinigen  Gebilde  enthält,  so  müssen  diejenigen  geome- 
trischen Eigenschaften,  welche  aus  der  Untersuchung  dieser  Glei- 
chung  hervorgehen,  allen  Linien  dieser  Art  gemeinschaftlich  an- 
gehören.  Zur  Vervollständigung  der  aus  der  speciellen  Betrach- 
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tuLg  der  Kegekchiiitte  bereite  bekanntoQ  Eigenschaften  m^gen 
A4>eb  die  folgenden  Erörterungen  hinzutreten. 

Die  Gleichung  xweiten  Grades,  welche  in  ihrer  allgemeinsten 
Form 

die  seehs  beständigen  Grössen  A^ByC.F  enthält,  läset  sich, 
wenn  man  beiderseitig  durch  eine  dieser  sechs  Grössen  (die  jedoch 
TonNuU  verschieden  sein  muss)  dividirt,  immer  so  umgestalten, 
das8  sie  nur  noch  von  fünf  Constanten  abhängig  ist.  Nehmen 

wir  z.B.  au.  die  Coordinatenachseu  seien,  was  immer  imi'^'licb  ist, 
so  gelegt,  dass  der  Üoordinatenanfang  nicht  mit  einem  Peripherie- 
punkte zusammenfällt,  so  dürfen  in  l)  nicht  x  und  y  gloichzoitig 
▼eraehwinden;  es  muss  also  ein  von  x  und  y  freies  Glied  F  vor- 
bsiiden  sein.  Wird  durch  dieses  dividirt,  und  aur  Abkürzung 

Ä  B     ^       C  D      ^  E 

j=^^f  -p^e,    j^d,  j^e 

gesetst,  so  geht  Nr.  1)  in  die  Gleichung 

2)       aar*+ ft3/»-f  2ca:.v  +  2<fa?H-a«y  +  ls=0 

über,  welche  mir  noch  die  fünf  beständii^eii  0  rossen  </,  /v,  e,  e  enthSlt. 
Soll  nun  diese  Gleichung  einer  bcstinimtcu  Linie  zweiten  Grades 
angehören,  so  müssen  die  darin  enthaltenen  Gonstanten  entweder 
immittelbar  ihrem  Zahlwerthe  nach  bekannt  sein ,  oder  man  muss 
aie  aus  gegebenen  Bedingungen  berechnen  können.  Nach  den  Ge- 
setzen der  Algebra  sind  hierzu  fünf  von  einander  unabhängige  Be> 
dinguugsgleichungcn  nötliig.  Wir  wollen  den  Fall  n,'ilier  unter- 
siiclien,  wenn  die  Linie  durch  fünf  gegebene  Peripheriepunkte  hin- 
durch gehen  soll.  Es  kommt  hierbei  nur  darauf  an,  die  fünf  Ooef-' 
ficienten  a,  6,  c,  d,  e  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung  2)  durch 
die  Goordinaten  eines  jeden  der  fünf  gegebenen  Punkte  befrie- 
digt wird. 

Ist  Xitfi  einer  dieser  fünf  Punkte,  und  denken  wir  uns, 
wodurcli  der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  kein  Abbruch  ge- 
schielit,  das  Coordinatensybtem  so  gelegt,  dass  für  die  aufzu- 
suclicnde  Linie  eine  Gleichung  von  der  Form  2)  Anwendung  hn- 
deukann,  so  muss  dieser  Gleichung  Genüge  geschehen,  wenn  in 
ihr  X  mit  Xi  und  y  mit  y^  vertauscht  wird.  Man  hat  also  für  die 
Unbekannten  «,  6,  e ,  d  und  e  die  Relation : 

aXi^-^-by^^  -h  2cXiy^  +  2dx\  +  ley^^  -f  1  0. 

12» 
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Dnrch  jeden  andern  gegebenen  Pnnkt  wird  hieran  eine  Gleiehnng 

der8el))nn  Form  ^c»fügt  ;  f  unl"  Punkte  reichen  also  .ins,  die  grsuch- 
ten  Coenicicnten  zu  bestiuimen.  Beachten  wir  nun,  das.s  alle  hierzu 
aufgestellten  Gleichungen  in  Beziehung  auf  ihre  Unbekaonteu  yoju 
ersten  Grade  sind,  so  folgt,  dass  jede  dieser  Grössen  einen  roelleii 
nnd  einfachen  Werth  erhalten  mass,  Toransgesetst,  dass  die  ge- 
gebenen Gleichungen  yoUkommen  Ton  einander  unabhängig  sind. 
Diese  Voraussetzung  wird  allemal  erfüllt,  wenn  wir  die  in  der 
Gleichung  zweiten  Grades  enthaltenen  geratlliaigcn  Gebilde  aus- 
schliessen ,  uns  also  auf  solche  Falle  bescliriinken,  wo  nicht  drei 
der  gegebenen  Punkte  in  gerader  Linie  liegen  Die  Substitution 
der  aus  den  vorhandenen  Bedingungsgleichungen  für  die  Coeffi- 
cienten  gewonnenen  Werthe  in  Nr.  2)  giebt  dann  eine  einaige  Glei- 
chung zweiten  Grades,  welche  der  gesuchten  Linie  angehört 
Hierans  folgt:  sur  Bestimmung  einer  Curire  zweiten  Grs- 
ilt'ri  sindini  Allgemeine  nfünfPeripheriopunktenöthig 
lind  ausreichend;  zwei  Kegelschnitte  können  also, 
ohne  zusammenzufallen,  nicht  mehr  als  vier  Punkte 
gemein  haben. 

Verführt  man ,  um  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  zu  e^ 
mittoln,  welcher  durch  fünf  Punkte  hindurchgehen  soll,  in  der  an- 
gegebenen Weise,  so  treten  noch  Rechnungsabkttrzungen  ein,  wenn 
man  von  den  gegebenen  Punkten  so  viele  als  möglich  in  die  Coor- 
dinatenachsen  zu  bringen  suciit;  dessenungeachtet  bleibt  die  Ope- 
ration nicht  frei  von  Weitläufigkeiten.  Ein  anderes  Verfahren  zur 
Lösung  der  erwähnten  Aufgabe,  welches  ohne  grossen  Bechnnngs- 
aufwand  zum  Ziele  führt,  liefert  die  folgende  BetracHtung. 

Werden  die  Gleichungen  ssweie^  Linien  zweiten  Grades  duidi 
Addition  verbunden ,  nachdem  vorher  die  eine  dieser  Grleiehungen 
mit  einem  unbestimmten  Factor  miiltiplicirt  wurde,  so  entsteht 
wieder  eine  Gleichung  zweiten  Grades,  welche  von  denselben  ^ 


*)  Dass  bei  Mitanfiiahme  dbr  geradlinigen  Oebtlde  UnbestunmÜieiten 
eintreten  können,  zeigt  folgendes  Beispiel.  Soll  eine  Gleichung  zweiten 
Grades  vier  Punkten  genügen,  von  denen  drei  in  gerader  Linie  liegen,  so 
wird  sie  von  jedem  Systeme  zweier  Geraden  befried^  von  denen  die  eine 
diese  drei  Punkte  enthlUt,  die  andere  aber  naeh  beliebiger  Sichtang  dnreh 
den  vierten  Punkt  geht.  Tritt  nun  hiersn.ein  fünfter  Punkt,  welcher  in  der- 
selben Geraden  liegt ,  in  der  sich  bereits  drei  gegebene  Punkte  beflnden, 
so  bleibt  die  Aufgabe  ebenso  unbestimmt,  als  sie  bereits  war. 
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und  y  befriedigt  wird,  die  den  beiden  ersten  Glelehangen  Genüge 
leisten.  Die  durch  die  neue  Gleichung  ebarakterisirte  Linie  nrass 
daher  durch  alle  diejenigen  Punkte  geben,  welche  den  beiden  er- 
sten Linien  gemein  waren.  Um  diese  Bemerkung  zur  Lösung  der 

Aufgabe  nutzbar  zu  machen,  die  Gleichung  eines  Ko-elsdinitt«^8 
zu  finden,  welcher  durch  fünf  gegebene  l'unkte  hindurchgeht,  ist 
es  nur  nöthig,  dass  man  zwei  Gleichungen  zweiten  Grades  auf- 
stellen kann,  die  von  vieren  dieser  Punkte  verificirt  werden.  Die 
angegebene  (Jperatiou  liefert  dann,  so  lange  der  eingeführte  Factor 
unbestimmt  bleibt ,  den  allgemeinen  Ausdruck  ftlr  die  Gleichungen 
aller  Kegelschnitte,  welche  durch  diede  vier  Punkte  gelegt  werden 
können.  Schliesslich  hat  man  über  den  unbestimmten  Factor  so  zu 
verfügen,  das«  auch  der  fünfte  Punkt  von  der  Gleichung  getrotiea 
wird,  Wir  wollen  diese  Rechnung  durchfahren,  indem  wir  dabei 
den  Coordinatenachsen  eine  solche  Lage  geben,  dass  die  Kesultate 
möglichst  vereinfacht  werden. 

Einer  der  gegebenen  Punkte,  den  wir  nennen  wollen,  sei 
Coordinatenanfang,  ein  zweiter,  />„  liege  in  der  AT- Achse  mit  den 
Coordinaten  a  und  o.  Durch  den  dritten  Punkt  />,  werde  die 
7- Achse  gelegt,  seine  Coordinaten  sind  o  und  6;  der  vierte  Punkt 
/>,  hat  die  Coordinaten  m  und  «.  Die  Gleichung  der  Geraden 
lautet  dann : 

n  . 

y  («— fl)  oder  nx  +  (a— m) ^  — . «m 0, 

und  die  von  P^  P^ : 

y — *  — — oder(6  — «)ar-|- wy— 6m=:0. 

Durch  Verbindung  dieser  beiden  Gleichungen  mit  den  für  die  Coor- 
dinatenachsen geltenden 

x  =  0  und  ^=sO 

entsteht 

3)  X  [n X  -\r  (a  —  m)  y  —  an]  0 

als  Gleichung  zweiten  Grades  für  das  System  der  beiden  Geraden 
JPiA  und  P,/>4,  und 

4)  y  [{h  —  n)  X  -f-  my  —  6  m]  ~  0 

für  das  System  der  Geraden  P,i>,  und  P^P^.  Beide  Gleichungen 
3)  und  4)  werden  von  allen  vier  Punkten  befriedigt;  die  Gleichung 

5)  — w)y— a»]  + fi)a;  +  my-~dm]=0, 
in  welcher  X  einen  beliebigen  Factor  bedeutet,  drückt  daher  eine 
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Linie  zweiten  Grades  aus,  welche  durch  dieselben  vier  Pnnkte  hin- 
durchgeht. Soll  nun  diese  Linie  noch  einen  fünften  Punkt  pq  ent* 
halten ,  so  muss  auch 

p  [np      (fl  — m)  f/  —  an]  +  Iq  [{h  ~  n) p      mq  —  bm]=Q 
sein,  woraus  in  Vcrbindmiir;  mit  5)  der  unbestimmte  Factor  k  eli- 
minirt  werden  kann,  tietzeu  ^vir  zur  Abkürzung 

i>=s p[np     {a — m)g  —  an] 
Q=zq  [{b—n) p  4-  019  —  am], 
so  erhält  der  gesuchte  Kegelschnitt  die  Gleichung 

6)  Qx[nx  -h  (rt  —  m)y — an]  —  Py[{b —  n)x-\-my — 6jfi]=6*). 
Hierin  kann  nach  Potenzen  von  x  und  y  geordnet  und  durch  An- 
wendung der  für  die  einzelnen  Linien  zweiten  Grades  getuudenen 
ünter8cheidun<^.snierkiuHlo  in  jedem  einzelneu  Falle  entschieden 
werden,  welche  besondere  Art  der  Kegelschnitte  in  Frage  kommt. 

Wenn  su  der  Gleichung  6),  welche  den  allgemeinen  Ansdiuck 
für  die  Gleichungen  aller  Linien  zweiten  Grades  enthftlt,  die  duieh 
die  Punkte  P,,  T^,,  und  hindurchgehen,  irgend  eine  Bedingtings- 
gleichung  tritt,  mittelst  deren  der  unbestimmte  Factor  1  einen  be- 
stimmten Werth  erhalt,  so  wird  hierdurch  der  fünfte  Periphorie- 
punkt  ersetzt.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Linie  eine  Parabel 
sein  soll,  indem  dann  die  Bedingung  oder  A B  =s  C*  {veigl* 

§.  32)  erfüllt  werden  muss.  Wir  erkennen  hieraus ,  dass  sur  Be- 
stimmung einer  Parabel  yier  Punkte  ausreichen  müssen. 

Wird  Nr.  5)  nach  Potenzen  von  x  und  y  goordnet»  so  entstebt 
die  Gleichung 

7)  n  .1^ -\- k  ni  y^ -\-  [a  —  m-\-k(b- — n)]xy  —  atix  —  hmki/^O^ 
welche  nur  dann  einer  Parabel  augehören  kann ,  wenn  der  Be- 
dingung 

kmn=^  -1  /J 

oder 

8)  k*{b  —  ny+  2k[{a  —  m){b~~n)'~2tnn]  -f.(a  -m)«=:0 
Güniige  geleistet  wird.  Da  diese  letzte  Gleichung  quadratisch  ist, 

*)  Dor  Verfolo"  der  hier  angestellten  Rechnung  führt  auch  noch  zn 
einem  beätimmleu  liesultate,  wenn  drei  der  gegebenen  Punkte  in  g^enider 
Linie  liccren  ;  die  Gleichung  zweiten  Grades  gehört  dann  dem  Systeme  <Ier 
beiden  Geraden  an,  von  denen  die  eine  diese  drei  Punkte  und  die  anderö 
die  beiden  übrig^en  enthält.  Nur  bei  vier  oder  fünf  in  einer  Geraden  gele- 
genen Punkten  tritt  Unbestimmtheit  ein. 


Digitized  by  Google 


—   183  — 


so  iHsst  sie  zwei  Wertlio  vou  k  zu  und  führt  zu  dem  8atzc:  Durch 
vier  Punkte  können  im  Allgemeinen  zwei  Parabeln 
gelegtverden.  Damit  jedoch  diese  Werthe  reell  sind,  mnss  die 
Relation 

[(a  —  tn)  (6  —  w)  —  2  »  »]«  —  (a  —  m)«  (6 — w)«  >  0 
erfölit  werden.  Nach  einigen  Umgestaltungen  folgt  hieraus ; 

4mn  {bm     an  —  ah)  >  0. 
Da  es  nun  stets  iiKiglich  ist,  das  Cuordiuateiisystem  so  zu  legen, 
dass  a,  6,  m  und  n  positive  Grössen  darstellen,  so  kt»nuen  wir  un- 
ter  Voranssetaung  dieser  Lage  der  Coordinatenachsen  in  der  lets- 
tea  Ungleiclinng  durch  ^abmn  dividiren;  dann  ergiebt  sich: 

Mit  Bücksicht  auf  den  Umstand ,  dass  die  Gleichung 

a  b 

Geltang  findet,  sobald  der  Punkt  in  der  Geraden  PfP»  gelegen 
ist,  kann  hieraus  leicht  hergeleitet  werden,  dass  die  beiden  Para- 
beln nur  dann  möglich  sind,  wenn  sich  P^  ausserhalb  des  Dreieckes 
befindet,  welches  die  drei  anderen  gegebenen  Punkte  zn  Eckpunk- 
ten hat.  —  Der  Fall,  in  welchem  die  Gleichung  8)  zwei  gleiche 
reelle  Wurzeln  besitzt,  führt  auf  die  Bedingung 

b 

lässt  aber  keine  Parabel  zu,  weil  ^nn  drei  der  gegebenen  Punkte 
in  einer  geraden  Linie  liegen.  Durch  vier  Punkte  sind  also  immer 

zwei  Parabeln  bestimmt,  sobald  nur  diese  Punkte  eine  solch©  Lage 
haben,  dass  sie  sich  auf  einer  rara]>elperipherie  befinden  küiiuou; 
hierzu  muss  jeder  einzeln  ausserhalb  des  zwischen  den  drei  andern 
Punkten  enthaltenen  Dreieckes  gelegen  sein. 

beachten  wir,  dass  in  der  fUr  die  Parabel  geltenden  Bedingungs- 
gleichung J=:0  auch  der  Fall  eines  Systemes  aweler  parallelen 
Geraden  eingeschlossen  ist,  so  ergiebt  sich  sofort,  dass  bei  beson- 
derer Lage  der  vier  gegebenen  Punkte  die  Parabeln  auch  in  pa- 
rallele Gerade  übergehen  können.  Nur  eine  Parabel  und  ein  Sy- 
stem paralleler  Geraden  ist  möglich,  wenn  die  vier  Punkte  die 
Eckpunkte  eines  Trapezes  bilden  ;  keine  Parabel  und  zwei  Systeme 
paralleler  Geraden  können  construirt  werden,  wenn  die  Punkte 
mit  den  Eckpunkten  eines  Parallelogrammes  zusammenfallen. 
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Als  Endvemltftt  äet  vorlicrgeheiiden  ErSiterangen  liaben  wir 

die  Steigerung  zu  bemorken  ,  welche  sich  im  Gebiete  der  Curven 
zweiten  Grades  riicksichtlich  der  Anz<ahl  ihrer  bestimmenden  Peri- 
pheriepimkte  zeigt.  Während  durch  drei  Punkte  ein  Kreis  gelegt 
werden  kann,  bestimmen  vier  Punkte  zwei Parnb ein,  f  ii  uf  Punkte 
jeden  Kegebchiütt  ttberhaupt,  also  im  Besonderen  Ellipse  und  Ej- 
perbel. 

§.  35. 
Pol  und  Polare. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  behandelte  Aufgabe,  einen  Kegel- 
schnitt au  ermitteln,  welcher  fünf  gegebene  Punkte  enthält,  kann 
eonstmctiv  gelöst  werden»  -sobald  man  ein  Verfahren  ausfindig 
maebt,  mittelst  der  fSnf  Punkte  einen  sechsten  derselben  Onive 
angehörenden  zu  erhalten.  Die  fortgesetzte  Anwendung  eines 
solchen  Verfahrens  mussdann  zu  beliebig  vielen  Punkten  hinführen. 
Aus  der  folgenden  Untersuchung  ergeben  »ich  die  Hilfsmittel  zu 
einer  Construction  dieser  Art. 

In  der  Ebene  einer  Linie  zweiten  Grades,  deren  Gleichung 
für  beliebige  Paralielcoordinaten  von  der  Form 

1)  ^a*  +  i?^  +  iCxy  +  ^Dx  +  %Ey  ^  F^O 

sein  muss,  legen  wir  dnrch  den  Coordinatenanfang  eine  geradlinige 
Secante 

2)  y  Mx. 

Die  X  der  gemeinschaftlichen  Punkte  beider  Linien  finden  sich 
dann  aus  der  Gleichung  * 

*  und  fKr  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  welche  x^  und  x^  heissen 
mögen ,  gelten  die  Relationen 

-H    B  4-  EM   F 

wobei  zur  Abkürzung 

JV  =  ^H-  ^Tlf*  -f  WM 
gesetzt  ist.  Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  auf  der  Secante  den 
zum  Goordinatenanfange  zugeordneten  harmonischen  Punkt  za  fin- 
den, während  die  Durchschnittspunkte  mit  der  durch  die  Gleichung 
l)  repräsentirten  Linie  die  beiden  andern  harmonischen  Ptinkte  dar- 
stellen sollen.  Da  die  zugeliörenden  y  ein  hannonisches  Strahlen- 
büschel bilden,  so  muss  das  x  des  gesuchten  Punktes  das  harmo- 


Digitized  by  Google 


—    185  — 


nische  Mittel  der  beiden  Wurzeln  von  Nr.  3)  bilden.   Wird  albo. 
dieser  Punkt  mit  xy  bezeichnet,  so  crgiebt  sich  aus  der  Farwel 

,  ^  ,      .  ^1  + 

wenn  wir  die  oben  bereelineten  Werthe  einsetsen, 

F  

Die  y-Gooidinate  ist,  da  der  Punkt  auf  der  Seeante  liegt,  mittelst 
der  Gleichung 

zu  berechnen.  Sobald  man  aus  Jen  beiden  letzten  Gleichungen  M 
eliminirt,  üudet  sich  für  den  geometrischen  Ort  der  Punkte,  in 
welchen  alle  durch  den  Coordinatenanfang  gehenden  Secanten  har- 
monisch  getheilt  werden ,  die  Gleiehung 

4)  2>ir+ j:y-|-F=0, 

d.  1.  die  Gleichung  einer  geraden  Linie.  Der  Coordinatenantanj^ 
kann  hierbei  ein  ganz  beliebiger  Punkt  in  der  Kbene  der  Linie 
zweiten  Grades  sein;  wir  wollen  ihn  Pol  nennen;  die  durch  die 
Gleichung  4)  repräsentirte  Grerade  heisst  dann  die  dem  Pole  auge- 
hörige Polare.  Da  eine  Gerade  durch  swei  ihrer  Punkte  be- 
stimmt ist,  so  erhftlt  man  für  jeden  Kegelschnitt  die  Polare  eines 
gegebenen  Punktes  durch  harmonische  Theiluug  zweier  durch  den 
Pol  gehenden  Secanten. 

Legt  man  durch  vier  auf  der  Peripherie  eines  Kegelschnittes 
befindliche  Punkte  zwei  sich  sehneidende  Gerade,  so  lässt  sich, 
wenn  man  den  Durchschnittspunkt  dieser  beiden  Geraden  als  Pol 
betrachtet,  die  zugehörige  Polare  mittelst  der  in  §«  8  unter  IL  ge- 
ftmdenen  Kesnitate  mit  blosser  Anwendung  des  Lineals  construiren:^ 
Wird  daim  durch  den  Pol  eine  Gerade  nach  einem  fünften  Kegel- 
schnittspunktc  gezogen,  so  muss  auch  diese  durch  die  Polare  und 
den  Kegelschnitt  harmonisch  getheilt  werden,  wonach  es  leicht  ist, 
den  zweiten  Durchschnittspunkt  dieser  Geraden  und  des  Kegel- 
schnittes, also  einen  sechsten  Punkt  der  Gunre  aus  fünf  gege- 
benen zu  ermitteln.  Hierdurch  ist  die  im  Eingange  des  Paragra- 
phen erwJthnte  Aufgabe  gelöst.  Es  bleibt  noch  die  Frage  übrig, 
ob  ausser  dieser  cortstnictiven  Anwendunj^  den  neu  gewonnenen 
Begriffen  des  Poles  und  der  Polare  nicht  weitere  Deutungen  für 
die  Kegelschnitte  abgewonnen  werden  können. 
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Wird  ehi  ansserliftib  des  Kegelsclmittefl  gelegener  Funkt  aU 

Pol  angeiiolumen,  so  gehen  die  Secantcu  bei  fortj^esetztor  Drehung 
um  den  Pol  in  Taiigcnten  über.  Im  Berühriuig -punkte  fallen  dann 
zwei  der  harmoniachcn  Punkte  zusaiumen,  folglich  enthält  er  auch 
noch  den  dritten,  und  die  Polare  stellt  die  dem  Pole  zugehörende 
Bertthrungssehne  dar.  Wir  schliessen  hieraus,  dass  die  in  Fig.  24 
and  äö  für  den  Kreis  gegebenen  Tangentenconstmctionen  für  alle 
Linien  zweiten  Grades  Anwendung  finden.  Diese  Bemerkungen 
werden  bestätigt,  wenn  wir  die  Gleichung  der  Polare  eines  belie- 
bigen Punktes  aufsuchen  und  dieselbe  mit  den  ftlr  die  Bertthrungs* 
ächneu  der  einzelnen  Kegeldchuitte  gefundeneu  Gleichungen  zu- 
sammenhalten. 

Verlegen  wir  den  Coordinatenanfang  mit  paralleler  Verschie- 
bung der  Achsen  in  einen  Punkt  ar,  ,  so  ist,  wenn  die  ueuen  ver- 
änderlichen Ooordinaten  mit  |  und    bezeichnet  werden, 

zu  setzen,  und  wir  erhalten  aus  TSfj,  1) 

+  2  {A.r,  +  Cy,  +  />)  1  +  2  {By,  +  Cx,  +  ^  i/ 
-I-  Ax,*  -f  By,^  -H  2Cx,y,  +  2Dx,  +  2£y,  +  F—O. 
llierans  lasst  sich  die  Gleichnng  der  Polare  des  Punktes  ,r, //, ,  da 
er  Coordinatenanfang  ist,  in  der  Form  der  Gleichung  4j  aufätelleu. 
Kehren  wir  dabei  zugleich  zum  ursprünglichen  Systeme  zurück, 
indem  wir  wieder 

|  =    —  a?,,       rj  =  y—  ff, 
setzen,  so  folgt,  wenn  wir  noch  das  von  |  und     freie  Glied  in 

zerlegen,  naeh  gehöriger  Hebung  als  Gleichung  der  Polare 
^für  ^en  Pol  oriy«: 

J  {Ax.^Cy.-^-  D)x  ^  {By.^Cx^-^S^y 
^>      \  -^Dx.  +  Ey.^-F^ii. 

Ist  nun  die  J^iuie  zweiten  Grades  eine  Parabel,  so  geht,  wenn 
durch  geeignete  Transformation  der  Ooordinaten  ihre  Gleichung  in 

umgestaltet  wird,  !Nr.  ö)  ia 

6)  yy^  ~p  (x-\-Xi) 

über;  für  den  Fall  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  folgt  aus 

(f)"±  (!)■=■ 

für  die  Polare : 
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Die  Gleiehnngen  6)  und  7)  gehdren  bekanntlich  der  Tangente  im 
Punkte  ATj^j  oder  seiner  Berfibrnngssebne  an,  jenachdem  dieser 
Punkt  auf  der  Peripherie  oder  ansserbalb  der  Flfiebe  des  Kegel- 
schnittes gelegen  ist;  dieselben  Bedeutungen  hat  daher  auch  5) 
für  die  durch  die  allgemeine  Gleichung  1)  repräseuttrte  Linie 
zweiten  Grades. 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Eigenschaften  der  Polare  für  den 
Fall  ausfindig  zu  machen,  wenn  der  Pol  innerhalb  der  Kegel- 
schnittsflSehe  gelegen  ist.  Hierzu  dient  folgende  Vomntersachung* 

Wird  ein  Punkt  der  JT- Achse  als  Pol  angenommen,  so  ist 

=0,  die  Gleichung  5)  der  Polare  geht  folglich  über  in 
8)      {Ax^  +  i))  a:  -f-  (^^^1  +  ^  y  +  ^arj  -f  F=:  0. 
Schreiben  wir  diese  Gleichung  in  der  Form 

{Ax  -H  Cy  +  If)  x^  +  i>ar     £y  +  F=  0, 
80  sehen  wir,  dass  sie  Befriedigung  erlangt,  wenn  gleichzeitig  die 
Relationen 

I  Dx  +  Ey-\'F  =  0 
Geltung  finden,  dass  also  alle  PoLareii,  die  in  der  Gleichung:  8)  ent- 
halten sind,  durch  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  durch  die 
Gleichungen  10)  ansgodrtlckten  Geraden  hindurchgehen*).  Neh- 
men wir  diesen  Punkt,  um  welchen  sich  die  Polare  dreht^  während 
der  Pol  auf  der  JT- Achse  fortrückt,  selbst  wieder  als  Pol. an  und 
bezeichnen  ihn  mit  mit  or,  t/i ,  so  folgt  aus  10) 

AXi  H-  Cy,  +  1^  =  0 

Dx^  +  Ey^  +  F=z  0, 
ond  mit  Einsetzung  dieser  Werthe  in  5)  als  Gleichung  der  Polare 

y  =  o, 

d.  i.  die  Gleichung  der  JiT- Achse«  In  Berttcksichtignng  des  Um- 
Standes,  dass  jede  beliebige  Gerade  zur  X-  Achse  gewählt  werden 
ksnn,  folgt  hieraus  der  Satz:   Sämmtliche  Polaren  der 

Punkte  einer  Geraden  schneiden  sich  in  ein  und  dem- 
selben Punkte,  nämlich  im  Pole  jener  Geraden.  Durch 

Was  die  Bedeutung  dieser  beiden  Geraden  betrifft,  bo  haben  wir 
▼on  der  zweiten,  deren  Gleichung  mit  4)  fibereinstimint,  bereits  gesehen, 
das»  aie  die  Polare  des  Coordinatenanfanges  darstellt.  Die  erste  ist  nach 
S*  30  Nr.  6)  der  Dorehmesser  für  die  der  X-Achse  parsUelen  Sehnen. 
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Umkehrnng  dieses  Satzes  ergiebt  sich :  Die  Pole  allerGera- 
den,  welche  durch  ein  nnd  denselben  Punkt  hindurch- 
gehen, liegen  in  einer  geraden  Linie,  nämlich  in  der 
Polaro  ihres  Durelisclmittspunktes. 

Wir  haben  ohon  gesphen,  dass  die  Polare  eines  Punktes  auF- 
gerhalb  der  Fläche  eines  Kegelschnittes  die  Berührungssehne  die- 
ses Punktes  darstellt.  Legt  man  daher  durch  einen  Punkt  im 
Innern  der  Curve  Sehnen,  so  bildet  der  Dnrchschnittspnnkt  jedes 
durch  die  Enden  einer  solchen  Sehne  gehenden  Tangentenpaares 
den  Pol  dieser  Geraden.  Durch  Verbindung  dieser  Bemerkung 
mit  dem  vorhergehenden  Lehrsatze  erhalten  wir  för  die  Polare 
eines  Punktes  innerhalb  einer  Linie  zweiten  Grades  die  Ei^cu- 
Schaft,  dass  sie  den  geometrischen  Ort  der  Durchsclinittsipunkte 
aller  derjenigen  Tangentenpaare  ahgiebt,  deren  Berührungssehnen 
sich  im  zugehörigen  Pole  schneiden.  Wählt  man  als  Beispiel  eines 
solchen  Punktes  einen  Brennpunkt,  so  lässt  sich  aus  einer  der 
Gleichungen  3)  oder  4)  des  §.  13  leicht  herleiten,  dass  die  zugeord- 
nete Directrix*  seine  Polare  darstellt.  Werden  daher  von  belie- 
bigen Punkten  der  Directrix  eines  Kegelschnittes  Tangenten  an 
die  Curve  gelegt,  so  gehen  die  Berühmngssehnen  dieser  Tan- 
genten sämmtlich  durch  den  zugehörigen  Brennpunkt. 

8.  36. 

Die  Polargieichung  der  Linien  zweiten  Orades. 

Nachdem  wir  bei  allen  früheren  Über  Linien  zweiten  Grades 
geführten  Untersuchungen  uns  fast  ausschliesslich  der  Parallel- 
coordinaten  bedient  haben ,  jiroUen  wir  zum  Schlüsse  unserer  Be- 
trachtungen noch  die  Gleichung  dieser  Linien  in  Polarcoordinaten 

—  die  sogenannte  Polargleichung  —  aufstellen.  Wählen  wir, 
inn  zu  möglichst  ailgemeingiltigcn  Resultaten  zu  gelangen,  einen 
ganz  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  einer  Linie  zweiten  Grades 
zum  Pol  (der  hier  nicht  mit  dem  im  vorigen  Paragraplieu  auge- 
wendeten Begriffe  gleiches  Namens  verwechselt  werden  darf)  und 
eine  in  beliebiger  Bichtung  hindurch  gelegte  Gerade  zur  Polar- 
achse, so  können  wir  ein  rechtwinkliges  Parallelcoordinatensystem 
zu  Hilfe  nehmen ,  dessen  Achse  der  positiven  x  bei  gleichem  An- 
fangspunkte mit  der  Achse  der  Polarcoordinaten  zusammenfallt. 
Von  einer  für  letzteres  System  Lnlti^en  Gleicliung  gelangen  wir 
bekanntlich  zur  Polargieichung  durch  die  Substitutionen 
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X  =  r  cos  (jp ,       y  =  r  sin  (p. 
Werden  nun  diese  Wertho  in  die  vielljosfiroclioiip  all^oiuoino  Olei- 
chung  der  Linien  zweiten  Grades  eingesetzt,  ho  eigiebt  sich  als 
allgemeinste  ITorni  der  rülar<j^Ieichung  dieser  Linien; 

{r*  {A  cos*  q)-^  B  sin*  9  +  2  C  sin  tp  cos  ^) 
+  %r  (J)  costp^E sin qt)+F^O, 
Einfachere  Gleiehnngsfonnen  sind  durch  geschickt  gewählte  Lifge 
des  Poles  und  der  Achse  za  erzielen. 

Wird  in  I)  anf  r  redncirt,  so  entsteht: 

D  cos  q>-\-  E  sin  w  +  Sl 

'  A  coa-  q^-\-  B  sin*  ip-\-2C  sin  (p  cos  <p ' 

wobei  zur  Abkürzung 

3)  Sl=zj/{J>  cos  <p  H-  Esin  9)' —  {^A  cot^  fp  +  B  sin*  tp  +3  C^m  ip  cos  9)  F 
oder 

4)  Ä*=  J F)  co*»^ + (fi*—  ^F)  swi* 9)  +  ^—  C^) «»«3 g> 
gesetzt  ist.  Soll  die  Gleichung  1)  eine  geometrische  Deutung  ha- 
ben, so  muss  Sl  reell,  also  il'  positiT  sein.  Um  zu  einer  Verein- 

facliuiig  der  Gleichungsform  zu  gelangen,  werfen  wir  die  Frage 
auf,  ob  es  möglich  ist,  Lagen  des  Coordinatensystemes  7.u  ermit- 
teln, bei  denen  die  Wurzelgrösse  constant,  also  unabhängig  von 
der  veränderlichen  Anomalie  g>  wird.  Geiien  wir  zunächst  von 
speciellen  Werthen  der  Variabein  <p  aus  und  setzen 

9,=  0,  80  wird  Sl*=D*—AF^  ' 

9»  =^  90«,  n    „  Sl*=E*—BF, 

fp  =  45»,  „         Ä«=  \{B*^BF)  +  {DE—CF). 

Alle  drei  Ausdrücke  werden  einander  gleich,  wenn  die  Beziehungen 

{B*  —  AF==E^—BF 
DE—CF^Q 
Anwendung  finden,  und  man  erhält  dann  aus  4)  allgemein 

%)  Sl^^I)*--'AF=E*^BF, 
d.  i.,  wie  verlangt  wurde,  einen  constanten  Werth. 

Zur  Ermittelung  der  Lage,  welche  der  Goordinatenanfang  ha- 
ben muss ,  damit  die  In  5)  aufgestellten  Bedingungen  erfüllt  wer- 
den, kehren  wir  zum  rechtwinkligen  Systeme  znrUck.  Wird  in 
der  für  dieses  Coordinatensystem  geltenden  allgemeinen  Gleichung 
der  Tjinie  zweiten  Grades  mit  F  multi_^jlicirt,  so  liisst  sich  das  hier- 
durch entstehende  Resultat 

AFi£^  +nFy*  +  'I  CFxy  -^lDFx'i-%  HFy  -^F*  =  0, 
wenn  man  noch  den  Ausdruck 
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addirt  und  subtrahirt,  auf  die  Form 

=  (/>'  —    F)     4-      —BF)  i/\ 
briugei),  und  hieraus  wird  bei  Geltung  dor  l^cdingnngen  b) 

oder  nacb  einfacher  Umgestaltung 

Di<»se  Gieichnngsiurni  iniiss  also  der  Linie  zweiten  Grades  in  reclit- 
wiukligen  Oourdinaten  angehören,  wenn  in  der  Polargleiciiuug  die 
erzielte  Vereinfachung  eintreten  soll. 

Wird  in  7)  eine  neue  Constante  €  eingeführt,  welche  an  i2 
durch  die  Relation 

gebunden  ist,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

und  hieraus  entsteht»  wenn  wir 

+     =  r«, 
(Dx+Ey+Fy_  , 

setzen, 

oder  in  der  ersten  Potenz  bei  Voraussetzung  positiver  r  und  z 

8)  r  =  e2. 

Aus  §.  6  Nr.  7)  wird  leicht  hergeleitet,  dass  hierin  z  die  Entfer- 
nung des  Curveupunktes  xy  von  einer  Geraden  ausdrückt,  dereu 
Gleichung  ^ 

lautet,  d.  i.  mit  Eücksicht  auf  Nr.  4)  des  vorhergehenden  Paragra- 
phen die  Entfernung  von  der  dem  Coordinatenanfange  zugehöri- 
gen Polare.  Da  nun  r  den  Abstand  desselben  Punktes  xif  vom 
Coordinatenanfange  darstellt,  so  folgt  aus  Vergleichung  von  8) 
mit  §.13  Nr.  1),  dass  der  Pol,  für  welchen  die  Polargleichung 
einer  Linie  zweiten  Grades  die  gewünschte  einfachere  Form  er- 
langt, ein  Brennpunkt ,  seine  Polare  die  zugeordnete  Directrix 
sein  muss. 
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Neluaen  wir  jetst,  um  dies«  emfoclMre  Form  m  AnvMidvaf 
sa  bringen»  einen  Brennpunkt  ab  Pol,  so  kann  <Ue  sigehörige  Po- 
largleiehung  ans  l)  oder  3)  hergeleitet  werden ,  indem  man  die  in 

5)  aufgestellten  Bedingungen  darin  einführt,  was  im  Wesentlichen 
darauf  hiuauskornmt,  die  Gleichung  7)  in  l*olarcoc»i<iinaten  umzu- 
setzen. Da  wir  jedoch  bnreits  wisson,  tlass  hier  koino  anderen 
Linien  als  Kegelschnitte  in  Frage  kommen ,  so  gelangen  wir  ein- 
facher 2ani  Ziele,  wenn  wir  zur  Gleichung  6)  des  §.  13  stirUck- 
geben,  in  welcher  ein  Brennpunkt  den  Coordinatenanfang  nnd  die 
hindurchgehende  Achse  des  Kegelschnittes  die  AT- Achse  eines 
rechtwinkligen  Goordinatensystems  darstellte.  Mittelst  einfacher 
Umgestaltung  gewinnt  diese  Gleichung  die  Form 

a:*  -f     =     -}-  2  jD  £  a:  +  c'x*, 
wobei  bekanntlich  p  den  Halbparameter  und  c  die  numerische  Kx- 
centricität  bedeutet.  Man  erliült  hieraus: 

und  hieraus  wieder,  wenn  man  die  Leitstrahlen  solcher  Punkte, 
welche  von  dem  zunächst  am  Brennpunkte  befindlichen  Scheitel 
aus  nach  der  Seite  der  positiyen  x  hin  gelegen  sind,  als  posittre 
Gkdssen  in  Bechnung  zieht, 

9)  r^p-\rix*). 
Denken  wir  uns;  nun  durch  den  Brennpunkt  als  Pol  die  Achse  der 
Polarconrfliuaten  in  beliebiger  Richtnnp^  gelegt,  so  dass  sie  mit 
der  jetzigen  Achse  der  x  einen  "Winkel  a  cinschliesst,  so  ist 

a;  ~  r  cos  {cp  -f-  a) 
ZU  setzen ,  wodurch  die  aus  Coordinaten  beiderlei  Art  gemischte 
Gleichung  9)  in 

ttbergebt.  Wird  hierin  auf  r  redncirt,  so  ergiebt  sich 

als  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  für  jedes  Polarcoordi- 
natensystem ,  dessen  Pol  mit  einem  Brennpunkte  zusammenfällt. 
Soll  die  Polarachsß  mit  der  die  Brennpunkte  enthaltenden  Kegel- 
schnitteacbse  identisch  sein ,  so  hat  man,  wenn  die  Anomalien  yon 

*)  Dieselbe  nielchnno;  kann,  wenn  wir  sie  rnit  Jjiufiihrnng  des  zwischen 
Brennpunkt  und  DLrectrix  beiindlii-hen  Abstaudes  d  in  der  Form 

T—i  id'\-x) 

schreiben,  auch  uumitteihar  aus  %.  13  Nr.  1)  hergeleitet  worden. 
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dem  Scheitol  ans  gestthlt  werden,  wekber  dem  «tgenemmeiieii 
Pole  sanächit  liegt,  «  ^  180*  zu  setsen;  stthlt  man  dagegen  von 
der  entgegengesetsten  Richtung  aus ,  so  wird  «  =  0.  Im  enteren 
Falle  erhält  die  Polargleichong  die  Gestalt 

11)  »L.-, 

im  zweiten  geht  sie  Uber  in 

12)  r: 


1  —  f  cos  <p 

Für  den  speciellen  Fall  der  Parabel,  wo  e  =  I  Ist,  wird  die  eiste 

Gleichung  zu 

die  zweite  erlangt  die  Form 

r=—E  

Beide  letzte  Gleichungen  lassen  einfache  geometrische  Darstelluu- 
gen  zu  und  können  zur  Construction  von  Parabelpunkten  beuutst 
werden. 

Sowie  die  analytische  Untersuchung  der  fttr  Parallelcoordi- 
naten  aufgestellten  Gleichungen  der  Linien  aweiten  Grades  sor 
Ermittelung  geometrischer  Eigenschaften  dieser  Linien  angewen- 
det wurde ,  so  kann  in  ähnlicher  Weise  auch  mit  der  Polarglei- 
chung «)periit  werden.  Wir  beschränken  uns  in  dieser  Hinsicht 
auf  folgende  zwei  Erürterungen ,  die  sich  am  eintachsteu  an  die 
Form  der  Gleichung  10)  anschlicssen. 

L  Sind  rund  g),  r  und  q>'  die  Ooordinaten  der  Endpimlcte 
einer  durch  den  als  Pol  gewählten  Brennpunkt  gehenden  Sehne, 
so  ist,  da  r  und  r'  nach  entgegengesetzten'  Richtungen  liegen, 

ip=(p+  ISO*. 


Ans  10)  folgt  dann : 


und  hieraus  wieder: 


1        I  -   £  COS  ((f  -f-  a) 

7  p 

I   I  +  gcos(y  4-  tt) 

7  J  • 
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Dies  giebt  den  Satz:  Jede  dareh  einen  Brennpunkt  eines 
Kegelschnittes  gelegte  Sehne  wird  in  diesem  Punkte 
so  getheiltfdass  das  harmonische  Mittel  ihrer  beiden 

Abschnitte  beständig  dem  llalbparaineter  gleich  ist. 

n.  Beachten  wir,  dass  die  Gleichung  10)  drei  beständige 
Grössen  e  und p  enthält,  so  aeigt  sich  sofort,  dass  aar  Bestim« 
nrang  eines  Kegelschnittes,  sobald  ein  Brennpunkt  bekannt  ist, 
noch  drei  yon  einander  unabhXngigc  Bediii<;iuig<-Q  hinzutreten 
müssen.  Angenommen  nun,  es  seien  drei  Periplieriepunkte  gege- 
ben, so  gilt  für  jeden  dieser  Punkte  eine  Gleichung,  welche  die 
Form  von  Nr.  10)  besitzt,  uud,  wie  bereits  oben  angegeben  wurde, 
ia  der  Gestalt 

r  =/i  +  tr  cos  {<p  +  a) 
geschrieben  werden  kann.  Hieraus  folgt,  wenn  man  co$  (9+  et) 
entwickelt  und  die  Abkürzungen 

15)  tcosu  =  ß^       £  Ätw  a  =  y 
anwendet, 

rz=zp  -f-  ßr  cos  (p  —  yr  sin  tp. 
Nimmt  man  hierauf  noch  in  der  bekannten  Weise  ein  recbtwiuk> 
hges  System  zu  Hilfe,  für  welches  die  Beziehungen 

r  eos  ip=.  rsinq)-:=y 
gelten ,  so  entsteht  die  Gleichung : 

16)  r=p  +  ßx^yy. 

Durch  jeden  der  gegebenen  Punkte  sind  drei  zusammengehörige 

Weithe  von  r,  .r  und  y  bestimmt;  mittelst  dreier  Punkte  kdnnen 
also  drei  Gleicluini^pn  von  der  Form  16)  aufgestellt  und  daraus 
p,  y  mit  Benutzung  der  gewöhnlichen  Eliminationsmcthoden  be- 
rechnet werden.  Da  jede  dieser  Gleichungen  in  Beziehung  auf  die 
Unbekannten  dem  ersten  Grade  angehört,  so  erhalten  diese  Grös- 
sen einfache  reelle  Werthe.  Dies  giebt  den  Satz :  Durch  drei 
Punkte  kann  nur  ein  Kegelschnitt  gelegt  werden, 
wenn  einer  seiner  Bronnpunkte  bekannt  ist. 

Von  den  bereclmeten  Constautcu  der  Gleichung  16)  gelangt 
man  zu  den  in  der  Polargleichung  10)  enthaltenen  besU&ndigen 
Grössen  s  und  «  mittelst  der  aus  lö)  folgenden  Kelationen : 

t*  =  /S«  +  y»,  te/i«=^- 

P 

"Wird  endlich  in  16)  auch  r  durch  die  rechtwinkligen  Ooordinaten 
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ä  lind  //  ausgedrückt,  so  lässt  sich  diese  Gleichung  mit  Anweudung 
der  Beziehung  «*  =     4"  / 

umgestalten.  Hierin  bedeutet  wieder  der  Inhalt  der  rechter  TTand 
befindlichen  Parenthese  das  Qnadrat  der  Entfernung  des  Punktes 
a?y  yon  einer  Geraden,  deren  Gleichung 

17)  p-\- 
lautet,  woraus  wir  in  ähnlicher  Weise  wie  oben  hei  Nr.  7)  folgern, 
dass  diese  Gerade  die  dem  Polo  zugeordiuto  Directrix  darstellt. 

Die  eben  btdiaiiiielte  Aufgabe,  die  Gleicdning  eines  Kogel- 
schnittes zu  ermitteln,  für  welchen  ein  Brennpunkt  und  drei  Pe- 
riplieriepunkte  gegeben  sind,  ist  besonder^  u)  der  Astronomie  fiir 
die  Theorie  der  Plauetenbewegung  yon  Wichtigkeit. 
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Ifeontes  OapiteL 

Linien  höherer  Grade. 


§.  37. 

Allgemeine  BemerkungeiL 

In  gleicher  Weise,  wie  im  vorigen  Capitel  durch  Discussion  der 
allgemeinen  Gleicbnng  aweiten  Oracles  swischen  swei  Veränder-  * 
liehen  die  Formen  der  diesem  Grade  angehörigen  Linien  und  ihre 
charakteristischen  Eigenschaften  ermittelt  wurden,  kann  die  Auf- 
gabe gestellt  werden ,  auch  solche  Linien,  in  denen  die  Coordina« 
teil  der  einzelnen  Punkte  für  ein  beliebiges  Coordinateiihysteui 
durch  eine  Gleicliung  dritten,  vierten  Grades  «.  b.  f.  an  einander 
gebunden  sind ,  einer  ähnlichen  Betrachtung  zu  unterwerfen.  Es 
ist  jedoch  leicht  zu  ül>ersehen,  dass  ein  weiteres  Fortschreiten  auf 
diesem  Wege  zu  völlig  endlosen  Untersuchungen  hinführen  muss*); 
bei  der  geringeren  praktischen  Wichtigkeit,  welche  ohnedies  die 
Mehrzahl  solcher  Linien  hesitet,  werden  wir  uns  daher  darauf  be- 
schränken müssen,  neben  einigen  allgemeinen  Bemerkungen  we- 
nige Formen  als  Beispiele  herauszagreifen.  Zuvor  haben  wir  ein 
Paar  Begriffsbestinimungen  und  Bezeichnungen  vorauszuschicken, 
von  denen  im  Folgenden  mehrfach  Anwendung  gemacht  werden 
wird. 

Sind  zwei  veränderliche  (j-rdssen  x  und  y  durch  irgend  eine 
Gleichung  von  einander  abh&ngig  gemacht,  so  dass  zu  jedem  will- 

♦)  Euler  unterscheidet  sechszehn  Geschlechter  von  Linien  dritten 
Grades ,  welche  eine  Menge  durch  Form  verschiedene  Unterarten  in  sich 
begreifen,  von  denen  IV  e  wt  on  bereits  zwei  nnd  siebenzig  autge/älilt  hatte. 
Im  vierten  Grade  sind  nach  Euler  hundert  und  sechs  und  vierzig  Ge- 
scliiechter  mit  ein«r  beträchtlich,  grösseren  Menge, von  Arten  enthalten. 
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kiirlicli  angeiioinnienon  Wertlic  des  x  ein  aus  der  Gleichung  lipr- 
vorgehender  Werth  von  y  gehört,  so  nennt  man,  abgesehen  von 
der  besonderen  Form  der  Gleichung,  y  eine  Function  von  x, 
Zar  Bezeichnung  der  Functionen  bedient  man  sich  der  Buchstaben 
fy  <)p,  ^  und  ähnlicher ;  Gleichungen  von  der  Form 

y=sF(a),  y=<p(ar),    y  =  t(;(ar) 

sagen  daher  nichts  weiter  aus,  als  dass  jedem  willkürlichen  Werths 
des  X  ein  von  einer  Gleichung  abhängiger  Werth  von  y  entspricht. 
F  [x) ,  f  (.r )  u.  s.  f.  bedeuten  hierbei  beliebige  nicht  näber  bestiimnlc 
Eei  linungsausdrucke ,  in  welchen  die  veränderliche  Grösse  a:  vor- 
kommt. Jede  Gleichung,  wie 

kann,  so  lange  den  x  reelle  Werthe  vony  zugehören,  in  einer 
Ebene  mittelst  Parallelcoordinaten  durch  den  stetigen  Verlanf 
einer  Linie  dargestellt  werden. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  bezeichnet  man  mit  F{x^  y\  fix^y) 
u.  s.  w.  solche  nicht  näher  bestimmte  Ausdrücke,  welche  zwei  ver- 
änderliche Grössen  x  und  y  enthalten  und  die  wieder  Functionen 
dieser  Grössen  genaimt  werden.  Gleichungen  von  der  Form 

F{x,y)^Q,  f{x,y)^0 
sind  das  allgemeine  Symbol  aller  auf  Null  gebrachten  nnentwickel* 
ten  Gleichungen  zwischen  den  Variabein  x  und  y. 

Enthalten  die  Functionen  f{x)  oder  F  (x,  y)  in  Beziehung  aof 
ihre  yeränderlichen  Grössen  keine  anderen  Operationen,  als  die 
des  Addirens,  Subtrahirens ,  Multiplicirens,  Dividirens  und  Poten* 
zirens  mit  Constanten  Exponenten,  worin  auch  da^  Wurzelauszie- 
lien  mit  begriffen  i.st,  so  heissen  sie  algebraische  Functio* 
neu.  Die  Gleichung 

1)         ^  F{x,y)^Q 
stellt  dann  eine  algebraische  Gleichung  dar  und  eine  da- 
durch repr&sentirte  krumme  Linie  wird  durch  Uehertragung  des 
Namenseine  algebraische  Gurve  genannt.  Durch  bekannte 
.  Hilfsmittel  der  Algebra  kann  jede  algebraische  Gleichung  zwisehes 

im 

Neuere  hahen,  von  anderen  Eintheilungsgründen  ansgehend,  andere  ClaMi* 
ficationen  gefunden;  immer  aher  Ist  man  zu  der  Erkenntniss  gelangt»  d«M 
in  den  hohoren  Graden  die  Zahl  der  möglichen  Formen  so  betriditlibk 
wächst,  dass  man  sich  bald,  abgesehen  von  der  UnziilSnglichkeit  derms- 
ihematischen  Hilfsmittel,  genöthigt  sieht,  die  Fortsetrang  einer  der«rtig«ii 
Untersnchnng  anfsn^ben. 
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X  uad  y  80  tungfeformt  werden,  daas  ihr  anf  Noll  gebrachter  Aas* 
druck  eine  Summe  von  Gliedern  von  der  Form 

enthält,  wobei  C  einen  beliebigen  beständigen  Coeffieienten  bedeu- 
tet, die  constanten  Exponenten  p  und  7  .lu^^egon  positive  j^anxe 
Zahlen,  Null  mit  eingescblosseu,  au.sdriU-kcn.  Ist  diosc  riiij:obtal- 
tunj;  ein<j^etreten ,  so  lieisst  die  linke  iit'it«  der  Gleichung  1)  eine 
ganze  rationale  Fuuction  von  o*  und  ^;  die  Summe 4~  ^ 
gicbt  die  Dimension  ao,  welcher  das  Glied  Cx^y*^  angehört,  und 
die  höchste  in  der  Gleichung  vorkommende  Dimension  bestimmt 
bekanntlieh  den  Grad  der  Gleichung. 

Was  nan  die  Linien  höherer  Grade  betrifft,  so  wurde  bereits 
auf  Seite  39  bemerkt,  dass  unter  einer  Linie  n***  Grades  eine  solche 
zu  verstehen  sei,  deren  für  Paralkleoordinaten  aufgestellte  Glei- 
eliung  diesem  Grade  angehört.  Die  allgemeine  l'iuiii  dieser  CAoh 
chuug  lässt  eine  do})peUe  Anorduung  zu,  jenachdeni  man  ditjtui- 
gen  Glieder  zusammcufasst ,  welche  dieselbe  Potenz  einer  Ver- 
änderlichen, z.  6.  der  Abscisse  jr,  enthalten,  oder  die  Glieder 
gleicher  Dimensionen  combinirt.  Im  ersten  Falle  bat  man 
{A  +  (^ly  +  +  (^,/  +B,y^C) 
+  

+  UkV"  .V"-*  -f- ...  +  Mtyi-  A)  =  0, 

im  andern  besitzt  die  Gleichung  die  Form  : 

4-  

.  +(£a:«  +  Aary  +  i,y«)  +  (ilfar  +  ^,y)  +  iV^-:0. 

Beliebig  ^viele  der  Coef&cienten  A^  C  u.  s.  f.  können  hierin 
gleich  Null  sein,  nur  selbstverständlich  nicht  gleichzeitig  alle  die- 
jenigen ,  welche  der  höchsten  Dimension  angehören. 

SolU'ii  uutcu-  dicbtii  Linien  nicliL  iiiimer  wieder  alle  ^lie  auf- 
iieten ,  welche  niederem  Graden  angehören,  wie  wir  z.  H.  nuter 
den  Linien  zweiten  Grades  geradlinige  Gebilde  aufgefunden  ha- 
ben ,  so  mtlssen  wir  bei  der  geometrischen  Deutung  algebraischer 
Gleichungen  aus  jedem  Grade  diejenigen  ausscheiden,  welche  sich 
in  rationale  Factoren  niederer  Grade  serlegen  lassen.  Sobald 
nämlich 

4)  <p{^^y)=^^t 


2) 


3) 
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die  Gleiolmngeii  zweier  Linien  daratellen,  ao  geschieht  der  darch 
Hnltiplication  dieser  heiden  Ausdrücke  entstehenden  Gleichung 

.    5)  9P(^,y).^(a^,y)  =  0 

durch  die  Ooordinaten  eines  jeden  Punktes  Genüge ,  welcher  atif 
einer  von  jenen  beiden  Linien  gelegen  ist,  indem  dann  allemal  ein 
Factor  von  5)  zu  Null  wird.  Die  letzte  Gleichung  stellt  also  beide 
in  Nr.  4)  entlialtenen  Linien  gleichzeitig  dar.  Sind  nun  (p{x^y) 
nnd  ^  {pCf  y)  zwei  algebraisciie  Functionen  des  j/"^  und  Gra- 
des ,  so  giebt  Nr.  5)  eine  algebraische  Gleichung  des  {p  +  q)^ 
Grades,  in  welcher  jedoch  nnr  das  System  zweier  Linien  niederer 
Grade  enthalten  ist.  So  drückt  b.  B.  nnter  Voranseetzung  eines 
rechtwinkligen  Goordinatensjstems  die  dem  dritten  Grade  ange- 
hörende Gleichung 

31*  —     —        -f  xy*  —  r*ar  -|-  r*y  =  0 
einen  Kreis  und  eine  Gerade  aus,  weil  sie  in 

Or'H-/^  r«)  (a  -y)^0 
zerlegt  werden  kann;  die  Gleichung 

X*  4-  xy* —  2rt  /  =  0 
dagegen,  bei  welcher  keine  solche  Zerlegung  möglich  ist,  repfä- 
sentirt  eine  eigentliche  Linie  dritten  Grades.  —  Bei  Anwendnng 
der  erwähnten  Ansschliessnng  fallen  alle  dem  ersten  Grade  ange- 
hörenden geradlinigen  Gebilde  ans;  es  bleiben  also  nnr  kromme 
Linien  für  die  höheren  Grade  übrig,  wenn  wir  noch  von  allen 
solchen  Gleichungen  ahseheu,  die  entweder  nur  einzelne  Fuükte 
darstellen  oder  gar  keine  geometrische  Bedeutung  haben*). 

Beschränken  wir  uns  nach  dem  Vorhergehenden  auf  die  C'ur- 
ven  höherer  Grade,  so  lässt  sich  rücksichtlich  ihrer  der  allgemeine 
Sata  aufstellen,  dass  jede  Linie  Grades  von. einer  Ge- 
raden in  nicht  mehr  als  n  Punkten  geschnitten  werden 
kann.  Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  können  wir  uns  suTordss 
Goordinatensystem  so  verlegt  denken ,  dass  die  zn  nntersuchende 
Gerade  ^ur  Abscisscuachse  wird.  Der  Allgemeinheit  der  Unter- 
suchung geschieht  hierdurch  kein  Eintrag,  weil  bei  der  Trans- 
formation der  Coordinaten  der  Grad  der  Gleichung  ungeämlfi' 

*)  Der  erst«  dieser  beiden  Fillle  findet  Htntt,  sobald  die  Gieicluuigf^ 
beichaffen  ist,  dass  sie  nur  für  einige  bestimmte  Wcrthe  von  x  reelle 
Werthe  von  y  giebt;  der  andere,  wenn  kein  reeller  Werth  von  x  reeD« 
Werthe  von  y  zulüstt.  Beispiele  hierfür  haben  wir  bereits  beim  zwei***^ 
Grade  kennen  gelernt.  ^ 
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bleibt*).  Seteen  wir  nun  ftir  die  gemeinschaftlichen  Punkte  mit 
Kfieksicht  anf  die  Crleichnng  der  Achse  in  der  allgemeinen  Glei- 
chung 2)  y  =  0,  so  bleibt: 

61  A  .r°  4-  ^  .t-»-*  +  Co:»-*  +  . . .  +  iV.r  +  ^  0. 
Dieser  Bedingung  kann  auf  doppelte  Weise  genügt  werden ,  ent- 
weder durch  jedes  mögliche  wenn  alle  Coefdcienten  B,  C  N 
einseln  gleich  Nnll  und,  oder  ansserdem  nnr  durch  solche  or, 
welche  sich  als  Worxeln  von  Nr.  6)  hewähren.  Im  ersten  Falle 
besitzen  alle  von  Null  verschiedenen  Glieder  der  allgemeinen  Glei- 
chung 2)  den  Factor  7;  tlie  Gloichuzii;  »flbjät  zerlallt  al.so  in  zwei 
Factoren ,  von  denen  einer  dem  nächst  niederen  Grade  an^tdiürt, 
der  andere  die  Gleichung  der  Abseissenachse  t/^Q  darstellt.  Ks 
kann  also  in  diesem  Falle  von  einer  eigentlichen  Linie  Grades 
Dicht  die  Bede  sein.  Bleiben  nun  für  eine  solche  Cnrve  die  x  der 
gesuchten  Durchschnittspunkte  lediglich  als  Wurseln  der  Glei- 
ehnng  6)  zu  hestimmen ,  so  sind  nach  der  Form  dieser  Gleicluing 
höchstens  n  von  einander  verschiedene  reelle  ^Verthe,  also  auch 
nicht  eine  "grössere  Zahl  von  Dnrchschuiii^puiikten  möglich.  Klei- 
ner kann  die  Anzahl  dieser  Punkte  sein,  wenn  einige  Coefficieu- 
ten  der  Anfangsglieder  in  6)  gleich  Null  sind  oder  wenn  diese 
Gleichang  gleiche  oder  imaginttre  Wurieln  enthält. 

Durch  Anwendung  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichun- 
gen höherer  Grade  mit  zwei  Unbekannten  wird  der  vorhergehende 
Satz  ihiiiiu  erweitert,  das«  eine  Linie  m'®"  (Jrades  und  eine  Linie 

Grades  höchstens  nm  Punkte  gemein  haben. 

Wir  wenden  uns  nach  diesen  Vorbemerkungen  zur  Betracü- 
taug  einiger  besonderer  Linien  höherer  Grade. 

§.  38, 
Parahdisehe  dürren. 

In  analytischer  Beziehung  sind  unter  den  Linien  eines  jeden 
Grades  diejenigen  die  einfachsten,  deren  entwickelte  Gleichung 
eine  der  beiden  veränderlichen  Coordinaten  nur  in  der  ersten  Po- 


*)  Es  leuchtet  sofort  ein,  dass  durch  Anwendung  der  dem  ersten 
Grade  angehörenden  Transformationsformeln  der  Grad  einer  algebraischen 
Gleichung  nicht  erhöht  werden  kann;  eine  Erniedrigung  des  Grades  in  der 
Art,  dass  etwa  alle  Glieder  der  höchsten  Dimension  in  Wegfall  klimen,  ist 
aber  deshalb  nicht  möglich,  weil  sonst  bei  der  Bückkehr  sum  ursprünglichen 
Systeme  eine  £rhöhang  eintreten  müsste. 
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tonz  enthält,  für  welche  also  z.  B.  die  Ordinate  eine  gtoze  ra- 
tionale Function  der  AbscisBO  bildet.  Die  Gleichung  muss  d«m 
die  Form 

besitzen,  oder  durch  Transforination  der  Coordinaten  auf  diese 
Form  gebracht  werden  können.  Linien  dieser  Art  werden  para- 
bolische Curven  genannt;  Nr.  I)  ist  die  allgemeine  Gleichung 
einer  parabolischen  Curve  Grades,  \vol)oi  natürlich  vui ausge- 
setzt wird,  dass  ^  0  ist.  Was  die  Gestalt  solclier  Linien  be- 
trifi^i  so  kann  sie  je  nach  dem  Grade  der  Gleichung  und  der  Grösse 
der  Coefficienten  mannichfach  wechseln;  immer  aber  bleibt  dss 
Merkmal  gemeinschaftlieh,  dass  die  Linie  aus  einem  an  beiden 
Seiten  der  Y-  Achse  sich  ins  Unendliche  erstreckenden  susammen- 
hängenden  Zuge  besteht,  weil  ans  Nr.  »)  zu  jedem  beliebigen af 
ein  zugehöriges  y  bciocliiiet  werden  kann.  JJa  die  Gleichung  hier- 
bei ^ede.siiial  einen  einzigen  Werth  von  ;/  giebt,  ho  fol^t,  dasp  jpde 
Parallele  zur  F-  Achse  die  parabolische  Curve  nur  in  einem  Tankte 
schneidet. 

Besonders  wichtig  für  die  Theorie  der  parabolischen  Curven 
ist  die  Aufgabe,  eine  Linie  dieser  Art  durch  gegebene  Peripherie- 
punkte zu  bestimmen.  Was  zunächst  die  Zahl  der  hierzu  näthigen 
Punkte  betrifft,  so  lässt  sich  leicht  übersehen,  dass  (»  +  1)  Punkte 

gegeben  sein  müssen,  sobald  die  Lage  der  Coordinatenachsen  be- 
btinimt  ist  und  die  Curve  dem  Grade  angehört.  Da  uaudich 
die  allgemeine  Gleichung  l)  von  (n -\-  Ij  Oonstanten  -*/o ,  -^i  i  -^j)-«« 
abhängt,  60  mus»  zur  Ermittelung  dieser  be»täudigen  Grösseu 
eine  gleiche  Anzahl  von  Bedingungsgleichungen  vorhanden  sein. 
Ans  den  Coordinaten  eines  jeden  gegebenen  Punktes  folgt  aber 
eine  Bedingungsgleichung  yon  der  Form  I).  Durch  Anwendnog 
der  gewöhnlichen  Eliminationsmethoden  findet  sich  dann  fSr  jede 
der  Unbekannten  ein  einfacher  reeller  Werth,  weil  die  obige  Glei- 
chung in  Beziehung  auf  ihre  Coefficienten  dem  ersten  Grade  «n- 
gehört.  Es  i.st  hierbei  nicht  aufgeschlossen,  dass  die  Coefficienten 
der  höchsten  Potenzen  auch  den  Wertli  Nnll  erhalten  können. 
Dann  ist  die  entstehende  Gleicliung  von  einem  niederem  Grade 
und  es  ist  überhaupt  nicht  möglich ,  durch  die  gegebenen  Punkte 
eine  parabolische  Curve  n**"»  Grades  zu  legen.  So  wird  man  «.  B. 
stets  auf  eine  Gleichung  vom  ersten  Grade  stossen,  wenn  die  ge- 
gebenen Punkte  sämmtlich  einer  Geraden  angehören. 
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Soll  nnn  bei  voransbestitnmter  Lage  der  Coordinatenachsen 
eine  parabolieehe  Onrre  durch  m  Punkte  Xj^i »  ar,y,,  ^t^n  *  •  •  ^«9^ 
gelegt  werden,  so  kann  nack  dem  Vorhergehenden  ihre  Oleichung 
den  Grad  n  —  l  nicht  ttbersteigen.  £e  ISsst  sich  daher  im  Voraus 
die  allgemeine  Form 

2)  y  =  ^0  4-  -i,    +  ^-/a    +  . . .  +  ^4-1 

festsetzen  ,  worür  dauii  mittt'lst  dor  Ooordinaten  der  gegebenen 
Punkte  in  der  oben  angefülirteii  Weise  die  Coefficienteu  berech- 
net werden  können.  Da  jedoch  eine  solche  liecbnung  nicht  immer 
ganz  frei  von  Weitläufigkeiten  ist,  so  erscheint  es  zweekmässigt 
ein  für  allemal  eine  allgemein  giltige  Formel  fhr  dergleichen  Fllle 
festsustellen.  Man  gelangt  zu  einer  solchen  durch  die  folgende 
Betrachtung. 

Da  aus  den  gegebenen  Punkten  nur  eine  Gleichung  von  der 
Form  2;  folgen  kuiui ,  r,»)  niuss  eine  auf  irgend  einem  Wege  erhal- 
tene Gleichnnjj:  tiioser  Art  das  gewünschte  Resultat  liefern,  wenn 
sie  den  Coordiuateu  aller  n  Punkte  Genüge  leistet.  Setzen  wir  nun 

3)  y  =  JTiyi  +  wT.y,  +        +  . . .  +  T.y,, 

worin  Jl^,  JC^^  » » ,  TorlAufig  noch  unbestimmte  Functionen 
▼on  X  hezeichuen,  so  kommt  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  in 
ihrer  Form  mit  der  rechten  Seite  von  3)  in  Uebereinstimmung, 
wenn  jeder  der  Coefficienteu  Ä\ ,  u.  s.  f.  eine  ganze  rationale 
iuuctiou  von  x  vom  Grade  n  —  1  darstellt,  oder  die  Forui 

besitzt.  Durch  Addition  (Icrjenigi'u  Glieder,  welche  gleiche  Po- 
tenzen von  u;  enthalten,  entsteht  nämlich  in  diesem  Falle  eine 
Gleichung»  deren  Gestalt  vollständig  mit  Nr.  2)  übereinstimmt. 
Soll  nun  diese  Gleichung  den  Ooordinaten  eines  beliebigen  Punk- 
tes JT^^r  entsprechen,  so  muss  in  3)  für  x^x^  auch  y^yt  werden» 
d.  h.  die  Functionen  A'^ ,  A',,  . . .  ,  T,^, ,  .  . .  A„  müssen  in 
Null  übergehen ,  während  z=r.  |  wird.  Man  sieht  hieraus ,  dass 
der  beliebige  Coefticiciit  A,  die  Eigenschaft  besitzen  muss,  zu  Null 
zu  werden,  sobald  einen  der  Werthe  ,  u  ^ ,  • . .  .^r-i »  ^r  +  i »  •  •  • 
erlangt,  dass  er  dagegen  für  a:  — o*,  in  Eins  überzugehen  hat. 

Wird  mit  Einführung  einer  vorläug  noch  unbestimmt  bleiben- 
den beständigen  Grösse  Ar 

X^=k  (x — x^)  (x-^Xf)  . . .  (JP— («-— «V+O  . . .  (/c—x^) 
gesetzt,  so  sind  hierdurch  die  beiden  Bedingungen  erfüllt,  dass  X^ 
eine  ganze  rationale  Function  von  x  vom  Grade  n  —  I  darstellt 
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mnä  sieh  in  Null  verwandelt,  sobald  man  darin  das  x  eine«  der 
gegebenen  Punkte,  mit  Ansnahme  von  rabstltuirt.  £b  erübrigt 
noeh,  den  Factor  k  so  sn  bestimmen,  dass  JT,  =  1  wird,  wennmtn 

x  =  Xr  werden  lässt.  Hieraus  folgt: 

1  ^  A-  (.r,— a-,)  . . .  (.r,—  .(\  _ ,)  (.r,—  .r,^ ,)  . . .  fr,-  .r„), 

und  wenn  man  mit  dieser  Gleichung  iti  die  vorhergehende  dividiit, 
so  entsteht  die  Formel : 

'  a:,)  (x^—Xt) . . .  (x,— 0  (jr,— ar^^. ,) . . .        ar.) ' 

wodurch  der  Werth  eines  der  gesnchten  Coefficienten  bestimmt  i«t 
Drttckt  man  in  gleicher  Weise  aneh  die  übrigen  Ooeffieienten  sns, 
indem  man  der  Keihe  nach  r  =  I,  2,  3, ...  setzt,  so  geht  die 
Gleicimu^  6)  über  in : 

^  (3?  — — jT3)(a;  — a?4)..>(a?->>a;.)^^ 


(X  —  Xj)  (X  —  Xt)  (X  —  X4)  ,**(X  —  3P,) 

(X^     Xi)  (X^  —  Xf)  (x^  —x^) .  .  .  (Xf  x^ 


Durch  AuHfühiung  clor  Multiplicationen  kann  in  jedem  speciellen 
Falle  diese  Gleichung  auf  die  Form  von  Nr.  2)  zurückgeführt  wer- 
den. Soll  z.  B.  die  Gleichung  einer  parabolischen  Curve  aweiteo 
Grades*^)  gesncht  werden,  in  welcher  zn  den  Abscissen  4^1  >> 
x«=  +  l)  a;,s=^-8  der  Reihe  nach  die  Ordinaten  ^1=^+^ 
=  +  2 ,  ya  ==:  +  3  gehören ,  so  folgt  ans  4) : 
(or— l)(.r-2) 

9 


und  hieraus  findet  sich  nach  gehöriger  Keduction : 

•)  Die  parabolische  Curve  zweiten  Grades  ist  eine  Parabel,  deres 
Achse  parallel  zur  Achse  ISoft  imd  f&r  welche  die  X-Achse  mit  der  Tan- 
gente des  in  der  1^  Achse  gelegenen  Peripheriepunktes  gleiche  Blcbtiuf 
bat.  Man  bemerkt  dies ,  wenn  man  die  Oleichang 

auf  die  Form 
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Die  Formel  4)  ist  insofeni  Ton  besonderer  Wiehtigkeit,  als 
sie,  abgeseben  von  ibrer  Bedentnng  fttr  die  Theorie  der  paraboli- 

sehen  Curven,  die  Lösung  der  algebraischen  Aufgabe  enthÄlt,  eine 
ganze  rationale  Function  von  .r  zu  finden,  deren  Werthe  für  //  be- 
stimmte Grös&en  von  x  bekannt  sind.  iSie  führt  bei  Anwendung  zu 
diesem  Zwecke  den  Namen  der  Interpolationsformel  von 
Lagrange. 

§.  39. 
Die  Parabelevolnto. 

Nachdem  wir  im  vorhergehenden  l'aragraplien  eine  jranzo 
Classe  von  Linien  höherer  Grade  betrachtet  haben,  gehen  wir  jetzt 
dazu  über,  die  Gleichungen  einiger  besonderen  häufiger  vorkom- 
menden Curven  ans  gegebenen  Entstehnngsgesetzen  zu  entwickeln. 
Wir  wählen  hierzu  solche  Beispiele,  welche  sieb  in  einfacher  Weise 
an  die  Theorie  der  Linien  zweiten  Grades  anscbliessen. 

Der  geometrische  Ort  aller  Ivi  ummungsmittelpunkte  einer  ge- 
gebenen Curve  wird  die  Evolute  dieser  Linie  genannt;  die  ur- 
sprüngliche Curve  selbst  führt  dabei  in  ihrer  Beziehung  zur  Evo- 
lute den  Namen  Evolvente.  Was  im  Allgemeinen  den  Weg 
betrifft,  auf  welchem  die  Gleichung  einer  Evolute  gefunden  wer- 
den kann,  so  müssen  zuvor  die  Ooordtnaten  des  Krttmmungsmittel- 
punktes  .r^  als  Functionen  des  zugehörigen  Punktes  or,  der 
Evolvente  gegeben  sein.  Man  hat  daua  zwei  Gleichungen  von  der 
lorm 

Wird  hierzu  die  Bedingung  gefügt,  dass  sich  der  Punkt  Xiyj  auf 
der  Peripherie  der  Evolvente  befinden  soll,  deren  Gleichung 

sein  mag,  so  liegen  nun  drei  Gleichungen  vor,  ans  denen  die  Co- 

ordinalen  des  besonderen  Ourvenpunktes  a^yi  climiuirt  werden 


bringt.  Setzt  man  nachher  mit  VerschiebuBg  des  Coorditiatenanfanges  und 
Tertaoschnng  der  Achsen 


so  entsteht: 


i.  eine  Qleichang  von  der  in  g.  17  Nr.  8)  besprochenen  Form. 
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können.  Es  bleibt  hiernacb  eine  Gleiebnng  swiscben  x  und  y 
ttbrig,  die  sieli,  nnabliän^^ig  von  der  Lage  des  Punktes  ^iSfi,  atif 
alle  Krümmung sinittelpunkte  der  gegebenen  Curve  besieht;  dies 

ist  also  die.  (ilt  irhung  der  gesuchten  Evolute.  —  Zur  Anwendung 
dieser  Theorie  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  Gleichung  und  auä 
dieser  die  Gestalt  der  Par  ab  el  c  volute  zu  ermitteln. 

Wird  die  Achse  der  Parabel  zur  F- Achse  und  ihre  Scheitel* 
tangente  aar  Y-  Achse  genommen,  so  gelten  nach  §.  18  Nr.  9)  und 
10)  fUr  die  Coordiuaten  des  Krttmmnngsmittelpnnktes  die  Glei- 
chungen 

wobei  der  Punkt  x^y^  als  Parabelpunkt  noch  der  Gleichung 

zu  genügen  hat.  iierccluiet  man  aus  den  beiden  ersten  Gleichun- 
gen 0?!  und  ^1 ,  und  substituirt  diese  Werthe  in  der  letzten  Glei- 
chung, so  entsteht: 

und  hieraus  nach  gehöriger  Beduction : 
1)  ü'^ir^' 

Die  Parabclevolute  ist  also  eine  Linie  dritten  Orade.s.  Was  ihre 
Gestalt  betrifft,  so  folgt  aus  dem  Umstände,  dass  in  dir  Gleicliuug 
I)  die  Ordinate  nur  in  der  zweiten  l*otenz  vorkommt,  die  Symme- 
trie der  Gurve  in  Beziehung  auf  die  Parabelachse.  Dabei  wird 
yfätx<.p  imaginlir,  für  «  =  p  ist  y  =  0,  für  a;  >  p  dagegen  be- 
sitat  y  immer  reelle  Werthe  und  sein  Zahlenwerth  wttchst  mit  x 
ins  Unendliche.  Einfacher  noch  als  aus  Nr.  1)  lassen  sich  die  Ei- 
genschaften unserer  Curve  übersehon ,  wenn  man  dnrcli  parallele 
Verschiebung  der  K- Achse  den  Coordin.atenaulang  in  den  der 
JT- Achse  angehörenden  Peripheriepunkt  verlegt,  welcher  a:=P 
und  y  sssO  zu  Coordiuaten  hat*).  Bezeichnet  man  die  neuen  Co* 
ordinaten  mit  x'  und  y ,  so  ist 

zu  setzen ,  und  wenn  man  sich  ausserdem  noch  der  Abkürzung 

bedient,  so  wird  die  Gleichung  der  Evolute  zu 

*}  £s  ist  di«A  der  Krümmungsmiiielpunkt  für  den  Scheitel  der  Farabel 
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3)  ky'^^xK 
Diese  Form  der  Gleicliung  zei^^t  sofort,  dass  Ton«  =rO  an  die 
absoltiten  Werth©  yon  y  gleichzeitig  mit  den  x\  aher  In  einem 

stärkeren  Verhältnisse  als  diese  wachsen.  Die  Evolute  erhalt  hier- 
durch die  Gestalt  der  Curve />0/>'  (Fig.  53),  p.^ 
für  welche  PAP'  die  zugehörige  Parabel  dar-  * 
stellt.  Da  in  letzterer,  im  Gegensatze  zu  ihrer 
Evolate,  die  Ordinaten  nicht  so  stark  als  die 
Absciflsen  wachsen,  so  sehneiden  sich  die  bei« 
den  Linien  sa  beiden  Seiten  der  ^*Äehse  in 
zwei  PanktenPnnd  P'.  Fttr  diese  Punkte  gel- 
ten die  Gleichungen  beider  Curven,  also,  wenn 
wir  zu  A  als  Coordinateuanfang  zurückkehren, 

P 

woraus  für  die  x  gemeinschaftlicher  I^unkte  die  Gleichung 

hervorgeht.  Diese  Gleichung  hat  zwar  lauter  reelle  Wurzeln, 
nämlich 

die  beiden  letzten  sind  alier  in  ua^oiem  Falle  deshalb  unzulUssig, 
weil  zu  ihnen  in  Leiden  Curven  imaginäre  y  gehören.  £s  bleibt 
daher  nur  A3I=^4p  ^-iA 0. 

Soll  die  Parabelevolutc  unabhängig  von  ihrer  Evolvente  dar- 
gestellt werden ,  so  eignet  sich  hierzu  am  besten  die  Einführung 
Ton  Polarcoordinaten.  Nehmen  wir  nämlich  0  zum  Pol  und  OX 
zur  Polarachse ,  so  folgt  aus  Nr.  3) 

4)  kr*8in*^s=:r*co^^ 
und  hieraus 

5)  r  =  k  ian^  (p  sec  q> , 

wonach  die  Leitstrahlen  der  einzelnen  Punkte  leicht  construirt 
werden  können*). 

Mit  Rücksicht  auf  die  Form  der  Gleichung  3)  kann  die  Pa- 
rabelevolute einer  Classe  von  Linien  höherer  Grade  untergeordnet 

*)  Man  darf  nicht  fibersehcn ,  dass  beim  ITebergange  von  der  Glei- 
chung 4)  zu  5)  strenpn^enommen  zwei  AVurzeln  weggeworfen  wurden,  welche 
in  der  Gleichung  r>  =  0  enthalten  sind.  Es  seigt  sich  dies,  wenn  man  Nr.  4) 
in  der  Form 

t*  (r  CO**  tp  —  k  «m»  9)  =7  0 
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werd(  n ,  in  wolcher  man  alle  diejenigen  Cnrveii  zusammonfasst, 
(leren  (  rleichung  auf  die  Form  r/^  :=  p  gebracht  werden  kann. 
Man  nennt  solche  Linien  Parabeln  höherer  Art,  und  die  jetat 
untersuchte  Cnrve  insbeBondere  Keilische^)  oder  semicn- 
bische  Parabel. 

Es  bleibt  dem  Leser  fiberlassen,  die  in  der  AnwendtiDg  wenig 
vorkommenden  Gleichungen  der  Eyolnten  fär  Ellipse  und  Hyper- 
bel anfznsncben  und  dieselben  mit  der  Gestalt  der  Curven,  velche 
leicht  auf  constructivem  Wege  durch  Darstellung  von  Krünimungs- 
.    mittei^uukten  gefunden  werden  kann,  in  Vergleichung  zu  bringen. 

§.  40. 
FoiipiuiktaiuiiiTvaiL 

Wenn  man  von  einem  festen  Funkte  aus  auf  die  Tangenten 

einer  gegebenen  Curve  Senkrechte  errichtet,  so  bildet  die  Auf- 
einanderfolge der  Fusspunkte  dieser  Perpendikel  eine  neue  Linie, 
der  wir  den  Namen  Fu  sspunktencurve  geben  wollen.  Der  um- 
schriebene Kreis  der  Kllipse  und  der  Hauptkreis  der  Hyperbel, 
die  für  die  Parabel  in  die  geradlinige  Scheiteltangente  degcneri- 
ren,  sind  Beispiele  solcher  Fusspnnktencunren  für  die  in  einer  Linie 
zweiten  Grades  aus  einem  Brennpunkte  gefällten  Perpendikel.  Wir' 
wollen  zu  diesen  bereits  bekannten  Beispielen  noch  ein  Paar  nene 
auf  die  Linien  zweiten  Grades  beziigliehe  hinzurügen. 

Was  im  AllgcnuMucn  die  i\rrtliode  betrifft,  mittelst  welcher 
die  Glcichnng  einer  l'us},])unktencurve  analjiiscli  gewonnen  wird,  so 
ist  sie  ganz  ähnlich  der  bei  Aufsuchung  der  Evohitengleichung  au- 
gewendeten. Die  Gleichungen  der  Tangente  im  Curvenpunkte  Xiifi 
und  der  vom  festen  Punkte  darauf  gefällten  Senkrechten  in  Ver- 
bindnng  mit  der  ftir  und  geltenden  CurTengleichnng  geben 
für  den  Pusspunkt  xjf  drei  Formeln,  aus  denen  a^i  und  elinuniit 


schreibt,  avuvüu  die  («leiiluuipr  5)  nur  den  zweiten  Factor  darstellt.  Jede 
durch  ü  gehende  (Jurade  hat  daher  eicrentlich  drei  Punkte  mit  der  Curve  ge- 
mein, von  denen  zwei  in  0  zuBammenfalleu.  Die  Spitze,  in  welche  dieCnrre 
in  0  ausläuft ,  ist  uUmllcb  als  ein  doppelter  Punkt  aniiwehen,  welfiber  den 
beiden  darin  lussnunentreffenden  Zweigen  gleichseitig  angehört. 

*)  Nadk  einem  englischen  Mathematiker,  Namens  William  Keil.' 
Die  den  Kegelschnitten  angehörende  Parabel  «weiten  Grades  erhSlI,  ^ 
Yerwechselimg  vermieden  werden  soll,  die  Namen:  gemeine  oder  Apol- 
lonische Parabel. 
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werden  k^^nneii.  Die  hiernacli  Lloihonde  Gleicliuiij;  z\vi«clieii  x 
und  y  gehört  allen  Fiisspuiikteu  an,  ist  also  die  Gleichung  der  ge- 
suchten  Fusspuiiktencurve. 

I.  Die  gegebene  Curvc  sei  eine  Parabel,  aas  deren  Sehei- 
tel die  Senkrechten  gefällt  werden. 

Wählen  wir  wieder  die  Achse  der  Parabel  und  ihre  Seheitel- 
tangente  znr  X-  nnd  F- Achse  eines  rechtwinkligen  Coordinatensj- 
steme,  so  lautet  nach  §.  16  Nr.  Ii)  die  Gleichung  der  Tangente  im 
Parabelpnnkte  : 

und  für  die  aus  dem  Scheitel  darauf  gefällte  Senkrechte  eigiebtsich 

P 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 

Werden  diese  Werthe  in  die  Parabelgleichung 

eingesetzt,  so  erhält  man  bei  einfacher  Umgestaltung  die  für  alle 
Fusspunkte  geltende  Gleichung 

Die  gesuchte  Curve  ist  hiernach  eine  Linie  dritten  Grades,  welche 
eine  aur  JT- Achse  symmetrische  Form  besitst;  dabei  liegt  sie  voll- 
st&ndig  auf  der  Seite  der  negativen  x.  Mit  Kücksicht  anf  die  letzte 
Eigenschaft  wollen  wir  beide  Seiten  der  X-Achse  unter  sich  ver- 
tanschen,  so  daas  die  positiven  x  auf  dieselbe  Seite  der  r-Aclisc 
zu  liegen  kommen,  auf  welcher  .sicli  die  Curve  betindet.  Dabei 
geht  X  in  —  x  über.  Wenn  wir  ausserdem  noch  die  Constante 

d.  i.  nach  §.  14  Nr.  I)  den  Abstand  des  Parabelscheitels  vom  Brenn- 
punkte oder  von  der  Directrix  einführen,  so  verwandelt  sich  die 
Gleichung  1)  in 

nnd  hieraus  ergiebt  sich,  wenn  auf  ^  reducirt  wird, 
4)  = 

f—x 

Man  sieht  aus  diesem  Ausdrucke,  dass  y  nur  so  lange  reelle  Werthe 
erhält,  als  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  f  enthalten  ist|  die  Curve 
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liegt  also  gänzlich  innerhalb  des  Raumes,  welcher  von  der  Scheitel- 
tangeiitc  und  der  Directrix  der  Parabel  begrenzt  wird.  Zwischen 
diesen  Grenzen  wächst  der  absolute  Werth  von  y  gleichzeitig  mit 
und  swar»  wie  sieh  aus  der  Vergieichang  der  Formel  3)  des  vor- 
hergehenden Paragraphen  mit  der  letaten  Gleiehnng  schliessea 
l&88t,  in  noch  stärkerem  Grade,  aU  in  der  Neilischen  Parabel. 

Die  Grösse  f —  ät  in  Nr.  4)  stellt  den  Abstand  eines  Cnrven- 
pnnktes  von  der  Directrix  dar.  Wird  auf  diesen  Ausdruck  redu- 
cirt,  80  folgt 


ein  Werth,  welcher  der  Nnll  beliebig  nahe  gebracht  werden kamif 
da  X  die  Grense  f  nicht  überschreitet,  während  y  ins  ünendlidie 

wächst.  Die  Directrix  ist  hiernach  Asymptote  der  Curve. 
Gehen  wir  mittelst  der  Substitutionen 

y  ■=  r  sin  9 ,      x=.r  cos  9 ,      a.^      y~  =^ 
von  Nr.  3)  zu  Polarcoordinaten  über,  so  entsteht  die  Polargleickiuig 

5)  rsszfiingfian^*)^ 
welche  zu  einer  höchst  einfachen  Construction  der  in  Rede  stekes- 
den  Curve  hinftihrt.  Wird  nämlich  in  Fig.  54,  wo  0  denPaiabel- 
Fig.  64.       Scheitel  und  If  N  dio  Directrix  darstellt,  über  ^em 
Durchmesser  OA^f  ein  Kreis  gezogen,  so  ist, 
wenn  LPOA  =  (p  gesetzt  wird, 

AM  =  f  sin  qt , 
folglich,  düLMAN^LPOA, 

MN  =  AM  Um  ip^fsiniptantp^ 
nnd  hiemach  mit  Rücksicht  auf  Nr.  5) ,  wenn  P 
einen  Curvenpunkt  darstellt,  MN=OP,  also 
auch  PN--OM.  Man  wird  leicht  bemerken, 
wie  mit  Benutzung  dieser  üigenschaft  boHchi^ 
viele  Punkte  der  Curve  gewonnen  werden  können. 

Die  dnrch  die  Gleichungen  1),  3),  4)  ond  &)  re* 
präsentirte  Linie  führt  den  Namen  Gissoide. 
II.  Soll  die  Fusspunktencurve  der  Ellipse  für  die  aas 
dem  Mittelpunkte  gefällten  Perpendikel  gesucht  wei- 

Hierbei  sind  ebenso  wie  in  der  Polargleiehung  der  Nellisdien  Par 
rahel  zwei  aus  der  Gleiehnng  r*ssO  hervorgehende  Wurzeln  abgeworfen 
worden.  Der  Fol  ist  wieder  ein  Doppelpunkt ,  in  welchem  zwei  Zweige  d<f 
Cnrve  zusammenfUessen. 
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den,  80  gelten  für  den  Fasspunkt  xy  und  den  ragehSrigen  EUipsen- 
pankt  dr,yi  (vgl.  §.  91  Nr.  13)  die  drei  Gleiehangen : 

(?)'+  Ct)'-  ■• 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt : 

«I          ax    by 

«~a:*  +  y«'      b  + 
Setit  man  diese  Wertlie  In  die  dritte  Gleichung  ein,  so  erliUlt  man 
ittr  die  Fasspnnktencnrye : 

oder  nach  JSntfemnng  des  Nenners : 

Ber  Umstand,  dass  diese  Gleichung  nur  gerade  Potenzen  von  x 
und  y  enthilt,  wonach  sich  au  jedem  Werthe  der  einen  Coordinate 

gleiche  und  entgegengesetzte  Werthe  der  andem  ergeben ,  zeigt, 
dass  die  gesuchte  Curve  gegen  beide  Achsen  symmetrisch  ist,  eine 
Eigenschaft,  die  auch  sofort  aus  derEntBtcliung  der  Linie  hervor- 
geht. Die  Curve  selbst  ist  eine  Linie  vierten  Grades. 

Um  die  Form  der  Linie  bequemer  ermitteln  an  können,  setzen 
wir  die  Gleichung  7)  in  Polarcoordinaten  um.  Dann  entsteht  die 
Polargleichung : 

8)  r*s=ii*r»cos*<p  +  6»r«m«g>, 
welche  in  die  beiden  Gleichungen 

zerlegt  werden  kann.  Die  erste  bezeichnet  den  Mittelpunkt  der 
£Uipse  als  einzelnen  ebenfalls  durch  die  Gleichuif^en  7)  und  8) 
reprMsentirten  Punkt;  diese  Lösung  ist  aber  offenbar  der  gestellten 
geometrischen  Aufgabe  fremd,  da  keine  Ellipsentangente  durch 

den  Mittelpunkt  gehen  kann}  für  unsere  Zwecke  bleibt  also  nur  die 
Gleichung : 

9)  •  =    co^    +  i*'  qp- 

Wird  hierin  mit  Benutzung  der  bekannten  ßelation  a'  — •  fe'  -|-  c* 
die  lineare  Ezcentricität  c  eingeführt,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

10)  r"s=«^  — c*«it«9, 

der  man  auch ,  wenn  mittelst  der  Formel  c  s=  a  s  die  numerische 
KiLceiitiicitat  c  substituirt  wird ,  die  Foim 

AmI.  Gmib.  I.  14 
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11)  r«  =  0«  (I  —  I«  5t«»  <p) 

geben  kann.  Auf  Nr.  10)  kann  leicht  eine  (.'onstructiou  der  Curve 
gegründet  werden ,  indem  man  r  als  Kathete  eines  rechtwinkligen 
Dreieckes  auffasst,  dessen  Hypotenuse  und  andere  Kathete  der 
Reibe  nach  die  Längen  a  und  e  sin  ij^  haben. 

Um  nan  zunächst  die  Fnsspnnktencnrve  mit  der  Ellipse  selbst 
in  Vergleich  zu  bringen,  soll  in  tO)  rechter  Hand  mit  t^—i?cüt^fp 
multiplicirt  und  dividiit  werden.  Kach  einigen  KeductioneQ  ent- 
steht hierbei  das  Kesuitat: 

^  a*  6*  4"    sin*  (p  coi^  tp 

ö*  —  c*  cos* 

Halten  wir  diese  Gleichung  mit  der  für  dieselbe  Lage  des  Coordi- 
natensystems  geltenden  Polargleichung  der  BUipse  susammeB, 
welche  nach  §.  20  Nr.  4) 

a»/y» 

n*  —     cos^  tp 

lautet,  so  bestätigt  sich  ohne  Schwierigkeit  die  aus  der  Lage  der 
Ellipsentangenten  ersichtliche  Eigenschaft,  dass  beide  Gurren  in 
den  Achselscheiteln  ausammenfallen,  dass  aber  in  allen  anderen 
Punkten  die  Fusspunktencurve  ausserhalb  der  Ellipse  gelegen  ist 

Zum  Zwecke  der  weiteren  Untersuchung  der  Gestalt  reichte» 
aus,  wenn  wir  uns  auf  spitze  Worthc  von  9  beschranken,  weil 
durch  diese  Werthe  einer  der  vier  unter  sich  cougrucutcn  Quadran- 
ten der  Fusspunktencurve  vollständig  umfasst  wird.  Aus  den  Glei- 
chungen 10)  und  1 1)  ist  dann  zu  erkennen,  dass  r  abnimmt,  während 
9  wächst,  dass  also  wie  in  der  Ellipse  die  beiden  Halbachsen  den 
grossten  und  kleinsten  Halbmesser  darstellen.  Dabei  können  aber 
zwei  wesentlicli  verschiedeue  Formen  eintreten,  die  sich  aus  den 
Glossen  der  Ordinaten  ergeben.  ^Vird  nämlich  mit  Hilfe  der  For- 
mel r  sin  q>==^y  die  Gleichung  11)  in 

12)  ?  ^     "    '''''  9^)1 
umgestaltet,  so  zeigt  sich,  dass  unter  der  Voraussetznug  positirer 
f/y  die  für  spitze  Werthe  von     allein  zulässig  sind ,  1/  wächst  oder 

abnimmt,  je  nachdem  das  Eine  oder  das  Andere  mit  dem  Troducte 

sin^  ^  (1  —     sin*  <p) 
stattfindet.   Da  die  beiden  Factoren  dieses  Productes  eine  unver- 
änderliche Summe  geben ,  so  folgt  aus  einem  bekannten  arithme- 
tischen Satze,  dass  sein  Werth  von  9=0  an  wächst,  bis  beide 
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Factoren  gleich  geworden  sind ,  worauf  wieder  Abnahme  eintritt. 
Der  gr($8ste  Wertb  des  Productes,  also  anch  der  Ordinate»  tritt 

deuHiach  eiu,  sobald  die  Relation 

Geltung  hat.  Dies  giebt,  wenn  wir  die  zugehörige  Anomalie  mit 
9^  bezeichnen, 

1 

Ans  dieser  Formel  folgt  ein  nnmöglichor  Werth  von  <;p„,  so 

lange  £  <  ^4  ;  für  «  =  j/  4      9  ^  beiden  Füllen  wächst 

also  y  fortwährend  von  =  0  bis  gp  90°,  so  dass  die  grösste  mög' 
liehe  Ordinate  mit  der  kleinen  Halbachse  der  Ellipse  snsammen- 
üiUt.  Die  Gurye  hat  hierbei  eine  Form,  die  mit  der  Ellipse  selbst 

die  grösste  Aelmliehkeit  besitzt.  Ist  dagegen  i  >  J  ,  so  gehört 
die  grösste  Ordinate  zu  einer  innerhalb  der  Grenzen  0  und  90"  ge- 
legenen Anomalie,  so  dass,  wenn  man  vom  iScheitel  ausgeht,  die 
Ordinaten  anfönglieh  wachsen ,  nm  nachher  wieder  abxanebmen. 
Die  Fnsspnnktencnrve  erhillt  hierbei  pjg,  55. 

die  Gestalt  von  Fig.  55,  worin  nnd 
B  B'  die  Achsen  der  dazu  gehörenden 
Ellipse  darstellen ;  sie  erscheint  an  den 
Scheiteln  der  kleinen  Achse,  bei  B 
nnd  B'  eingedrückt ,  und  zwar  um  so 
mehr,  je  grosser  i  wird,  oder  jemehr 
sich  die  beiden  Achsen  der  Ellipse  an  Grösse  nnterscheiden.  Ftlr 
die  Länge  der  grössten  Ordinate ,  die  heissen  mag ,  erhKlt  man 
aus  12)  and  13) 

a 

Das  zugehörige  .r  kann  aus  der  Gleichung  7)  berechnet  werden  j 
wir  überlassen  die«  dem  Leser. 

C.  Die  Gleichung  der  Fusspunktencurve  einer  Hyper- 
bel für  die  ans  dem  Mittelpunkte  gefällten  Senkrech- 
ten ergiebt  sich  mit  Rücksicht  anf  die  bekannte  Beziehung,  welche 
»wischen  der  Ellipsen-  nnd  Hyperbelgleichnng  stattfindet,  wenn 
man  in  Nr. 7)  5*  mit  —  6*  vertanscht.  Die  Gleichung  lantet  folglich: 

wüuach  die  Fusspunkteucurve  wieder  dem  vierten  Grade  angehört 
und  gegen  beide  Achsen  symmetrisch  gelegen  ist. 

14* 
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Beim  Uebergange  zu  Polarcoordinaten  erlilllt  man  ans  14)  oder 

auch  sogleich  aus  9)  die  Polar^leichnng 

15)  r*  =  a*  cos^  q>  —  6*  sin*  (p, 

welche,  wenn  inittp.lst  der  Relationen  r*r=  -|-  und  c--ai  die 
lineare  und  numerische  Exceutricität  eingeführt  wird,  zeigt,  dass 
die  Gleichungen  10)  und  Jl)  auch  für  die  Fusspnnktenenrye  der  Hy- 
perbel Geltang  finden.  « 

Was  die  Gestalt  der  Linie  anlangt,  so  folgt  ans  lö),  dass  reelle 
r  nur  möglicli  sind »  sobald  die  Bedingung 


verificirt  wird.  Die  Curve  ist  hiernach  zu  beiden  Seiten  der  A'- Achse 
zwischen  zwei  durch  den  Mittelpunkt  gehen don  Geraden  einge- 
schlossen, welclie  eine  gegen  die  Asymptoten  der  Hyperbel  senk- 
rechte Lage  haben.  Im  Falle  der  gleichseitigen  Hyperbel  sind 
diese  beiden  Geraden  mit  den  Asymptoten  identiseb.  Ferner  Übst 
die  Gleicbnng  11)  erkennen,  dass  unter  Voraussetaung  spüser 
Wertbe  yon  ip  der  LeitstraU  r  von  a  bis  0  abnimmt,  während  f 
Ton  0  bis  (po  wächst ,  wobei 

Äfi  ipt  ^  — ,      tan    ^  T- 

angenommen  ist.  Rücksichtlich  der  Urdinaten  folgt  aus  der  zur 
Formel  12)  angestellten  Betrachtung,  dass  sie  vom  Scheitel  ausge- 
rechnet anfänglich  wachsen,  bis  ip  den  in  Nr.  13)  gegebenen  Weith 
erlangt  hat,  um  nachher  wieder  bis  zu  Null  hin  abzunehmen«  Am 
allen  diesen  Bemerkungen  ergiebt  sieb  für  die  Gurre  eine  schleifen* 

ähnliche  Gestalt,  wie  sie  in  Figur  56 
für  den  ßpeciellen  Fall  dargestellt  ist, 
wenn  die  Fusspunkte  ihre  Entsteiiang 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  ver- 
danken. Eine  Curve  dieser  besondern 
Art  führt  den  Namen  Lemniscate. 
Fflr  die  Glelcbung  der  Lemniscate  erhält  man  aus  14),  wenn 
a^b  gesetzt  wird, 

auf  gleichem  Wege  entsteht  aus  15)  die  Polargleichung 

17)  r*  =  rt*  cos  2  <p. 

Die  Lemniscate  besitzt  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass, 
wenn  mau  in  der  Achse  AA'  zu  beiden  Seiten  des  Mittelponl^^ 
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zwei  feste  Punkte  Fund  F'  in  dem  Abstände  OF  =  OF'  =  an- 
nimmt, Tür  jeden  beliebigen  Peripheriepunkt  das  Product  PF,  PP* 
der  beständigen  Grösse  ^o*  gleich  ist  Ans  den  Formeln 

P^^ix-aj/Jy  +  y^ 

U  -i- «// i  )«  +  y« 

folgt  nämlich  durch  Multiplication  nach  einigen  Umgestaltungen 

nnd  hieraus  mit  Bfleksieht  anf  Nr.  16) 

Tf*  .PT*  ^  ^  a\ 
worin  die  anj^egebeue  Eigenschaft  ausp^edrückt  ist.  Die  Lemniscate 
ordnet  sich  hierdurch  einer  allgemeineren  Linie  unter ,  in  welcher 
das  Product  PF .  PF'  eine  beliebige  constante  Grösse  jr*  besitzt. 
Um  auch  für  diesen  allgemeinen  Fall  die  Gleichung  sn  entwickeln, 
behalten  wir  die  vorher  angewendeten  Coordlnatenachsen  bei  nnd 
setaen  OF=i  OF^  =  e.  Dann  ist 

PF'=^{xJte)^-k'y\ 

▼orans  nach  der  vorgelegten  Bedingung  die  Relation 

[(o;^  if  +  j^]  [(«  +  e)*  +  y»]  ==  ^4 
herrorgeht.  Nach  einfaeher  Umformung  folgt  hieraus : 

18)  y^* —2  y*)  =  — 

Die  durch  diese  Gleichung  reprSsentirte  Curve  vierten  Grades  hat 
den  Namen  der  Cassinischen  Linie  erhalten*).  Sie  zeichnet 
sich  durch  eine  mit  der  gegenseitigen  Grösse  von  e  nnd  q  mannich- 
fach  wechselnde  Formverscliiedenheit  aus«  Bedienen  wir  un«  der , 

Abkürzung  ^  =s  t,  so  stellt  die  Oassinische  Linie  einen  Kreis  dar, 

wenn  f  =s  0  ist  ;  sie  erh&lt  eine  der  Ellipse  fthnliche  Gestalt  ffir  den 

Fall  2  £  >0,  erlangt  eine  eingedrückte  Form  nach  Art  von 
Figur  55,  wenn  ?  zwischen  den  Grenzen  j/^  und  i  iie«;t,  gelit  für 
e  =  l  in  die  Lemniscate  über,  trennt  sich  dann,  wenn  i  den  Werth 
Eins  tiberschreitet,  in  zwei  die  Punkte  F  und  F*  umgebende  ge- 
schlossene Curren  nnd  schwindet  endlich  in  diese  Punkte  selbst 
BUsammen ,  wenn  s  unendlich  geworden  ist. 

*)  Nach  dem  bekamiten  Astronomen  Dominique  Cassini,  der 
diese  Linie  ^snd,  um  von  ihr  eine,  übrigens  irrtbuniUche,  Anwendung  auf 
die  Theorie  der  Mondbewegung  sn  machen. 
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41. 

Dia  TangeatexL  algebraischer  CurveiL 

Sine  der  wichtigsten  Fragen  bei  analytischer  UnteTsncIraiig 
einer  krnmmen  Linie  ist  die  Frage  nach  der  Richtung  ihrer  Tan- 
genten, indem  hicnlurcli  die  Bewegungsricbtung  des  die  Curve  be- 
schreibenden Punktes  in  seinen  verschiedenen  Lagen  bestimmt 
wird.  Das  zn  diesem  Zwecke  bei  Betrachtung  der  Linien  zweiten 
Grades  benutzte  Verfahren  reducirt  sich  schliesslich  anf  die  £r> 
mittelang  der  gleichen  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung; 
eine  erweiterte  Anwendung  derselben  Methode  anf  UntersuelniDg 
der  Linien  hISherer  Grade  w6rde  zu  der  Aufgabe  fiihreUf  die  glei- 
chen Wurzeln  einer  bölieren  Gleichung  ausündi*:-  zu  iiiachen.  Da 
die  Lösung  dieser  Aufgabe  bei  Beschränkung  auf  die  Hilfsmittel 
der  Elementarmathematik  mit  nicht  unbeträchtlichen  Schwierig- 
keiten verknüpft  ist,  so  soll  hier  ein  anderer  Weg  eingeschlagen 
werden,  auf  dem  wir  zn  allgemeineren  Resultaten  gelangen.  Wii 
schicken  dazu  folgende,  fQr  alle  Cunren  geltende  Erörtemngen 
voraus. 

Es  sei  die  Gleichung  irgend  einer  krummen  Linie  in  der 
Form 

1)  F{x,fj)=:^0 

gegeben  und  die  Aufgabe  gestellt,  au  diese  Curve  im  Peripherie- 
punkte 0:1^1  eine  Tangente  zu  legen.  Yerbindeu  wir  zunächst 
diesen  Punkt  mit  einem  zweiten  Funkte  x^y^  der  nämlichen  Linie, 
so  gilt  nach  §.  5  Nr.  d)  für  die  Richtungsconstante  M  der  die  bei- 
den Punkte  enthaltenden  Secante  die  Formel 

2)  jif==2^rzy% 

welche  durch  Combination  mit  den  aus  1)  folgenden  Gleichangea 

80  umgestaltet  werden  kann,  dass  sie  nur  noch  zulässig  bleilit, 
wenn  beide  Punkte  auf  der  gegebenen  Curve  liegen.  Denkt  msn 
sich  hierauf  den  tunkt  x^y^  nach         hin  bewegt,  so  dreht  sieb 

die  Secante  um  den  letzteren  Punkt  und  geht  endlich  in  eine  Tan- 
gente über,  wenn  =  iTj  und  ^2=^,  geworden  ist.  Zu  diesen 
bestimmten  Specialwcrthen  von  und  muss  ein  bestimmter 
Werth  von  M  gehören,  der  zwar  aus  Nr.  3)  allein  in  der  unbe- 
stimmten Form  ^  erscheint ,  weil  ohne  Hinzutreten  der  Gleichnn* 
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gen  3)  die  Aufgabe  darauf  hinanskoiameii  würde,  die  Bicbtong 
einer  beliebigen  dnrcli  einen  Punkt  gelegten  Geraden  au  ermito 

tcln,  der  aber  bei  zweckdienlicher  Benutzung  dieser  Gleichungen 
irgend  eine  angebbare  Grösse  erlangt,  die  wir  mit  N  liozeichnen 
wollen.  N  ist  dann  die  Richtungsconstantf  der  (liiich  den  Punkt 
^tVi  gebenden  Tangente,  und  die  Gleichung  dieser  Geraden  lautet 
nach  §.  ö  Nr.  7) 

4)  y— arj. 

£8  bleibt  jetzt  die  einzige  Schwierigkeit  Übrig,  in  jedem  spe- 
eiellen  Falle  die  Gleichungen  3)  so  anzuwenden,  dass  dadurch  ein 
bestimmter  Werth  Ton  N  erreicht  wird.  Die  allgemeine  Lösung 
dieser  Aufgabe  gehört  der  höheren  Mathematik  an;  für  den  spe- 
ciellen  Fall  aber,  dass  F(xyt/)  eine  algebraische,  ganze  und  ra- 
tionale Function  von  x  und  y  darstellt,  führt  die  folgende  Betrach- 
tung zum  Ziele. 

Jedes  einzelne  Glied  dor  Formeln  3)  und  3)  in  §.  37,  welche 
den  allgemeinen  Ausdruck  der  Gleichungen  algebraischer  Gurren 
enthalten,  besitzt,  wie  bereits  früher  bemerkt  wurde,  die  Form 

5)  Ca*^. 

C  bezeichnet  hierbei  eine  beliebige  Constante ,  die  Exponenten p 
und  f/  dagegen  sind  ganze  positive  Zahlen  oder  aucli  ^Icieli  Null. 
Bilden  wir  nun  aus  den  Gleiciiuugen  3)  durch  Subtraction  die  neue 
Gleichung 

6)  F{x^,y,)  —  F{a^,,i/,)^0, 
Bo  entsteht  aus  dem  Gliede  5)  der  Ausdruck 

welcher,  wenn  man  in  der  Parenthese subtrahirt  und  addirt,  ^ 

7)  C  [y,^  {x,^  —  ar,»0  +      (y -  y^^)] 
umgestaltet  werden  kann.  Bei  Einführung  der  Abkürzungen 

ist  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Öatzo 
J       a?,»  —     =  (a?i — a:,)  A 

Hiermit  erlangt  der  Ausdruck  7)  die  Form 

C[yi''(oc,—x,)£,^x^(j»t—yt)£j] 
oder,  wenn  man  den  Factor  {x^—x^)  aushebt  und  die  Relation  5) 

benutzt, 

10)  C(x, -x^)  {ti,^£^-\-Mx^E,), 
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Wird  dann  die  ganze  Gleichung  durch      — Xg)  dividirt,  so 
wandelt  sich  10)  in 

11)  •  Ciy.^S^  +  Mx.^Z,), 

worin  man  nur  ^t  =  ^it^t=yif  M^N  zu  setzen  hat,  um  zu 
einer  Gleichung  zu  gelangen ,  aus  welcher  ein  bestimmter  Werth 
yon  N  hervorgeht.  Dabei  wird  nach  8) 

der  Angdmck  11}  verwandelt  sich  also  in 

12)  c{px^'y^''-\'qNx,^yr'y 

Wenden  wir  zimächst  diese  ^Jethode,  um  sie  an  einem  bereits 
anderwärts  behandelten  Beispiele  zu  prüfen,  auf  die  allgemeine 
Gleichung  zweiten  Grades  an ,  so  hat  man  für  zwei  Punkte  einer 
diesem  Grade  angehörenden  Linie  die  Gleielnmgen 

^«1*  +  By^*  +  ^Cx^yt  +  2i>a?|  +  3%,  +  JP=0 
Axf  +  Byf  +  +  %Bx^  +  %Ey^  +  F^O, 

ans  denen,  wenn  man  snbtrahirt  nnd  die  in  Kr.  7)  und  9)  angewen- 
deten Zerlegungen  benntst,  die  Gleiehnng 

A  {x^—Xt)  (x,  +  ar,)  4-  P  (y,  —  y,)  {y^ 
+  26  Lv,  (or,  —  ;r,)  -f  ar,  (y,  — y»)] 

hervorgeht.    Wird  hierin  durch  x^  — 

dividirt,  so  entsteht  mit 

Hilfe  der  JTormel  2)  : 

A  {x,  +Ä?i)  +  ^ i«f  (yi  +y.)  +2 +ilf a?,)  +2i>+a^if  —  0, 
nnd  hieraus,  wenn  x^-sszxiy  yt^tfn  M^N  gesetst  wird,  bei 
gleichzeitiger  Entfernung  des  gemeinsehaftlichen  Factors  2: 

Ax,+B  iVy,  +  C  (y,  +  iVa ,)  +  D  +  Ä2!f  =  0. 
Djes  gieht,  wenn  man  auf  N  reducirt, 

Ax,'\-Cy,-\-n 
By,-\^Cx^  +  E' 

was  mit  der  aus  der  allgemeinen  Tangentengleichung  5)  §.  35  fol- 
genden Kichtnngsconstante  vollkommen  übereinstimmt. 

Das  angewendete  Verfahren  Ittsst  sich  in  einem  einfs«he& 
Mechanismus  umgestalten,  wenn  man  ans  der  Zusammenstellung 
der  Ausdrücke  5)  und  12)  die  Umwandlung  entnimmt,  welche  jedes 
G-lied  der  vorgelegten  Curvengleichung  beim  Uebergange  in  die 
zur  Ermittelung  von  N  dienende  Formel  erleidet.  Wählen  wir 
z.  B.  die  Gleichung 

1 3)  Ax"^  +       +  Cx'ftl^  +  />  r=  0, 

welche  von  jeder  Art  von  Gliedern,  wie  sie  in  der  allgemeinen 


Digitized  by  Googl 


^  217  — 

GleichoDg  der  Liuicn  höherer  Grade  vorkommen,  eines  cuthült^ 
so  verwandelt  sich  bei  dem  fraglichen  Uebergange  das  Glied 
Aa^    in  mAXi^''^ 

wahrend  das  constantc  Glied  D  sogleich  bei  der  anfänglichen  Sub- 
traction  zu  Null  wird.  Die  zur  Bestimmung  der  Kichtungscon- 
staute  N  nöthipre  Gleichung  lautet  folglich : 

14)  m  Ja:,--*  +  »iV5y,*-*+6'(|>a:,»-»y,'+^iyx,»y,*~») 

Man  wird  leicht  das  Büdnngsgesetx  fiberaehen«  nach  welchem 
Nr.  14)  ans  13)  entstanden  ist.  Zn  bemerken  haben  wir  nech,  das« 
die  Carvengleichnng  nicht  nothwendig  auf  Noll  rednclrt  in  sein 

braacht,  way  sich  sofort  zeigt,  wenn  man  z.  B.  die  Gleichung  13) 
in  der  Form 

gegeben  annimmt  nnd  Nr.  14)  in 
ungestaltet. 

Als  Beispiel  für  die  Theorie  der  Tangenten  einer  Linie  höhe- 
ren Grades  möge  die  Untersuchung  der  Cissoideutangeuteu 
dieaen. 

Aus  der  Gleichnng  3)  in  §.  40  folgt  nach  Ausführung  der 
Kuhiplication  nnd  gefinderter  Ordnung  der  Glieder  für  die  Coor- 
dmaten  eines  Cissoidenpnnktes : 

15)  flJ  — /-yt  +  xy^s^O. 

Wird  die  oben  angegebene  Methode  auf  diese  Gleichung  ange- 
wendet, so  entsteht  in  gleicher  Weise  wie  beim  Uebergange  von 
Nr.  13)  9U  14) : 

3  .r.*  —  2  /-y,  .V  +  y,*  +  2  A^x.y,  =  0, 
woraus  man  für  die  Richtung  der  Oissoidentangente  die  Formel 

erhält.  Mit  Hilfe  der  aus  §.  40  Nr.  4)  fliessendeii  Gleichung 

lässt  sich  bierin  der  Ausdruck  f  — X|  eliminiren;  wir  erlangen  da« 
durch  die  von  der  beständigen  Grösse  f  unabhängige  Formel : 

17)  (a<+y-'). 
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Um  liieifuis  Folgerungen  für  die  Gestalt  der  Cissoide  ziehcu  2su 
können,  wollen  wir  mittelst  der  Relationen 

.1', 

'  den  von  der  Tangente  nnd  der  Achse  cingesehloasenen  Winkel 
t-  ttnd  die  Anomalie  des  BcrÜhrnngBpnnktes  einfuhren.  Dann- 
orgiebt  sieh : 

1 9)  ian  T=  i  te«  9»  (3  -h  ian^  (p). 

Diese  Formel  zeigt,  dass  von  <p  =  0  bis  =  90^  der  Winkel  x 
gleichzeitig  mit  <jp,  aber  in  viel  stärkerem  Grade  al«  die  Anomalie 
wächst,  woraus  leicht  liergeleitet  wird,  dass  dio  Curve  wie  in 
Fig.  54  überall  der  ^- Achse  ihre  convexe  Seite  zukehren  muss. 

Als  Gleichung  der  Cissoidentangente  im  Punkte  entsteht 
ans  Nr.  4)  bei  Substitntion  des  in  Nr.  17)  enthaltenen  Warthes 
von  N: 

20)  y _y.  ^Kl^Sfl+jn  ia:-x,). 

Wird  hierin  und  x-^w  gesetzt,  wobei  m  die  Abseisse  des 

in  der  .Y-Achse  gelegenen  Taii^ontenpunktes  bezeichnet,  üo  er- 
hält man  für  die  sogenannte  iSubtaugente  (vgl.  die  Anmerkung 
8.  9d)  den  Werth: 

nnd  hierans,  wenn  mittelst  der  Cissoidengleiehung  die  Ordinate  tf% 
eliminirt  wird, 

Dieser  Ausdruck  erlangt  eine  für  die  geometrisclie  Darstellung 
einfachere  Form,  wenn  man  darin  den  Radius  a  des  in  Fig.  54  zur 
Construction  der  Cissoide  benatsten  Kreises  einführt,  oder  f^%«^ 
setzt.  Bann  entsteht: 

21) 

ein  Werth,  der  sehr  leicht  construirt  werden  kann,  wenn  man 

beachtet,  dass  2(7.r,  — das  (Quadrat  der  zu  ac^^  gehörigen  Kreis- 
Ordinate  bezeichnet. 
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§.  42. 

Die  transcendenteii  Linien  im  Allgemeineit 

e  bis  jetzt  nnterstichteD  Linien  waren  der  Art,  dass  sie,  auf 
Parallel coordinaten  bezogen,  diirch  algebraiscbe  rationale  Olei- 
chnngen  zwischen  x  nnd  y  repräsentirt  werden  konnten.  Wenn 

wir  nun  bedenken ,  dass  jede  Gleichung  zwischen  zwei  veränder- 
Hclicn  Grössen,  abgesehen  von  äov  besonderen  Form  der  darin 
enthaltenen  l'unctionen,  in  geometrischer  Auffassung  den  zusam- 
menhängenden Lauf  einer  Linie  ausdrückt,  soweit  zu  reellen  sich 
Stetig  ändernden  Wertlien  der  einen  Yariabeln  eben  solche  Wertbe 
der  anderen  gehören,  so  bleibt  noch  für  die  Untersnchnng  das  nn- 
endlicbe  Gebiet  solcher,  offenbar  krummen,  Linien  übrig,  deren 
Gleichung  nicht  auf  die  oben  genannte  Form  gebracht  werden 
kann.  Alle  Curven  dieser  Art  werden  im  Allgemeinen  transcen- 
dente genannt. 

Bleiben  wir  zunächst,  um  mit  den  einfachsten  Fullen  zu  be- 
ginnen,  bei  solchen  Gleichungen  stehen,  die  in  der  entwickelten 
Form 

gegeben  sind ,  so  gehört  aus  dem  Gebiete  der  niederen  Arithmetik 
hierher  die  Gleichung 

worin  die  Basis  a  constant  ist  und  der  Exponent  ,v  eine  veränder- 
liehe  Abscisse  darstellt '^).  Auf  x  reducirt  giebt  sie  die  Formel 

*)  Auch  Linien,  deren  Gleichung  die  Form 

besitzt,  wobei  m  constant  sein  soll,  siixl  zu  don  transoeiidonton  zu  rechnen, 
sobald  sie  nicht  oJiter  einen  bestimmten  endlichen  Grad  gebracht  werden 
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so  dass  bei  geometrischer  Darstellung  durch  Parallelcoordinaten 
die  Abscissen  die  den  Ordinaten  ziio^ebörenden  Logarithmen  zur 
Basis  a  ansdrUcken.  —  Geheu  wir  ferner  iu  das  Gebiet  der  Tri- 
gonometrie ein ,  so  erhalten  wir  einfache  Beispiele  trauscendenter 
Cnnren  ans  den  Gleichungen 

p=siinx^  y^eotx^  y  =5  ton  «  n.  8.  w., 
wobei  die  or,  nm  als  Ungen  aufgetragen  werden  sv  kdnnen,  in 
Theüen  des  Radios  gemessene  Bogenlängen  bezeichnen  sollen. 
Die  Hcduction  auf  x  führt  zu  den  cyclometrischen  Fnnetionea: 
X  =  Are  sin  y ,  x  ~  Are  cos  y  u.  s.  f. 
Alle  genannten  einfachen  Functionen  können  wieder  beb'ebig 
sowohl  unter  sich ,  als  auch  mit  algebraischen  verbunden  werden, 
nm  neue  Gleichungen  transcendenter  Curven  zu  liefern,  wozu  noch 
eine  tXglich  wachsende  Menge  solcher  Fonctionen  tritt,  welche  in 
der  höheren  Mathematik  ihre  Entstehung  haben.  Ein  Veisneli, 
die  Verschiedenartigkeit  der  hieraus  fltessenden  Gestalten  aneh 
nur  angenähert  vorzuführen ,  muss  bei  ihrer  unendlichen  Zahl  ein 
vergeblicher  sein;  einer  vollständigen  Untersuchung,  auch  nur dw 
einfachsten  Formen ,  sind  an  vielen  Stellen  die  Kräfte  der  Ele- 
mentarmathematik nicht  gewachsen.  Wir  beschränken  uns  deshalb 
darauf,  im  Folgenden  die  Gleichungen  einiger  wenigen  häufiger 
genannten  transcendenten  Curven  aufzustellen,  wobei  wir  der  Ein- 
fachheit der  Betrachtung  wegen ,  soweit  Parallelcoordinaten  be- 
nutzt werden,  nur  von  rechtwinkligen  Systemen  Gebrauch  mscheo 
wollen. 

Eine  Curve,  deren  Gleichung  die  Form 

1)  y^Äbl 
besitzt,  fahrt  den  Namen  logarithmische  Linie,  weil  darm 
bei  geeigneter  Wahl  des  Coordinatenanfanges  und  der  Längenein- 
heit die  Abscissen  die  Logarithmen  ihrer  Ordinaten  für  irgend  eine 
gegebene  Basis  darstellen  können.  Bezeichnen  wir  nftmlieh  mit  e 

können.  Es  findet  dies  statt,  wenn  m  eine  irratioiiale  Zahl  ist,  also  s.  B., 

wenn  m ss Setst man  för  die Nlihemngswertiie:  ±  1,4. ±  li^'**' 
so  würde  in  diesem  Falle  die  Linie,  welcher  jene  Gleiehung  snkommt,  tf* 
genShert  durch swei  Cwren  yiersehnten  Grades,  oder  durch  swei  Corres 
▼om  hnnderteinundvienigsten  Grade  n.  s»  f.  dargestellt  werden  hosncn.  1" 
der  That  gehört  sie  aber  einem  unendlich  hohen  Grade  an.  Ii«i^>^^^* 
nennt  Linien  dieser  bes<mderen  Art  interscendente  Cnrren. 
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diese  Basis  und  mit  log  die  zugeiiörigen  Logarithmen,  so  iiisst  sich 
vorerst  mit  Einführung  einer  neuen  beständigen  Grösse  m,  fttr 
welche  die  Belation 

IL  • 

oder,  indem  wir  za  den  Logarithmen  übergehen, 

c  • 


logb 

Geltung  hat,  die  Gleichung  1)  in 

I 

3)  ff=zJe^ 

umformen«  Wird  dann  der  Coordiiiatr  iianfaog  auf  der  AT- Achse 
um  eine  vorläufig  noch  unbestinunte  Grösse  a  verschoben ,  so  gebt 
£  in  ar  +  a  Über;  man  hat  also 

y  z:=:  Ae  «"   =  Ae^^  ^ 
und  hierans  entsteht,  wenn  man 

4)  as=mlogj 
nimmt,  die  Gleichung: 

r  X 

5)  y  =  »e5, 

Wählt  man  die  durch  die  Gleichung  2)  bestimmte  Constaute  m 
Längeneinheit,  öü  bleibt: 

6)  y^e*.  ^^logy, 

wodurch  die  oben  ausgesprochene  Behauptung  gerechtfertigt  wird* 
Dabei  ist  für  die  allgemeine  Geltung  der  angewendeten  Folgerun- 
gen nur  nöthig,  dass  die  Basen  h  und  e  positive  Zahlen  darstellen 
und  nicht  gleich  Eins  sind;  negative  Werthe  der  beständigen 
Gr$ssen  Aj  c  oder  m  k^fnnen  durch  geeignete  Yertauschung  der 
positiven  und  negativen  Achsenseiten  entfernt  werden. 

Ist  die  Gleichung  der  logaritb mischen  Linie  auf  die  Form  6) 
gebracht,  so  kann  maa  noch,  ohne  dass  der  Allgemeinheit  der  Be- 
trachtung Eintrag  geschieht,  e  >•  I  annehmen.  Im  entgegengesetz- 
ten Falle  hat  man  nämlich  nur  die  durch  die  J^- Achse  geschiede« 
nen  Seiten  der  JT- Achse  zu  verwechseln,  um  a?  in  — ^  flhersu* 
fahren;  dann  verwandelt  sich  die  Gleichung  der  Curve  in 


y 


=(7)". 
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worin  ^  gewiss  grösser*  als  Eins  ist.  Gewöhnlieh  versteht  maa 

unter  e  die  bekannte  Iirationalzalil  2,7182818...;  die  Abscisßen 
der  durch  die  Gleichung  6)  repräsentirten  Curve  stellen  in  diesem 
Falle  die  sogenannten  natürlichen  Logarithmen  der  zagehörigen 
Ordinalen  dar. 

Was  die  Gestall  der  logarithmiscben  Linie  betrifit,  so  ergiebt 

sich  aus  Nr.  5)  oder  6)  ssu  jedem  ar,  welches  eine  ganze  Zahl  oder 
einen  Bruch  mit  LUi^er<adem  Nenner  darstellt,  ein  positiver  reeller 
Wertli  von der,  e  >  1  vorausgesetzt,  gleichzeitig  mit  x  wächst; 
hingegen  erhält  man  zwei  reelle  entgegengesetzte  Werthe,  deren 
absolute  Grösse  ebenfalls  mit  x  zunimmt,  sobald  oi;  einen  Bruch 
mit  geradem  Nenner  bildet  Auf  der  äeite  der  positiven  Ordins- 
ten  entsteht  demnach  eine  stetig  znsammenhängende  Linie ,  wäh- 
rend auf  der  Seite  der  negativen  y  nur  eine  unbegrenzte  Anisbl 
isolirter  Punkte  befindlich  ist.  Von  letzteren  wollen  wir  hier,  w 
eine  Linie  untersucht  werden  soll,  gänzlich  abseilen.  Förden 
Verlauf  der  dann  übrig  bleibenden,  auf  der  Seite  der  positiven 
gelegenen  ( 'nrve  folgt  ausd),  dass  y  =  ;«,  wenn  o:  =  0 j  füra.'  =  +  3C 
wird  y  —  Gc,  für  a-  =  —  oo  ist  y  =  0.  Die  Curve  erstreckt  sich 
also  auf  der  Seite  der  positiven  o:  nnd  y  ins  Unendliche,  wHlirend 
sie  sich  der  negativen  Abscissenachse  fortwährend  nähert,  ohne  sie 
je  zu  erreichen.  Die  AT- Achse  ist  demnach  eine  Asymptote  der 
logarithmischen  Linie.  Ans  der  Theorie  der  Logarithmen  ksns 
ferner  hergeleitet  werden,  dass  die  Ordinaten  eine  geometrische 
Keihe  bilden ,  wenn  die  Abscissen  in  arithmetischer  Progression 
fortschreiten;  die  fj  wachsen  folglich,  sobald  e  ^  I,  in  stärkerem 
Verhältnisse  als  die  zugehörigen  or. 

Zwei  logarithmisehe  Linien  BJC  and 
B'AC  (Fig.  57),  deren  Gleichungca  die 
Form 

besitzen,  wobei  e  die  lia^is  dt  i  nÄtfl^ 
(1'  Hellen  Logaritlimen  darstellen  soll,  siud 
^  ^  unter  sich  congruent ,  da  eine  in  die  an 
dcre  übergeht,  wenn  x  und  —  x  vertauscht  wird.  Aus  beiden  kftua 
eine  in  der  Mechanik  mehrfach  vorkommende  transcendente  Curve 
J)  AJ)'  gebildet  werden,  wenn  man  Parallelen,  wiePiüf,  »nr  r-Ach«e 
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zielit  und  darin  den  geonietrieelien  Ort  ffir  den  Halbirnngspnnkt  P 

der  von  den  Canren  BAC  nnd  B'AC'  begrenzten  8treeko  P,  /*, 

aufquellt.  Setzen  w  ir  0  M  =  or,  I*M  =  ^  ,  ^\ M  —  ,  l\ M  —  t/f , 
so  gelten  die  Gleichungen 

Man  erhält  hierana  für  den  gesuchten  Ort  die  Gleiclmn;; : 

X  I 

7)  y=  j      +  e  •«), 

oder,  wenn  m  zur  Längeneinheit  gewählt  wird, 

Die  durch  die  Gleichungen  7)  nnd  8)  oharakterisirte  Cnrve  führt 
den  Namen  der  gern  einen  Kettonlinie.  Sic  wird  von  einem 
in  zw  ei  Punkton  IVci  aufijrehan;rencn ,  vitllkonmien  Ine^rsanH'n  und 
undehnbareu  i'adeu  gebildet,  wenn  derselbe  in  allen  Punkten 
gleiche  Belastungen  trägt,  wenn  er  also  z.  B.  unter  der  Voraus* 
Setzung ,  dass  gleiche  Fadenlängen  gleiches  Gewicht  besitzen,  nur 
darch  seine  eigene  Last  gespannt  wird. 

§.  43. 
Die  SpiraUiiuAn. 

Wird  die  anf  rechtwinklige  Paralleleoordmaten  bezogene 

Gleichung  einer  algebraischen  Curve  mittelst  der  bekannten  For- 
meln 

1)  X  =  r  cos  qty       y  (p 

in  Polarcoordinaten  umgesetzt,  so  geht  das  allgemeine  Glied  der 
algebraischen  Gleichung,  fUr  welches  wir  frtlher  die  Form 

2)  Ca^^ 
festgestellt  hatten,  in  der  Polargleichnng  in 

3)  Cri'+'^CüS^'  (psin'i  (p 

über.  Mit  Rücksiclit  auf  den  Umstand ,  dass  der  Worth  dieses 
Gliedes  vollkommen  ungcändert  bleibt,  wenn  man  cp  um  660°^  wach- 
sen oder  abnehmen  lässt,  konnten  wir  alle  der  Polargleichung  ent- 
sprechenden Funkte  erlangen ,  wenn  wir  uns  auf  solche  Warthe 
von  ^  einschränkten ,  die  zwischen  den  Grenzen  0  und  360*  ent- 
halten sind.  Nicht  minder  war  es  gestattet ,  negative  Leitstrahlen 
anszuschliessen,  weil  für  die  Grösse  des  Gliedes  3)  diesellic  Wir- 
kung bleibt ,  mag  man  r  mit  —  r  vertauschen  oder  der  Anomalie 
einen  um  eine  halbe  Umdrehung  gri»sseren  oder  kleineren  Werth 
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geben.   Diese  BesdirXnkungen  sind  aber  nicbt  mebr  anllsslg, 

wenn  alle  einer  Gleiciiuu^  von  der  Form 

r  =  f((p)  oder  F  (r,  (p)~0 
entsprechende  Punkte  dargestellt  werden  sollen  und  die  Functio- 
nen f  und  F  rttcksichilich  der  Längen  der  Leitstrahlen  nicht  die 
im  Vorigen  angegebene  Periodicitftt  bedtaen,  wobei  jedoch  die 
Onrren  nicht  mehr  algebraisch  sein  können ,  sondern  dem  Gebiete 
der  transcendenten  Linien  angehören  müssen.  Namentlich  gehören 
hierlinr  rdle  solche  Curven ,  aus  deren  Polargleichung  für  stetig 
wachsende  Anomalien  fortwährend  zu-  oder  abnelimende  Vectoren 
hervorgehen,  so  dass  in  jeder  durch  den  Ooordinatenanfang  gezo- 
genen Geraden  nnendlich  viele  Peripheriepunkte  gelegen  sind. 
Linien  dieser  Art  aiehen  sich  in  unendlich  vielen  schneckenförmi- 
gen Windungen  um  den  festen  Pol  hemm  und  führen  im  Allge- 
meinen den  Namen  Spiralen  oder  Spirallinien. 

Zur  Untersuchung;^  der  Spiralen  eignen  sich  am  besten  ihre 
Polargleichungen,  wobei  wir  aber  nach  dem  Vorhergehenden  die 
Warthe  der  Leitstrahlen  sowohl  als  der  Anomalien  nicht  mehr  be- 
schränken dürfen,  sondern  swischen  den  weitesten  reellen  Grensen 

—  cc  nnd  oo  gelegen  annehmen  mttssen.  Nach  Analogie  der 
für  negative  Paralleleoordinaten  geführten  Untersnchnngen  sind 
negative  Werthe  eines  Kadiusvectors  auf  seiner  Rückwärtsverlän- 
gerung über  den  Pol  hinaus  gelegen;  negative  Äuomalien  ent- 
sprechen einer  entgegengesetzten  Drehrichtung  des  Leitstrahles. 

—  Um  hier,  wo  wir  nicht  mehr  mit  trigonometrischen  Functionen 
der  Anomalien  an  thnn  haben,  die  Werthe  von  9  ebenso  wie  die 

.  r  als  abstracto  Zahlen  auffassen  zu  können,  die  bei  Annahme  einer 
bestimmten  linearen  Einheit  als  Längen  darstellbar  sind ,  werden 
wir  jene  Winkel  durch  die  Bogenlängen  ausdrücken,  welche  ihnen 
in  einem  mit  der  Längeneinheit  als  Halbmesser  um  den  Pol  con- 
struirteu  Kreise  zugehören.  Wir  bedienen  uns  dabei  der  Abküraung 

4)  u  =  Are  g> , 

SO  dass  für  zwei  einander  entsprechende  Werthe  von  u  und  9  dje 

Proportion 

5)  u:n=stq^:ia(f 

Geltung  findet*).  Die  Gleichung  einer  jeden  Spirallime  wird  dann 

in  der  Form 

*)  Vm  eine  Analogie  mit  demParaUelcoordinatensysteme  zu  erhalten, 
können  wir  den  mit  einem  Halbmesser  s  1  um  den  Pol  als  Mittelpunkt  g«- 
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r  =  /-(«) 

dargestollt« —  Als  Beispiele  für  die  Öpiralen  wäiilea  wir  die  fol- 
genden. 

L  Die  Archimedeisehe  Spirale,  die  einfachste  von 
allen ,  besitsi  die  Gleichung 

6)  r=sati. 
Bezeichnen  wir  zwei  ihrer  Punkte  mit  r»  und  r^  r^j ,  so  folgt  aus 

r  =  au,       rj  =  öMj 

die  Proportion: 

r  :  ri=^  u  :  Ui. 

Man  kann  sich  hiernach,  da  din  Vectoren  in  demselben  Vciliiill- 
nisse  wie  die  Anomalien  zimeiimen,  die  gciianute  Spirale  durch 
die  stetige  Bewegung  eines  Punktes  erzeugt  denken,  der  auf  einer 
um  den  Pol  gedrehten  geraden  Linie  von  diesem  Drehmittelpunkte 
aus  so  fortrückt,  dass  die  von  ihm  zurückgelegten  Wege  den  yon 
der  Geraden  beschriebenen  Winkeln  proportional  sind. 

Setzt  man  m,  =  2»  4"  so  fallen  r^  und  r  in  dieselbe  Gerade, 
gehören  aber  zu  zwei  um  den  Unifaiig  einer  Wiudunpc  von  ein.nuler 
entfernten  Punkten.  Pür  den  Abstand  beider  Punkte  folgt  dann : 

r,  —  r  =  ö  (w,  —  m)  =  2  a  TT, 
d.  h.  in  jeder  durch  den  Pol  gelegten  Geraden  besitzen  die  ein- 
zelnen Windungen  die  unveränderliche  Entfernung  Sasf. 

Figur  58  stellt  ein  Stfiek  des  den  positi-  Fig.  58. 
ven  Werthen  von  u  entsprechenden  Theiles 
einer  Archiniedeischen  Öpirale  dar.  Für  ne- 
gative u  wechselt  auch  r  sein  Vorzeichen,  ohne 
seine  absolute  Grösse  zu  ändern;  der  hierzu 
gehörende  Theil  de^  Curve  ist  daher  dem  in 
der  Figur  dargestellten  völlig  gleich ,  besitzt  aber  eine  entgegen- 
^esetzte  Lage.  Man  erhält  ihn,  wenn  man  sich  die  Zeichnung  um 
eine  durch  den  Pol  A  gelegte  Senkrechte  zur  Polaraclisc  ./A'  so 
herumgedreht  denkt,  dass  AJC  in  seine  eigene  Verlängerung  zu 
fallen  kommt. 

sogenen  Kreis  als  eine  krummlinige  Abscissenachse  ansehen ,  auf  welcher 
der  Dorchsehnitt  mit  der  Folarachse  den  Nullpunkt  bildet»  von  dem  ans  die 
positiven  und  negativen  «  nach  heiden  Seiten  gezählt  werden.  Die  auf  die- 
sem Kreise  senkrecht  stehenden  Vectoren  hilden  die  den  Ahsotssen  «  zuge- 
horigen  Ordinaten;  nur  findet  dabei  der  Unterschied  statt,  dass  diese  Or- 
diaaten  nicht  von  ihrem  Einfallspunkte  in  die  Abscissenlinie,  sondern  vom 
Kreismittelpunkte  aus  gemessen  werden. 

Anal.  Geom.  I.  15 


Digitized  by  Google 


II.  Bildet  man  nach  Analogie  der  Sclieitelgleichang  einer  Pa- 
rabel  die  Polargleichnng 

7)  r*=2a«, 

80  lieisst  die  dadurch  ausgedrückte  Curve  eine  parabolische 
Spivalo.  Xju'Ii  der  Form  ihrer  Gleichung  sind  negative  WertUc 
von  u  völlig  ausgeschlossen,  weil  sie  auf  imaginäre  Vectoren  hin- 
führen. Zu  jedem  positiven  u  gehören  zwei  an  absoluter  Grösse 
gleiche  I  der  Richtung  nach  aber  entgegengesetate  Leitstrahlen, 
80  dass  die  Gnrye  aus  zwei  im  Pole  zasammentreffenden  Theilen 
besteht,  für  welche  der  Pol  selbst  den  Mittelpunkt  bildet '^).  Einer 
dieser  Theile  tritt  an  die  Stelle  des  andern,  wenn  man  die  Spirale 
in  ihrer  Ebene  eine  liallic  Umdrehunjz^  um  den  Pol  machen  lUsst. 
Beschränken  wir  uns,  um  einen  diesor  beiden  Theile  volktändig 
kennen  zn  lernen,  auf  positive  ti,  so  ist  für  ti  0  aoch  r  =  0,  nnd 
es  wächst  von  hier  an  r  gleichzeitig  mit  ti,  so  dass  eine  im  Ganzen 
mit  Fig.  58  ähnliche  Gestalt  entsteht.  Nur  findet  der  Unterschied 
statt,  dass,  wenn  man  in  der  Richtung  eines  Leitstrahles  vom  Pole 
aus  rort^cht,  die  einzelnen  Windungen  immer  näher  an  einander 
treten,  weil  iiacli  der  l^\inii  von  Nr.  7)  die  r  in  einem  sclnvachoron 
Verhältnisse  als  die  zugehörigen  u  anwachsen,  liestätigt  wird  diese 
Bemerkung,  wenn  wir  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  Archimedei- 
schen  Spirale  den  Abstand  zweier  in  einer  durch  den  Pol  gelegten 
Geraden  befindlichen  Peripheriepunkte  bestimmen,  welche  zn  zwei 
auf  einander  folgenden  Windungen  gehören.  Unter  Beibehaltung 
der  früheren  Bezeichnungen  folgt  aus  den  Gleichungen 

r*=:2^w,      ri»  =  2«  (2  71; -f- m), 
wenn  man  die  Differenz  r,* — r*  in  (r, — r)  (ri-f"**)  zerlegt,  das 
Besultat : 


Da  hierin  der  Zähler  constant  ist ,  so  muss  der  besprochene  Ab- 
stand sich  vermindern,  bubald  der  JScnner     -j-  r  zunimmt. 


*)  Der  Pol  i«!  Mllemal  Mittelpunkt  einer  Curve,  wenn  Ihre  Polarglei- 
chung in  Beziehung  auf  r  algebraisch  ist  und  nur  gerade  Potenzen  von  r 
cnthUlt.  Zu  jedem  w  gehören  näudich  dann  zwei  der  Grösso  nach  gleiche, 
jui  Kichtting  aber  entgegengesetzte  Leitstralilcn,  so  dass  die  aus  der  Summe 
dieser  beiden  Vectoren  bestehende  iSehuc  im  l'ole  lialbirt  wirrl.  Da  dies 
nach  jeder  Richtung  bin  8tatt£udct,  so  erlangt  der  Pol  die  Eigenschaft  eia«< 
Mittelpunktes. 
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III.  Dio  darcli  die  Gleichung 

8)  r  f  /  =  « 

repräsentirte  Spirale  kcisst  mit  Bezug  auf  die  Aeholichkeit,  welche 
swischen  Nr,  8)  und  der  Asjmptotengleicliung  einer  Hyperbel  statt- 
findet,  hyperbolisehe  Spirale.  Sie  besteht  ans  zwei  unter 
sich  congrucnten  Theilen,  von  denen  der  eine  den  positiven  und 
der  andere  den  negativen  Werthen  von  u  entspricht  und  die  gegen 
einander  eine  gleiche  Lage  haben,  wie  in  der  Archiinedeischen 
Spirale,  weil  aucli  hier  r  und  u  gleichzeitig  ihr  Vorzeichen  wech- 
seln. Halten  wir  zur  Untersuchung  der  Gestalt  eines  dieser  beiden 
Theile  positive  Anomalien  fest,  so  folgt  aus  der  auf  r  reducirten 
Gleichung 

9)  r:  " 


U 


dass  /'  abiiiiinnt,  wenn  tt  wächst,  dabei  aber  nie  vollständig  iu  Null 
üi>ergehcn  kann.  Die  einzelnen  AVindungen  nähern  sich  also  fort 
nnd  fort  dein  Pole,  ohne  ihn  je  vollständig  zu  erreichen;  derselbe 
bildet  einen  sogenannten  asjroptotischenPunkt.  In  ihrer  An- 
n.Hhernng  an  diesen  Punkt  treten  die  "Bindungen  immer  enger  an 
einander,  wie  sich  sofort  sseigt,  wenn  wir  für  zwei  um  den  Umfang 
einer  Windung  von  einander  entfernte  Punkte  aus  den  Glcichuugeu 


a 

r  =  — .     r.  = 


a 

2ä  +  tt 


die  Differenz 


r  — r, 


2a» 


II  (2»  +  u) 

bilden.  Der  Zähler  dieses  Ausdrucks  ist  constant,  während  der 
Nenner  wächst,  wenn  u  zunimmt  oder  die  Grösse  von  r  sich  ver- 
mindert. 

Nach  der  andern  Seite  hin  rückt  für  abnehmende  u  oder  zu- 
nehmende r  die  hyperbolische  Spirale  immer  näher  an  eine  Gerade 
£  £ '  (Fig.  59) ,  welche  in  einem  Abstände 
JB=a  parallel  zur  Polarachse  AX 

läuft.  Setzen  wir  nämlich  M P—i/f  so  ist 

folglich  bei  Einsetzung  des  Werthes 
^von  r  aus  Nr.  d) 

5171  U 

y  =  a  — — 


Fig.  ö9. 


L  B 
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Hierans  ergiebt  Bich  sogleich  die  Richtigkeit  der  ausgesprochenen 

BehauptuDg,  weun  mau  beachtet,  dfxati  der  Qnotieot  — ^- klciucr 

als  die  Einheit  ist,  so  lange  sieh  ti  yon  Noll  unterscheidet,  fnr 
ti=sO  aber  in  Eins  Übergeht*).  Da  in  dem  letateren  Falle  der 

Kadiusvector  unendlich  werden  muss,  so  stellt  die  Gerade  Zü'  eine 
Asymptote  dar. 

Bomerkenswerth  ist  noch  die  folgende  gooiuetrisclie  Deutung 
der  Gleichnng  8).  Beschreibt  man  aus  dem  Mittelpunkte  A  mit  dem 
Halbmesser  A  P  den  von  der  Spirale  und  der  polaren  Achse  ein- 
geschlossenen Kreisbogen  PQ^  so  ist  die  Lftnge  dieses  Bogens  gleich 
r»,  wenn  r  nnd  u  die  Polarcoordinaten  des  Punktes  P  bezeichnen. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  der  hyperbolischen  Spirale  folgt 
hieraus,  dass  ein  solcher  Kreisbogen,  wie  PQ^  die  unyeränderliche 
Länge  AB  besitzt,  an  welcher  Stelle  der  Curve  auch  der  Punkt 
P  angenommen  sein  mag. 

IV.  Wird  in  der  Gleichung  der  logarithmischen  Linie  (vergl. 
§.  42)  y  mitr  nnd  x  mit  u  vertauscht,  so  entsteht  die  Gleichung  der 
logarithmischen  Spiimle.  Nach  Analogie  von  §.42  Nr.  3) 
kann  sie  immer  auf  die  Form 

u 

10)  r  =  ^ 
gebracht  werden,  woraus  die  Gleichung 

11)  r  =  m 

entsteht,  wenn  man  die  polare  Achse  mit  Beibehaltung  des  Poles 
um  einen  in  Theilen  des  Radius  gemessenen  Bogen  a  dreht,  für 
welchen  die  Relation 


Geltung  hat.  Bei  dieser  Drehung  geht  nfimlich  ti  in  u  -f-  a  über, 
*)  Aus  der  für  jeden  spitzen  Bogen  u  geltenden  Ungleichong 

f^t,  wenn  man  mit  den  darin  enthaltenen  Grössen  intütu  dividirt, 

«Sri  <  <  1. 

u 

Beide  Grenzen,  zwischen  denen  der  Quotient  ^^^ü  enthalten  Ist,  rücken  fSr 

.  abnehmcude  Werthc  von  u  eiiimuler  iiiiincr  n'Uier;  sclilics.slieh  fallen  bci«le 
snsammen  und  es  geht  auch  der  von  ihnen  eingeschlossene  Quotient  in  die  * 
Einheit  fiber ,  wenn  «  =  0  geworden  ist. 
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und  es  siiul  nun  diüi>elben  Keductionen  wie  bei  der  logaritlimLschcn 
Linie  anwendbar.  Wir  kr)nnon  hirrboi  unter  e  diu  Basis  der  na- 
türlichen Logarithmen  verstellen  und  m  als  positive  Zahl  auffassen. 
Nach  11)  ergiebt  sich  dann  für  jedes  u  ein  positiver  reeller  Werth 
von  r  f  der  gleichzeitig  mit  u  sunimmt.  Für  »  =s  0  ist  r  ^  m ,  für 
tt  =  +  OD  wird  auch  r  =  oo ,  für  ti  =  —  oo  ist  r  :=  0.  Die  loga- 
rithmiscbe  Spirale  erstrecht  sich  hiernach  mit  ihren  Windungen 
auf  der  einen  Seite  ins  IhuMulHclio  ,  wahrend  sie  .sich  auf  der  an- 
dern dem  Pole  fortwährend  niilicrt,  olnie  Ilm  je  zu  erreichen.  Der 
Pol  bildet  in  gleicher  Weise  wie  in  der  vorher  untersuchten  Curve 
einen  asymptotischen  Punkt.  Dabei  müssen  offenbar  die  einzelnen 
'Windungen  immer  näher  an  einander  rücken,  je  mehr  sie  sich  die- 
sem Funkte  nähern.  Wir  finden  diese  Bemerkung  bestätigt,  wenn 
vir  den  allgemeinen  Ausdruck  für  den  geradlinigen  Abstand  zweier 
iiia  ileu  Umfang  einer  Windung  von  einander  entfernten  Punkte 
auiöuchen.  AVerden  die  Leitstrahlen  der  zu  den  Anomalien  u  und 
3«+  fi  gehörenden  Punkte  mit  r  und  /  bezeichnet,  so  hat  man 

■  in^m  In  tt, 

folglich 

r  —  r  --^  m  e""     m  —  J  j. 

Hierin  bedeutet  der  auf  der  rechten  S^ite  ausserhalb  der  Klammer 
befindliche  Fa^r  den  Badinsvector  r;  der  Inhalt  der  Parenthese 
dagegen  ist  eine  beständige  Grösse.  Die  Differenz  r^r  nimmt 
demnach  in  demselben  Verhältnisse  wie  r  ab  oder  zu. 

Nach  der  Gleichung  II)  sind  auch  noch  negative  Werthe  von 

r  möglich,  sobald  —  einen  Bruch  mit  geradem  Nenner  darstellt; 

m 

man  erhält  hieraus  zwar  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Punkten, 
aber  keine  zusammenhängende  Linie,  weil  diese  Punkte  nicht  eine 
stetige  Folge  bilden. 

§.  44. 
Dia  (^doiden. 

Dieselbe  gegenseitige  Abhängigkeit,  in  welcher  zwei  durch 
eine  Gleichung  an  einander  gel)undene  veränderliche  Grössen  ste- 
hen ,  ist  auch  dann  noch  vorhanden ,  wenn  die  Werthe  beider  Va- 
riabein durch  zwei  Gleichungen  anleine  dritte  veränderliche 
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GrösHe  geknüpft  »ind.  Hat  man  z.  B.  zwei  Gloickungon  von  der 
Form 

worin  <p  und  ^  die  allgemeinen  Symbole  beliebiger  Funeiionen 
einer  Variabeln  t  bezeichnen  mögen,  so  erhält  man  daraus  fUr  jedes 
t  zwei  zusammengehörige  Werthe  von  x  und     die,  wenn  man 

und  y  als  Parallelcoordinaten  aufPasst,  die  Lage  eines  Punktes  be- 
stimmen. Oiobt  uun  die  stctif^o  Aendenmg  von  /  eine  contiiniir- 
liche  F()l;i;('  solcher  Piuiku',  so  wird  durch  das  System  der  hciden 
Gleichungen  1)  der  zusammenhängende  Lauf  einer  Linie  bestinnut, 
ganz  ahjj^pselien  davon,  ob  die  Mittel  der  Mathematik  ausreichen, 
die  llilfsvarlabele  t  zwischen  diesen  Gleichungen  zu  eliminiren. 
Eine  nntzbäre  Anwendung  finden  solche  Gleichnngssjsteme  na- 
mentlich bei  einer  Classe  von  Onrven ,  die  wir  im  Folgenden  als 
letztos  Beispiel  transcendenter  Linien  vorführen  wollen. 

Wird  an  einer  festen  Linie  eine  andere  so  hinbewegt,  dass 
«ie  mit  ihr  in  fortwährender  Bcriihrnng  bleibt,  sich  dabei  aber  an 
der  festen  Linie  abwickelt,  so  dass  bei  je  zweien  ihrer  anf  cliiuu- 
der  folgenden  Lagen  die  zwischen  den  zusamniengehörigcn  Be- 
rührungspunkten enthaltenen  Bogenlängen  in  beiden  Peripherien 
einander  gleich  sind,  so  beschreibt  ein  mit  der  bewegten  Linie  is 
fester  Verbindung  stehende^unkt  eine  neue  Linie ,  die  wir  im 
Allgemeinen  OjcloideoderRoIlinie  nennen  wollen.  Die  ein- 
fachsten hierher  gehörigen  Fälle  entstehen ,  wenn  ein  Kreis,  ohne 
zu  gleiten,  auf  einer  Gera  1  mi  oder  auf  der  Teripherie  eines  an- 
deren Kreises  fortrollt,  oder  wenn  eine  Gerade  sich,  ohne  ver- 
schoben zu  werden ,  an  der  Peripherie  eines  Kreises  bewegt. 

1.  Die  gemeine  Cycloide  oder  Cycloide  im  engeren Siune 
ist  der  Weg,  den  ein  Peripheriepunkt  eines  Kreises  beschreibt, 
.  wenn  letzterer,  ohne  zu  gleiten,  auf  einer  geraden  Linie  rollt.  I& 
Figur  60  sei  AA'  die  feste  Gerade  und  P  der  besehreiben<le 

Fig.  60.  Punkt,  der  in  A  mit  aem 

Berührungspunkte  der  Ge* 
raden  und  des  Kreises 
sammengefalleu  sohl  m&S' 
Wir  nehmen  AA'  aur  A- 

^ jl|    jv   A'   Achse  und  A  zum  Coor^ii- 

natenanfange  eines  rechtwinkligen  Ooordinatens^stemes ,  s^^^^'^^ 
also  AM^  X,  PM^y\  dS  durch  seine  in  Theilen  des  Halbm««- 
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sers  ausgedrückte  Bogenlänge  gemessene  Winkel  PCN  (der  so- 
genannte Wälsangswinkcl)  lieisso  /  und  CP^CT^CN:=sa  bqi 
der  Radins  des  rollenden  Kreises.  Dann  erhält  man,  wenn  J'<j  pa- 
rallel zor  X'  Achse  gezogen  wird ,  aus 

a:==AN~MA^  Are  PN^PQ,  y^CN^CQ 
die  zusammongeliürigen  Gleichniigt  n  : 

2)  X  ■=  ai  —  asin  ty      y  =.  a  —  a  cos  L 

Kcducirt  man  die  letzte  dieser  beiden  Gleichungen  auf  cos  I,  so  er- 
giebt  sich : 


a 

i  =  Are  cos 


(■-?). 


und  hiermit  kann  durch  Einsetzung  dieser  Worthe  in  die  erste. 
Gleichung  die  ITilfsgrr).sse  /  eliininirt  werden.  Bequenier  ist  es  al)er 
iu  den  meisten  Fällen ,  von  dem  Systeme  der  Gleichungen  2)  Ge- 
brauch za  machen. 

Aus  der  für  y  aufgestellten  Gleichung  folgt,  dass  die  Ordinate 
immer  zwischen  den  Grenzen  0  und  2  a  enthalten  sein  muss,  und 
zwar  ist  ^  =  0,  wenn  costa  1 ,  oder  wenn  t  einen  der  Werthe 

...  —  47r,    — 27P,    0,     +2;r,     -f-^^,  ... 
besitzt}  man  erliiiU  dann  für  x  die  Liingen 

...  —  4rt7r,    — 2  «TT,    0,  7t,  -{-^(tuy... 

Ferner  erreicht  y  seinen  grösstca  Werth  2a,  so  oft  cos(  =  —  I, 
oder  so  oft  /  einen  der  Werthe 

erlangt;  £Ur  sc  finden  sich  dann  die  zugehörigen  Grössen 

•     — Snir,    — a»,       aar,  -f-Sajr,.«. 
Werden  hierzu  noch  Zwischenwerthe  gefügt,  so  kommt  mau  zu  der 

Erkenntniss ,  dass  die  Curvc  aus  unendlich  vielen  cougruentcu 
Zügen  von  der  Form  AB A'  (Fig.  60)  besteht. 

Als  ein  weiteres  Beispiel  dafür,  in  welcher  Weise  das  System 
der  Gleichungen  2)  zur  Untersuchung  der  Curvo  zu  benutzen  ißt, 
Wählen  wir  die  Ermittelung  der  Tangentcnlage.  Wir  können 
hierzu  im  Allgemeinen  den  im  g.*4l  zur  Auffindung  der  Tangenten 
algebraischer  Gurken  benutzten  Weg  einschlagen,  indem  wir  näm- 
lich von  der  Richtung  einer  zwei  Feripheriepunkte  enthaltenden 
Seeante  durch  Drehung  dieser  Geraden  bis  zum  Zusammenfallen 
beider  Peripheriepunkte  zur  Tangentenrichtung  übergehen. 
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Sind  J'^t/^  und  u.,'/.^  zwei  Oy(I«>id('n|niiikte,  denen  die  Wälzungs- 
wiukel  /  +  d  und  /  —  ö  zugeliüien ,  so  ist 

f  xt=t  a  (1  +  ö)  ^  a  Sin  {i  +  =  «  — aco«  (/  + J), 

I a',  =  a(l  — a)  —  a«>i  (I  — a),   y^^a — acüs{t—6). 

Unter  Benutzung  der  Formeln 

(    i>in  {i  -i-  6)  —  6m  {(  —  d)  ~2  cos  t  sin  d 

folgt  liierans  flSr  den  Winkel  a,  den  eine  die  Punkte  x,  y,  nnd  Xfj/t 

enthaltende  Secante  mit  der  Abseissenaclise  einscLliesst, 

-V                ,           tj.  —  Vo        Hn  i  sin  8 
ö)  tana^^   — 

a',  —  a  2      ö  —  cust  smö 

Wild  iiiorin  im  Züiilcr  und  Ncuuer  darch  6  dividirt,  so  entsteht} 
wonn  wir  snr  Abkürzung 

j»x  sin  a 

setsen,  die  Gleichung: 

'  1  —  £  / 

Für  J  — 0  wird  f  r— I  (vorgl.  dio  Anuiorkunj^  auf  8.  2'J8);  dabei 
fallen  beide  Peripheriepunkte  zusaiiiincn  und  die  öecante  wird  zur 
Tangente.  Bezeichnet  a1»o  x  den  Wiukel,  den  diese  Tangente  mit 
der     Achae  bidet,  so  folgt  aus  7) 

8)  ian  X  =  — — -  co/4(. 

Man  kann  hieraus  leicht  herleiten,  dass  die  Tangente  im  Punkte? 
(Fig.  60)  durch  den  von  der  Geraden  am  weitesten  abstehen- 
den Punkt  T  des  Erzeugungskreises  gehen  muss.  PT  ist  Tangente 
und  PN  Normale. 

Beobachtet  man  den  Weg,  den,  während  der  Erzeugungskreis 
auf  der  Basis  ÄA*  rollt,  ein  auf  dem  Radius  CP  oder  seiner  Ver- 
längerung, im  Abstände  c  vom  Kreismittelpunkte  gelegener  Fnnkt 
beschreibt,  so  erhält  man  in  gleicher  Weise,  wie  die  OleicbuDgen 
3)  entstanden,  ffir  den  Ort  dieses  Punktes  die  zusammengehörigen 
Formeln 

9)  x~ul  —  c  sin         y  ^  a  —  c  cos  t. 

Die  hierdurch  ausgedrückte  Curve  führt  den  Namen  ge- 
schweifte oder  gedehnte  Oy  cloide,  wenn«<a,  verkttrste 
oder T e r s ehlu ng e neCjcloide, wenn n.  Die Untersnehujig 
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ihrer  Gestalt  mit  Benntzring  der  GIeic1iunp:cu  9)  kann  in  ftbuUchor 
Weise  wie  bei  der  geniciuen  Cycluide  j^el'ülat  worden. 

II.  Rollt  ein  Kreis  auf  der  Aiissenseite  der  Peripherie  eines 
festen  Kreises,  so  besÄireibt  ein  Tcripheriepunkt  der  rollenden 
Linie  eine  sogenannte Epicycloi de.  Zar  Fi«^.  6 1 . 

Ermittelung  der  Gleichungen  dieser  Cnrve 
legen  wir  in  Figur  61  durch  den  Mittelpunkt 
dos  fostcii  Kreises  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatcusystem ,  dessen  K-Aclise  den  An- 
fangspunkt A  der  Bewegung  enthält,  in 
welchem  der  beschreibende  Punkt  P  mit 
dem  Berührungspunkte  beider  Kreise  su> 
sammenfiel.  Setzen  wir  wieder  den  Wftl- 
«vngswtnkel  PCO  =    so  ist  wegen  der  Gleichheit  der  an  einander 

abgewickelten  Bogenlängen  LAOC=j\xn^L  PCQ  =  ^^^-^^üli^ 

weuna  den  Radius  des  rollendon  und  h  den  Radius  des  festen  Krei- 
ses bezeichnet.  Sämmtliche  Winkel  sollen  hierbei  wie  vorher  in 
Theilen  des  Halbmessers  ausgedrfickt  werden.  Aus  der  Figur  folgt 
dann  sunSchst,  wenn  PQj/OX  und  CR//  OY  gezogen  ist, 

OM=OR  —  rO,  PM^CRt-CQ, 
und  liioraus  ergiebt  sich  für  die  Coordinateu  ^  und  y  des  beschrei- 
benden Punktes  Pi 


10) 


x  =  (b  +a)sm  -r  —  «  stn  - — r— ^ 
y  z=  ifi a)  COS  ^  —  acos 


b  b 

Werden  beide  Gleichungen  qiuidrirt  und  addirt,  so  erhält  man  für 
das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  P  vom  Mittelpunkte  0 
des  festen  Kreises : 

11)  +  y*  =  (6  +  ö)«  +  a«  —  2ä  (A+  <i)  cost, 

woraus  sofort  folgt,  dass  diese  Entfernung  immer  zwischen  den 
Grenzen  b  nnd  6 +  enthalten  sein  muss.  An  der  ersten  dieser 
beiden  Grenzen  ist  cosi^  l,  t  besitzt  also  einon  der  ^\  ciLhe 

...  —  47t,     —ItCi    0}     4"  irr,    -f- 4  tt  ,  .  .  . , 
an  der  zweiten  Grenze  ist  cos  t  =  —  1,  woraus  man  für  l  die  \Verthe 

•  •  ♦  —  3  jp,    —  n,    ^  if  ^    ^  3   ,  •  •  • 
erhält.  Die  zugehörigen  x  und  y  finden  sich  aus  den  Gleichun- 
gen  10). 


Digitized  by  Google 


Sobald  die  boidoii  K.ulii  u  a  und  b  in  einem  commeuburablca 
Verhältnisse  stehen,  sind  die  Epicycloiden  nicht  mAir  transcon- 
dente  Linien,  sondern  geh<}ren  in  das  Gebiet  der  algebraiselen 
Curven.  In  diesem  Falle  sind  nftmlich  offenbar  auch  die  Winkel 

^  und  '  commensurabel.  Beseicbnen  wir  non  ihr  gemein* 

schaftliches  Maas  mit  ^,  so  lässt  sich 

—  =  OT<f,   7          =  »9 

O  O 

setzen ,  wobei  m  nnd  n  zwei  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Dann  er- 
langen die  Glcicliuiigcu  lO)  die  Form: 

X  =  {b     a)  sin       —  a  sin  « 
y  ^  {b  -{^  a)  co$       —  a  cos  n  ^ , 

worin  man  nur  die  trigonometrischen  Functionen  der  Winkel 
nnd      in  bekannter  Weise  durch  Hn^  und  cas^  auszudrücken 

hat,  um  mittelst  der  Gleichung  sin*  ^  +  cos*  9  =  |  den  Winkel  ^ 
eliminiren  zu  können.  Ks  bleibt  dann  eine  algebraische  Gleicbung 
zwischen  x  und  y.  —  Alb  cinfaclistes  hierher  gehöriges  Beispiel 
wählen  wir  den  Fall,  wenn  beide  Kadien  einander  gleich  sind. 
l>ie  angegebene  Keclinungsform  lässt  hierbei  noch  einige  Verem- 
f achungen  zu.  Setzen  wir  nftmlich  in  Nr.  \^)h^a  und  verlegen 
zugleich  den  Coordinatenanfang  nach  A  (Fig.  61),  so  dass  y  in 
y  -\-  a  übergeht,  so  erhalten  wir  für  den  vorliegenden  Fall; 

x  =  1a  sint  —  a  sin  2  /, 

y::=2acosi  —  a{i-^cos  2/). 

Mittelst  der  Formeln 

sin  2ts=z2sinieasi^     l  +  cos^i  =  2  eos^  t 

folgt  hieraus: 

a:  =  2«  sin  t  {{  —  cos  f) 
y=sz2acosl(l  —  cos  <). 
Beide  letzte  Gleichungen  geben  durch  Division  verbunden 

X  y 

Umt=—^  folglich  cos i  =  TrTT^ i 

und,  wenn  man  sie  quadrirt  und  addirt, 

a;« -j- =  4a*  (4  —  COÄ 
Wird  hierein  der  vorhergehende  Werth  .von  cos  t  gesetzt,  so  ent- 
steht nach  einfacher  Umformung : 

12)  (a:^4-/)'  +  4ßy(a:*+i^*)--4c*a;*=:=0. 
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Die  durch  diese  Gleichung  ausgcdrüekte  Linie  vierten  Grades  be> 
sitzt  eine  herzförmige  Gestalt  und  fuhrt  den  Namen  Gardioide. 

ni.  Lässt  man  den  beweglichen  Kreis  auf  der  innorn  Seite 
dör  Peripherie  eines  festen  Kreises  rollen ,  so  wird  die  von  einem 

seiner  Peripliciiepiinkte.  Lescliricljoiie  Curvo  Tfy  p  ocyol  oide  ge- 
nannt. Ilire  Gleichungen  werden  unter  lieibchaltung  der  vorher 
angewendeten  Bezoielmungen  und  der  früliorrn  Lage  des  Coordi- 
natensystems  ohne  Weiteres  aus  den  für  die  Epicycloide  geltenden 
Formeln  hergeleitet,  wenn  man  dem  Halbmesser  a  und  dem  Wftl- 
zungswinkel  I,  welche  beide  in  eine  entgegengesetzte  Lage  Über- 
gehen, die  entgegengesetzten  Vorzeichen  ertheilt.  Man  wird  diese 
Bemerkung  be?st;itigt  finden,  %voiin  man  die  Figur  6i  in  der  dem 
jetzigen  Falle  entsprechenden  AVei.se  abändert.  Nach  Analogie 
von  Nr.  10)  ergeben  sich  dann  für  den  Hypocycloideupuukt  xy  mit 
dem  Wälzungswinkel  t  die  Gleichungen: 


13) 


a;  =  (o  —  o)  sm  ~  —  a  stn  - 

0 


at 


yt=:(b  —  a)eos-r-     a  cos 


b 


b  •   b  ' 

woran  alinlicbe  Betraclitungen  wie  bei  der  Epicycloide  geknüpft 
werden  können.  So  gelangt  man  u.  A.  in  gleicher  Weise  wie  dort 
m  dem  Besultate ,  dass ,  wenn  die  Halbmesser  der  beiden  Kreise 
eommensurabel  sind,  die  Hypocyeloide  in  das  Gebiet  der  alge- 
braischen Curven  Übertritt.  Untersuchen  wir  z.  B- den  Fall,  wo 
üüi  Durchmesser  des  rollenden  Kreises  gleich  dem  Kadius  der  fe- 
iten Basis  oder  6  =  2ä  ist,  so  entsteht  aus  Nr.  13) 

X     0,     y  =  2 ö  cos  J  L 
Die  erste  dieser  Gleichungen  zeigt ,  dass  dann  die  Hypocycloide 
in  die  geradlinige  Ordinatenachse  degenerirt,  die  zweite,  dass  der 
beschreibende  Punkt  immer  innerhalb  derjenigen  Strecke  dieser 
Geraden  bleiben  niuss,  in  welcher  sie  einen 
Durchmesser  des  festen  Kreises  bildet. 

IV.  Als  letztes  Beispiel  einor  Linie, 
welche  nach  der  früher  aufgestellten  Begriffs- 
bestimmung  im  weiteren  Sinne  ebenfalls  zur 
Classe  der  Cydoiden  gezählt  werden  kann, 
wShlen  wir  die  Kreise  volyente  (Fig.  62). 
8ie  wird  von  einem  Tunkte  jP  einer  Geraden 
i^N  beschrieben,  die  sich  ohne  Verschiebung 


Digitized  by  Google 


—   236  — 

an  der  Peripherie  eines  festen  Kreises  so  fortbewegt,  dass  sie  immer 
mit  ihm  in  Berührung  Ideibt.  Ks  bildet  also  diese  Curve  gewisser- 
niassen  den  dirocteii  Oegensatz  der  gemeinen  Cycloide,.  indem  Itei 
ihr  der  Kreis  feäi  und  die  Gerade  beweglich  ist,  während  dort  der 
umgekehrte  Fall  stattfand. 

Um  ihre  Gleichungen  für  Parallelcoordinaten  zn  ermittehi} 
benutzen  wir  ein  rechtwinkliges  System ,  dessen  Anfang  mit  dem 
Mittelpunkte  0  des  gegebenen  Kreisesj  zusammenfallt.  Die  }'- Achse 
wird  durcb  den  in  der  Kreisperiplicrie  befindlichen  Curvenpuiikt 
gelegt.  Stellen  03I^=  j:  und  l'iM:=.y  die  Coordinaten  des  be- 
schreibenden Punktes  P  dar,  für  welchen  die  bewegte  Gerade  PH 
den  Kreis  in  N  tangirt,  so  ist,  wenn  man  ON  und  NR  parallel  zo 
den  Ooordinatenachsen  zieht, 

x=OR—QN\  yr:=NR^PQ. 

Wird  nun  der  Kadius  OA^ON^a  gesetzt  und  der  in  Theileu 
des  Halbmessers  ausgedrückte  Winkel  ^OiVrait  t  bezeichnet,  «o 
erhält  man  aus  dem  Entstehungsgesetze  der  Curve : 

PN==zArcAN=at, 

folglich  in  Verbindung  mit  den  vorhergehenden  Gieieimngen: 

{    x  =  asmi  —  aico9i 
\    y=siacost  +  atsmf. 
Soll  die  Kreiserolvente  durch  Polarcoordinaten  r  und  «  (in 

gleicherweise  wie  bei  den  Spiralen,  mit  denen  sie  der  Gestalt 
nach  verwandt  istj  ausgedrückt  werden,  so  können  auch  diese  bei- 
den veränderlichen  Grossen  vom  Winkel  (  abhängig  gemacht  wer- 
den. Behalten  wir  0  als  Ooordinatenanfang  bei  und  nehmen  0/ 
zur  polaren  Achse,  so  ist 

X 

y 

Mit  Benutzung  von  Nr.  14)  giebt  die  erste  dieser  beiden  Formeln 

15)  r«=a»+a»l*, 
woraus  in  Uebereinstimmung  mit  der  Entstehungsweise  der  EtoI* 
vente  folgt,  dass  kern  Punkt  dieser  Curve  innerhalb  des  festes 

Kreises  gelegen  sein  kann.    Von  r  =  «  an  wachsen  die  Werthe 

X 

von  r  gleichzeitig  mit  t  ins  ünendliche.  Bte  Gleichung  (a»u^-- 

führt ,  wenn  man  aus  14)  die  Werthe  von  x  und  y  euisetzt  and  im 
Zähler  und  Nenner  durch  a  cos  i  dividlrt ,  zu  dem  Resultate: 
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I  -f  /  tan  t 

^Wird  hierin  auf  t  reducirt ,  so  eutötcht  die  eiufaclic  Foruiel; 

16)  i  =  ian{t  —  tt), 

ans  welcher  die  den  verschiedenen  t  zn^eh(»rigen  Werthc  von  u 
berechnet  werden  können.  —  Die  Gleichungen  15)  und  16)  lassen 
sich  übrigens  auch  auf  sehr  leichte  Weise  unmittelbar  aus  der 
Figur  62  herleiten,  wenn  man  darin  den  Leitstrahl  OP  sieht.  Wir 
geben  dies  der  Selbstttbung  des  Lesers  anheini. 

Die  Untersuchung  über  die  Lage  der  Tan;;enton  einer  Krcis- 
evolveiitc  kann  mit  Hilfe  der  Gk  ichunj^pii  14)  auf  deiaiclh^ui  Wege 
wie  bei  der  gemeinon  Oyclnide  gcluhrt  werden.  Sie  liefert  da« 
Resultat,  dass  alle  Tangenten  des  festen  Kreises,  welcher  die  Evo- 
lute darstellt,  Normalen  de  r  Kvolvcntc  bilden.  Es  ist  dies  eine 
Eigenschaft,  welche  jeder  Evolute  in  Beziehung  au  ihrer  Evolvente 
snkommt. 


Berichtigungen. 

S.  29  Formel  8)  fehlt  vor  rrrx,  der  Buchstalio  n. 

„    44  Z.  2  V.  u.  statt  iiei mouischcr  lies  lianiioriisclicr. 

„    59  „  14  V.  0.  statt  6  —  r«  lies     —  r*. 

„    65  „  5  V.U.  statt  Umgleichnng  lies  Unglcicliuug. 

„  201  „  2  v.o.  statt  xtyz  lies  .1-3^3. 


Druck  Ton  B.  G.  Teubnar  ia  Dresden. 
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Vorrede  zum  zweitea  Tlieile. 


Sei  der  Ausarbeitung  der  analjrtiBchen  Geometrie  des  Bau- 
mes habe  ich  meine  Aufmerksamkeit  vorzfiglich  auf  zwei 
Punkte  gerichtet,  die  gerade  für  ein  Schulbuch  —  und  mehr 
soll  das  vorliegende  nicht  sein  —  ihre  Berechtigung  haben 

dürften . 

Uin  zunächst  die  dem  Calcül  der  analytischen  Geometrie 
eigenthümlichen  Abstractionen  möglichst  anschaulich  zu  ma- 
chen, ist  die  nahe  Verwandtschaft  der  analytischen  und  der 
descriptiven  Geometrie  soviel  als  thunlich  hervorgehoben  wor 
den;  gern  hätte  ich  die  Analogie  zwischen  beiden  noch  weiter 
in's  Detail  verfolgt  und  an  einer  Reihe  von  Aufgaben  den 
Parallelismus  des  analytischen  und  descriptiven  Verfahrens 
nachpfewicsen,  wenn  nicht  hierdurch  eine  Weitläufigkeit  der 
Expusition  und  ein  Figurenrcichthum  entstanden  wäre,  die 
sich  mit  den  engen  Grenzen  eines  Lehrbuchs  nicht  vertra- 
gen. Ich  musste  mich  daher  auf  eine  principielle  Erörterung 
beschränken  und  habe  nachher  nur  an  geeigneten  Stellen  jene 
Analogie  näher  berührt.  Im  Zusammenhange  damit  ist  die  £nt- 
wickelung  der  Fundamentalformeln  durchaus  nach  einem  und 
demselben  Verfahren,  nämlich  durch  Anwendung  von  Pro- 
jectionen  ausgeführt  worden;  man  erhalt  hierdurch  auch  die 
Formeln  zur  Coordinatenverwandlung  auf  die  kürzeste  Weise 
und  fast  ohne  Rechnung. 

Zweitens  habe  ich  in  Dein,  was  ich  gebe,  nach  einer  ge- 
wissen Vollständigkeit  gestrebt.  So  sind  die  lehrreichen^  auf 
gerade  Linien  und  Ebenen  bezüglichen  Aufgaben^  welche  die 
descripttve  Geometrie  sorgfältig  zu  behandeln  pflegt,  mit  mQg- 
tichster  Ausführlichkeit  und  allgemein  in  Beziehung  auf  ein 
schiefwinkliges  Coordinatensystem  bearbeitet,  wobei  sich  hie 
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und  da  auch  einige  wissenschaftliche  Ausheute  fand,  wie  z.  B. 
in  §.  11  die  Construction  der  Transversalen  zu  vier  gcgehenen 
Geraden.  —  Fttr  die  Flächen  zweiten  Grades  hahe  ich  zwei 
Discussionen  gegehen,  die  C  auch  y'sche  und  diePlücker'sche, 

und  zwar  schont  mir  letztere  die  nothwendige  wissenschaii- 
liclie  Ergänzung  der  ersten  zu  sein,  ^\^enn  es  nänilicli  nur 
darauf  ankommt,  aus  der  allgemeinen  (lleiehung  die  indivi- 
duollen  Flaclicn  aupzulesen,  so  kann  man  sich  die  Sache  durch 
Vorausbctzung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystemes  er- 
leichtern und  dann  führt  Cauchy's  Betrachtung  jedenfalls  auf 
die  kürzeste  und  eleganteste  Weise  zum  Ziele  (§§.  34  —36); 
hieran  schliesst  sich  naturgemäss  die  Betrachtung  der  einzelnen 
Flächen,  wie  sie  in  den  §§.  37 — 41  mitgetheilt  ist.  Wenn  aher 
nachher  die  Gleichung  irgend  einer  Fläche  zweiten  Grades 
auf  ein  schiefwinkliges  Coordinatensystem  bezogen  vorkommt 
und  rasch  entschieden  werden  soll,  welche  individuelle  Fläche 
durch  dieselbe  charakterisirt  wird,  so  ■\vare  es  eine  zu  grosse 
TJmöiändHchkeit,  die  Gleichung  auf  rechtwinklige  Coordina- 
ten  zu  bringen  und  die  ganze  Cauchy'sche  Betrachtung  zu 
wiederholen;  hier  ist  es  die  IMücker  sche  Discussion,  welche 
durch  Entwickolnns^  leicht  anwendbarer  Criterien  eine  aujren- 
blickliche  Entscheidung  herbeiführt  (§.  42) ;  bei  dieser  Stel- 
lung lässt  sich  übrigens  die  Plücker'eche  Untersuchung  ver- 
einfachen; weil  man  die  individuellen  Flächen  zweiten  Grades 
als  schon  bekannt  voraussetzen  darf. 

Das  letzte  Capitel  —  die  analytische  Projectionslehre  — 
ißt  gewissermassen  nur  ein  Anhang  zur  analytischen  Geometrie, 
hoffentlich  aber  Denen  nicht  unwillkommen,  welchen  daran 
liegt,  die  Ergebnisse  des  Calcüls  in  möglichst  einfacher  Weise 
graphisch  darst(  llen  zu  können. 

Dresden^  Michaelis  1855. 
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Erstes  Capitel. 
Die  Punkte  im  Kaume. 


§.  1. 

Das  PanHoleooidiDAtenflysteiiL 

So  wie  man  in  der  analytisclieii  Geometrie  der  Ebene  die  Lage 
eines  Panktes  dadurch  bestimmen  kann,  das«  man  ihn  auf  ein  Sy- 
stem ebener  Parallelcoordinaten  besieht,  so  benntat  man  anr  Fixi- 
rang  eines  im  Räume  befindlichen  Punktes  ein  analoges  System 
räumlicher  Parallelcoordinaten,  welchee  anf  folgende  Weise  an 
Stande  kommt. 

Wir  denken  uns  drei  in  einem  Punkte  0  sich  schneidende 
Ebenen  iliior  Lage  nach  als  lest  boatimrat;  der  Durchschnitt  der 
ersten  und  zweiten  Ebene  heisse  OX ^  der  Durchsclinitt  der  ersten 
und  dritten  Ol',  der  Durchschnitt  der  zweiten  und  dritten  OZ.  Die 
erste  Ebene,  welche  die  Geraden  OA  und  Oi  enthält,  nennen  wir 
die  Ooordinatenebene  oder  Projectionsebene  ary,  in 
gleicher  Weise  bezeichnen  wir  die  beiden  anderen  £benen  XOZ 
and  YOZ  als  die  Ooordinaten-  oder  Projectionsebenen  scz  und  yz. 
Die  Geraden  0 AT,  Or,  O^heissen  die  Coordinatenachsen  und 
iwar  OX  die  Achse  der  or,  OT  die  der  y  und  OZ  die  der  z\  der 
Punkt  0,  in  welchem  die  Coordinatenachsen  susammentreflfen,  wird 
der  Anfangsp unkt  der  Coordinaten  genannt,  die  Winkel 
XOY^  XOZ^  YOZ  endlich,  welche  die  Coordinatenachsen  mit  ein- 
ander bilden,  mögen  den  Namen  der  Coordinaten winkel 
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ftibren  und  der  Beihe  nack  mit  L  {xy)^  L{xz),  L  (j^z)  beieklmBt 
werden. 

Betracbten  wir  ntm  einen 

Punkt  /'  innerlialb  des  von  den 
Coordinatenebeueii  eingeschlos- 
benen  Kauines,  80  können  wir 
seine  Lage  dadurcli  bestimmen, 
dass  wir  durch  jP  drei  den  Co- 
oidinatenebenen  parallele  Ebe- 
nen legen  und  die  Abschnitte 
angeben,  welche  diese  neuen 
Ebenen  auf  den  Coordinaton- 
'aebsen  bilden.  Die  vorhandenen  sechs  Ebenen  sehliessen  nSmfidi 
ein  Parallelopiped  ein,  dessen  Kanten  den  Goordinatennchsen 
parallel  laufen ;  die  Punkte  0  und  P  sind  zwei  gegenttberlicgende 
Ecken  desselben;  von  den  übrigen  secbs  Ecken  mögen  Z, 
diejenigen  sein,  welche  der  Reihe  nach  in  den  Achsen  der  a:,  der 
y  und  der  z  liegen ,  endlich  P\  P'\  P'"  diejenigen  ,  welche  der 
Keihe  nach  in  die  Ebenen  xy^  xz  und  yz  fallen.  Das  fragiiche 
Parallelopiped  ist  nun  bestimmt  und  damit  zugleich  die  Lage  des 
Punktes  P  gegeben,  sobald  man  die  drei  Kanten  des  Körpers  kennt; 
sie  werden  bezeichnet  dnrch 

OL  =  MP'  =  NP"  ^  PP""  =  SP, 
OM^NP'"  =  LP'  =  PP"  u* 
0N==  LP"  =  MP*''  =  PP'  =  z, 
und  heissen  die  schiefwinkligen  Parallelcoordinaten 
(oft  auch  schlechtweg  die  Coordinaten)  des  Punktes  P.  Die  in  den 
Ooordinatenebenen  liegenden  Eckpunkte  P\  P'\  P'"  nennt  man 
die  schiefw  iiilvli<^eu  Projectionen  des  Punktes  P;  ihre 
I^agen  sind  durch  o:,       z  gleichzeitig  bestimmt,  denn  es  lassen 
sich  O  L  ~  X  und  0  M  =  t/  als  die  ebenen  Parallelcoordinaten  der 
Projection  P'  auf  die  Ebene  xy  betrachten,  in  gleicher  Weise  x 
und  ;  als  Coordinaten  der  Projection  P"  auf  die  Ebene  xz,  so  wie 
y  und  z  als  Coordinaten  der  Projection  P'"  auf  die  Ebene  yz. 

Um  allgemeiner  die  Lage  eines  beliebigen  nicht  gerade  inner- 
halb  des  Körperwinkels  OXTZ  befindlichen  Punktes  au  bestim- 
men, denken  wir  uns  die  bisherigen  Ooordinatenebenen  allseitig 
ins  Unendliche  erweitert,  so  dass  auch  die  bisher  nur  nach  einer 
Seite  hin  ins  Unendliche  fortgehenden  OoordinateHachsen  jetst 
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naeh  beiden  Seiten  hin  nn- 
endlich  werden.  Die  er- 
weiterten Coordinatenebeneu 
theilen  den  ganzen  nnend- 
lichen  Raum  in  acht  Tlieile, 
die  sich  als  körperliclie  Win- 
kel bezeichnen  laaaeni  wenn 
die  RackTerlftageningen  von 
OX^  OT^  OZ  der  Reihe  naeh 
OXj ,  OFt ,  OZ,  genannt  wer- 
den;  man  hat  nämlich  die 
acht  Winkelräume 

0X,7Z, 


Kg.  2. 


OXYZ, 

oxr^z, 
ox.rz,, 


0  .X  P  Z^  f 
Fig.  3. 


Befindet  sich  nun 
der  Punkt  i\  in  dem 
Banme  OX^YZ^  so 
besitat  das  seine  Lage 
bestimmende  Paral- 
lelopiped  die  Kanten 
0L^,  Olli,  ÜaY,  von 
denen  die  erste  der 
früheren  Kaute  0  L 
entgegengesetzt  liegt 
nnd  deshalb  mit  dem  entgegengesetiten  Vonseichen  versehen  wer- 
den mnss;  voransgeeetst»  dass  die  von  0  nach  JT  hin  geafthlten  x 
als  positive  a:  betrachtet  werden,  ist  im  voriiegenden  Falle  x  ne- 
gativ  za  nehmen.  Anf  gleiche  Welse  entscheidet  sich  bei  jeder 
anderen  r«age  die  Wahl  des  Vorzeicheus;  wenn  überhaupt  die  po- 
sitiven o-,  y,  «  im  Smne  von  OX,  0  Y,  OZ  genomiiten  und  die  ab- 
soluten Werthc  der  Coordinuten  immer  mit  a-^,  y^,  bezeichnet 
werden ,  so  sind  die  Coordinatcn  eines  Punktes 


im 

Kaume 

OXYZ 

»» 

» 

oXi  rz 

»» 

OXY^Z 

:  a?  = 

*» 

f> 

OXYZ^ 

:  = 

y  =  +  yo. 

»» 

1» 

OXY^Z^ 

:  07  = 
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im  Räume  OX,  TZ,  :    = — o?,,   y  =  +  y^,,   «  =  —  z,; 

„  „  0-1,  r,Z,  :  ar=a— Ä-0,  y==  — y^,  r  =  — 
Liegt  ein  l^iiikt  in  einer  der  Coordinatenebenen ,  so  ist  eine 
feiner  Coord in aten  der  Null  gleich,  gehört  er  zwoi  (^Joordinaten- 
ebcnen  zugleich  an,  d.  h.  liegt  er  auf  einer  der  Coordinatenacbsen, 
80  verschwinden  zwei  spiner  Coordinnten ,  für  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten ,  der  allen  Coordinatenebenen  zogleieh  angehört, 
gelten  die  Coordinaten  ar  =  0,  y  =s  0  und  <  =  0. 

§.  2. 

Bit  rMsktwiskUg«  Coordinatentyitem  und'  Mlna  gKaphiidi« 

BaiBtalliiiig. 

Wenn  nieht  besondere  Umstände  die  Wahl  eines  sebiefwink- 

ligen  Coordinatensyetemes  erfordern,  nimmt  man  in  der  Regel  die 
Coordinatenebenen  senkrecht  zu  einander,  wodurch  auch  die  zwi- 
schen den  Conrdinatenachsen  enthaltenen  Winkel  [Z.  (a-y),  L(.rz), 
L{yz)\  zu  reciitcn  Winkeln  werden;  das  so  entstehende  s})e- 
cielle  System  von  Parallelcoordiuaten  heisst  das  rechtwink- 
lige Coordinatensystem  Und  bedarf  wegen  seines  liberans  hftU' 
figen  Gebrauches  einer  genaaeren  Betrachtung. 

Was  xnnächsi  die  Coordinaten  jr  =3 
2         '  PP"\  yt^PP"  nnd  z^PP^  anbe- 

'  AT         p"       triflFt,  so  stehen  diese  senkrecht  anf  den 

p«",-'  I  V  p  1  zugehörigen  Coordinatenebenen,  d.  h. 

die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
\  ]Minkte8  sind  seine   E  n  t  f  e  r  n  u  n  lc  e  ii 

X      A  (  'oordinatene])enen ,  und  zwar 


 .i^*  ist  X  die  Entternun«^  des  Punktes  von 

der  Ebene  y  z ,  dem  analog  y  seine  Ent- 
fernung von  der  Ebene  x  z ,  endlich  z  seine  Entfernung  von  der 
Ebene  xy. 

Die  Projectionen  P\  P'\  P'"  des  Punktes  P  werden  jetst  an 
dessen  orthogonalen  (oder  normalen)  Projeetionen ,  denen  wir  in 
Uebereinstimmung  mit  der  descriptiven  Geometrie  besondere  Nen* 
nen  beilegen  wollen;  es  heisse  nttmlich  P'dieHoriaontalpro- 
jection,  />"  die  Vertikalprojection  nnd  i>'"  die  seitliche 
(rertikale)  Projection  des  Pnnktes  P.  Diese  Beziehunj^en  sind 
leioht  in  einer  Ebene  darzustellen,  wenn  man  die  ii^bcne  ay  so 
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weit  am  die  cc-  Achse  und  die  Ebene  f^lg.  5. 

yz  so  weit  um  die     Achse  gedreht  ^ 
denkt,    bis   beide.  Ebenen  mit  der 
Ebene  »rz  zu.sainmon  fallen.  Neh- 
men wir  letztere  zur  Ebene  der  Zeich- 
nung, so  repräsentiren  die  drei  ne- 
ben einander  liegenden  Winkelräume 
XOY,  XOZ  und  Y^OZ  die  drei  Co*  fi 
ordinaten-  oder  Projectioneebenen, 
wobei  die     Achse  in  zwei  verschie- 
denen Lagen  ÖFund  OF,  erscheint. 
Die  früheren  rechtwinklig  zu  einander  und  gcnkrn  ht  auf  der 
a  - Achse  stehenden  Geraden  LP'  und  LP"  vurL'ini.i,^en  ^ich  zu 
einer  einzigen  Geraden  I*'  P'\  welche  die  .1- Achse  senkrecht  in 
L  schneidet;  zugleich  hat  man  die  drei  reclitwinkligen  Coordinaten 
des  Pnnktes  vor  sich,  nämlich  OL         LP'        und  LP"  =jr. 
Die  dritte  Projection  P'"  lässt  sieb  Übrigens  leicht  aus  P'  und  P" 
ableiten,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  P"'  die  Ecke  eines  aus 
den  Seiten  0  JITi  =  0  Jlf=  ZP'  =  y  und  OJ^rs=  XP"  =1:  construir- 
ten  Rechtecks  ist;  eben  desswegen  pflegt  man  bei  der  graphischen 
Darstellung  der  Coordinaten  und  Projectioueu  eines  Punktesyste- 
mes  die  dritte  Projection  wep^ziilassen.    Zu  bemerken  ist  endlich 
noch,  dass  luan  sich  die  beiden  ülui^  bleibenden  Ebenen  ocy  und 
xz  (die  horizontale  und  vertikale  Projectionsebene)  vollständig, 
d.  h.  in  ihrer  ganzen  unendlichen  Ausdehnung  su  denken  hat,  dass 
mitbin  die  Ebene  der  Zeichnung  als  eine  aus  der  Anfeinander- 
lagemng  zweier  Ebenen  entstandene  Doppelebene  zu  betrachten 
ist.  DemgemSss  bedeutet  der  unterhalb  der  o;- Achse  liegende 
Theil  der  Zeichnung  eben  so  wohl  die  Vorderseite  der  Horizontal- 
ebene  ,  als  die  untere  Hälfte  der  Vertikalebene ,  und  in  Shnltoher 
Weise  enthält  der  oberhalb  der  u:  -  Achse  liegende  Theil  der  Zeich- 
nung eben  so  wohl  die  hintere  Seite  der  Ilorizontalebene,  als  die 
obere  Hälfte  der  Vertikalebene  j  dennoch  kann  über  die  ßedeu- 
tflng  eines  Punktes  kein  Zweifel  entstehen ,  wenn  die  in  der  Ho- 
rizontalebene liegenden  Punkte  jederzeit  mit  einem  und  die  der 
Vertikalebene  angehörigen  Punkte  immer  mit  zwei  Accenten  be- 
zeichnet werden. 

Man  wird  bemerken,  dass  diese  graphische  Darstellung jier 
Coordinaten  und  Frojectionen  eines  Punktes  mit  der  in  der  de- 
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scriptiTen  Geometrie  ftblichen  AoiyMsnng  snaammenBiimmt  In 
der  That  sind  auch  beide  DarsteUoiigen  nicht  wesentlicli  verscMe- 
den,  und  .wenn  man  in  einer  descriptiv  -  geometrischen  Zeichnung 
die  sogenannte  Grandlinie  (den  Grandsehnitt)  als  xr- Achse  nimmt, 

auf  ihr  einen  festen  Ptinkt  0  wählt  und  die  in  einer  Vertikalen  lie- 
genden rrojectionen  I*'  und  I^"  eines  Punktes  durch  eine  Gerade 
verbindet,  welche  die  a:- Achse  in  L  senkrecht  sciineidet,  so  sind 
OL~x,  LP'  =  tj  und  LP'*  s=  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
deti  Punktes  P  im  Kaume. 

§.  3. 

Dai  polare  Coordinatenayatem. 

Fig.  4.  Der  Punkt     dessen  Parallelcoor- 

Z  dinaten  wieder  jr,  y  nnd  z  heissen  md- 

  gen ,  lEsst  sich  als  aar  Ebene  LOP  ge- 

P  \  hörig  betrachten  tmd  demgemSss  kann 

seine  Lage  in  dieser  Ebene  durch  die 

\  :  ebenen  Polarcoordinaten  OP^  r  und 

•iL  X  LPOA'=w  bestinunt  werden.  Um  fer- 


— ...-i^i  ner  die  Lage  der  veränderlichen  Ebene 

LOP  angeben  zu  können,  muss  man 
ihren  Neigungswinkel  gegen  irgend  'eine  feste  Ebene  in  Betracht 
liehen;  au  letaterer  wHhlen  wir  die  «y- Ebene  nnd  beaeichnen 
den  erwähnten  Neigungswinkel  mit  o.  Die  drei  Grössen  r,  9  nnd 
<D,  die  sogenannten  räumlichen  Polarco<>rdinaten,  bestim- 
men nun  die  Lage  des  Punktes  P  yoUkommen  unaweideutig,  so 
bald  man  festgesetzt  hat,  in  welcher  Weise  r,  (p  und  <a  gezählt 
werden  sollen.  Was  annSchst  oa  anbelangt,  so  mag  die  positive 
Drelmngsrichtung  diejenige  sein,  bei  welcher  die  positive  Seite 
der  a  i/- Ebene  auf  dem  kürzesten  Wege  in  die  positive  Seite  der 
Ebene  überführt  werden  kann,  für  gp  gehe  die  positive  Dre- 
hungsricbtung  von  dem  positiven  Theile  der  ;r- Achse  auf  dem 
kürzesten  Wege  nach  der  positiven  Seite  der  y 2 -Ebene  hin;  r 
endlieh  kann  entweder  im  absoluten  Sinne  oder  algebraisch  (d.  h. 
eben  so  wohl  positiv  als  negativ)  genommen  werden.  Geatattet 
man  dem  r  keine  verschiedenen  Yoraeichen ,  so  ist  9  von  0^  bis 
bis  180*  und  o  von  0*  bis  360^  au  aählen,  wenn  der  Punkt  P  die 
Ffl^ehkeit  erhalten  soll ,  jede  beliebige  Stelle  des  ganaen  unend- 
lichen Baumes  betreten  au  kennen,  will  man  aber  positive  und 
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negative  r  miilasMD  (was  nator  Umtläodeii  aothwendif^  werden 
kann),  so  erhalten  und  m  den  c^emeinschafUichcn  Spieliauui  von 
0*  bis  180». 

Sehr  einfach  sind  A'w.  Bezieliun-  ^ 

1       1  I       II-  , 

gen  zwiselien  di«»  ifclitwinkligen  und  ^ 

polaren  Coordiiiatcn  eines  Punktes 

aus  den  Dreiecken  OLP  und  LP'  l\  pi»«^,:: 

derengleicbnaniige  WinkelKechte  sind, 

ergeben  sich  die  IPormeln 


y^rsm^cotm,    ' 

welche  zum  Uebergange  von  dem  rechtwinkligen  zu  dem  polaren 
Systeme  dienen;  umgekehrt  ist 

=      H-  p  -I-  z» 


*  "  "  —  lo»i»=  — , 

y 

Sobald  man  sich  hier  Uber  das  Yorseichen  ron  r  entschieden 

hat,  finden  auch  tp  und  co  ihre  unzweideutige  Bebtimmuug,  es  bind 
nämlich  immer  diejenigen  Werthe  zu  nehmen,  wodurch  y, 
nach  den  Formeln  1)  berechnet,  die  Vorzeiclien  erhalten,  welche 
sie  thatsächlicb  besitzen.  Wären  z.  B.  gegeben  .r~~  4-  «,  y  =  —  fr, 
2  =  —  c,  WO  a,  6,  c  die  absoluten  Werthe  der  Coordinaten  be- 
deuten nnd  wird  r  positiv  genommen,  so  ist  cos  9  positiv ,  mithin 
9  zwischen  0^  nnd  96^  enthalten;  da  jetst  r  ^  positiv  aasfUUt, 
jrnnd  z  aber  negativ  sind,  so  muss  s»  so  gewählt  werden,  dass 
CQ9  CO  und  Hn  m  zagleich  negativ  sind ;  demgemäss  hat  man  fittr  m 

denjenigen  Winkel  zwischen  180^  nnd  270''  zu  nehmen,  dessen  Tan- 
c 

gente  =      ist.  Dasselbe  Kesultat  findet  sich  leicht  geometrisch, 

wenn  man  beachtet,  in  welchem  Octanten  des  Banmes  der  durch 

a:  =  «  ,  y  =  —  h  und  2  =  —  c  hestiunute  Punkt  liegt. 

Noch  wollen  wir  bemerken,  dass  das  besprochene  (Koordi- 
natensystem in  nahem  Zu^ammeuhauge  mit  der  gcograplii^ebcu 
Ortsbestiiumung  steht.  Denken  wir  uns  zunächst  nur  r  gegeben, 
so  ist  die  I^age  des  Punktes  P  noch  nicht  vollkönimen  bestimmt, 
vielmehr  kann  er  beliebig  auf  einer  mit  dem  Halbmesser  r  um 
den  Mittelpunkt  0  beschriebenen  Kugel  liegen;  es  bedarf  daher 
noch  einer  näheren  Angabe  seiner  I^age  auf  dieser  Fläche.  Stellen 
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Z 


wir  uns  letztere  auf  die  Weise 
entstuideii  vor,  dass  sich  ein 
In  der  opy«  Ebene  aus  demMit- 
telpnnkte  0  mit  dem  Halbmes- 
ser r  bescbriebener  Halbkreis 
um  die  x  -  Aebse  gedrebt  bat» 
so  ist  die  Ebene  der  xy  die 


L_\X  erste  Meridianebene  der  Ku- 


gel und  die  Ebejic  Nirgend 
eiue  spätere  ]\rcridiancbcne, 
deren  Lage  gegen  die  erste 
durch  deu  Neigungswinkel  m 
bestimmt  wird ;  letzterer  ist 
daher  nichts  Anderes  als  die 


geographische  Lftnge  des  Punktes  P,  Bei  jener  Drehoag 
beschreibt  femer  die  Achse  den  auf  der  Drehnngsachae  senk- 
rechten  grössten  Kreis,  d.  b.  den  Aequator,  mithin  ist  L  POQ 
die  geographische  Breite  des  Punktes  P  und  folglich  ip  das  Com- 
plement  der  Breite  oder  die  Poldis|tanK. 


Die  Entfernung  eines  Punktes  P  vom  Anfangspunkte  der  Co* 
ordinaten,  der  Radinsvector  des  Punktes  P<,  ist  offenbar  der 
Grösse  und  Biehtung  nach  bestimmt,  sobald  die  Ooordinaten  von 
P  gegeben  sind,  man  kann  daher  die  Aufgabe  stellen,  aus  den 
schiefwinkligen  Coordinaten  ,  ^ ,  ;  die  Lftnge  r  des  Radiusvector 
OP  tmä  die  Winkel  (ro:),  (ry),  (rz)  zu  berechnen,  welche  der- 
belbe  mit  den  Coordinatenachsen  einschliesst.  Behufs  der  Löbuug 
dieser  Aufgabe  erinnern  wir  an  ein  Paar  auf  rechtwinklige  Pro- 
jectionen  beztigliche  S.Htze.  Erstens  ist  bekannt,  dass  die  recht- 
winklige Projcction  einer  begrenzten  Strecke  5  auf  eine  Gerade 
g  durch  s  cos  {sg)  ausgedrückt  wird,  gleichgiltig,  ob  sich  die  6o- 
reden  s  und  g  schneiden  oder  nicht;  im  letateren  Falle  hat  man 
unter  L  (sg)  den  Winkel  lu  verstehen ,  den  zwei  durch  irgend 
einen  Punkt  gehende  Parallelen  zu  jenen  Geraden  mit  einander 


Oftae  und  Lage  das  Badiviveetor. 
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bflden  würden*).  Zweitens  weiss  man,  daw  die  rechtwinklige 
Projection  einer  gebrochenen  Linie  ABCDEF  auf  eine  Gerade 
CH  einerlei  mit  der  Projection  der  Geraden  AF  ist,  wobei  die 
Winkel  (AB,  LrJ/),  (BC,  GH),  {CD,  GH)  u.  ä.  w.  immer  nach 
einer  und  derselben  aus  der  Beseichnung  von  selbst  ersichtlichen 
Drehungsrichtung  gezählt  werden. 

Projioiren  wir  die  aus  den 
Strecken  OL  =  ar,  ZP'  =  y, 
P=z  bestehende  gebrochene 
Linie  OLP'P  rechtwinklig  auf 
irgend  eine  Gerade  g  im  Räume, 
80  setzt  sich  die  Projection  aus 
den  drei  Stücken  x  cos  h'g), 
y  cos  (j^g)y  z  cos  {zg)  zusammen; 
die  nämliche  Projection  muss 
aber  auch  stun  Vorschein  kom- 
men, wenn  die  Strecke  OP=sr  auf  dieselbe  Gerade  projicirt 
wird,  es  gilt  daher  die  Fundamentalgleichung 

r  cos  {rg)  =.  x  cos  {xg)     y  cos  {jgg)  -f-  z  cos  {zg). 

Für  die  willkürliche  Gerade  g  nehmen  wir  der  Beihe  nach  OB, 
OXf  OFf  OZ  und  erhalten  so  die  vier  Beziehungen 

l)    r  =  X  cos  {xr)  -f-  y  cos  {yr)  -J-  z  cos  (zr), 


*)  Wenn  die  beiden  Geraden  sich  schneiden,  ist  der  obige  Sats  in  den 
Elementen  der  Trigonometrie  unmittelbar  enthalten,  schneiden  sie  sieh 
nlebt,  so  erkennt  man  seine  Richtigkeit  auf  folgende  Weise.  Die  gegebene 


Fig.  7. 


Sireeke  sei  AB^s  und  OB^g  die  Ge< 
rade,  auf  welche  sie  projleirt  werden  soll; 
die  Projection  Ä*B'  kommt  dadurch  sa 
Stande,  dass  man  dnrdi  Ä  normal  zu  G£t 
eine  Ebene  legt,  welche  Gff  in  A'  schnei- 
det, nnd  auf  gleulie  Weise  durch  ß  eine  zu 
6  ff  normale  Ebene  legt,  welche  Gff  in  B' 

schneidet.    Zieht  irican  durch  A  parallel  zu  = —  

(1  H  ein©  Goiaile ,  welclic  der  zweiten  Nor-  ^ 
niulebene  in  C  bege«rnet,  so  i.st  AC=  A'  R\  weil  beide  Gerade  als  die  Ent- 
fernung- der  zwei  auf  GH  senkrechten  Ebenen  gelten  können,  ferner  ist 
AC  senkrecht  aur  Ebene  Bß'C,  mithin  L  ACß~^fi.  Hieraus  folgt 

A' ß'=zAC^AB  .co&BAC^s  cos{8g) 
wie  oben  behauptet  wurde* 
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r  cos  (xr)  =  x  y  COS  (yar)      z  cos  (rar), 

2)  ^  r  cos  (yr)  =s  a?  eos  (j/x)  ^  y  +  x  co«  («y), 

r  CM  (zr)  s  jr  CM  (arz)  ^  y  coi  (yz)  *!-  ^ 
in  denen  anseer  den  bekannten  Cooidlnatenwinkeln  die  vier  TJn- 
bekannten  r,  L  (xr)^  L  (yr),  L  (tr)  Torkommen.  Die  erste  der- 
selben findet  sich  dadureb,  dass  man  die  obigen  vier  Oleiebnn- 
gen  der  Reihe  naeh  mit  r,  y,  z  mnltiplieirt  und  die  Produkte 
addirt;  dabei  heben  sich  die  mit  (xr),  (yr),  (zr)  behafteten  Glie- 
der und  Cä»  bleibt 

3)  r«  =  x*  +  y*  +  2« 

+  2*iy  cos  (xi/)  -{-2x2  cos  {xz)  -f-  2f/z  cos  (f/z)- 
daraus  ergiebt  sich  r  selbst  durch  Ausziehung  der  Quadratwurzel, 
die  hier  im  absolaten  Sinne  zu  nehmen  ist.  Die  Gleichungen  3) 
liefern  nun  die  gesuchten  Winkel ,  nämlich 

ar  -f-  y  cos  (yx)  +  z  cos  (zx) 


4) 


COS  (xr)  : 
cos  (yr)  = 


cos 


r 

y  -j-x  cos  {xy)  ^  z  cos  (zy) 

,  .  z  X  cos  (xz)  y  eos  (uz) 
(zr)  =  i — ^  


da  r  im  absoluten  Sinne  geuoinmcn  wird,  so  hängt  das  Vorzeichen 
jedes  dieser  Quotienten  nur  von  dem  Vorzeichen  des  Zahitrs  ab 
und  hiemach  bestimmt  sieb  von  selbst,  ob  der  eine  oder  der  an- 
dere von  den  Winkeln  (jrr),  (yr),  (zr)  spitz  oder  stumpf  ist.  Dass 
keiner  derselben  grösser  als  180^  genommen  an  werden  braucht, 
ergiebt  sich  aus  den  obigen  Formeln  von  selbst  und  damit  über- 
einstimmend auch  aus  einer  leichten  geometrischen  Betrachtung. 

Noch  ist  au  bemerken,  dass  die  Winkel  (xr) ,  (yr),  (zr)  nicht 
unabh&ngig  von  einander  sind,  dass  vielmehr  aus  sweien  unter 
ihnen  der  dritte  gefunden  werden  kann.  Wäre  nämlich  L  (xr) 
gegeben,  so  würde  die  Richtung  des  liadiuyvector  nicht  hinrei- 
chend bestimmt  sein ,  derselbe  konnte  beliebig  auf  einer  geraden 
Kegelfläche  gewählt  werden,  die  den  Co<u  linatenanfang  zur  Spitze, 
die  ic- Achse  zur  Achse  und  den  gegebenen  L  (xr)  als  Winkel 
Ewischen  Achse  und  Seite  hat;  in  gleicher  Weise  kann  bei  gege- 
benen L  (yr)  der  Kadiusveetor  willkürlich  auf  einer  geraden  Ke- 
gelflltche  gesogen  werden,  welche  den  Coordinatenanfang  xum 
Mittelpunkte,  die  Achse  zur  Achse  und  L{yr)  als  Winkel  awi- 
sehen  Seite  und  Achse  hat«  Soll  nun  der  Radiusveetor  mit  der 
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jT* Achse  den  Winkel  (xr)  und  gleichzeitig  mit  der  ^- Achse  den 
Winkel  (i/ r)  einschliessen^  so  iiui^s  *  i  ;uif  beiden  KegelHaciien  zu- 
gleich liegen j  im  Allgemeinen  .schut  i'len  sieh  letztere  iu  zwei 
durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinateu  gehenden  Geraden, 
welche  die  beiden  möglichen  Lagen  von  r  angeben  und  zugleich 
L{zr)  zweideutig  bestimmen.  Die  entsprechen  Je  analjtische  Be- 
Eiehnng  erhält  man  dadurch,  dass  man  die  Gleichungen  3)  stt- 
nlichst  auf  x,  z  reducirt  und  die  gefundenen  Werthe  in  die  Glei- 
chung 1)  einaetxt;  zur  Abkürzung  sei  hierbei 

(cos  {xy)  =  y ,     eos{xz)=ß^  eo8{yz)-^a, 
^)  I  CVS  {xr)  =  ^,      cos  (yr)  =  cos  (zr)  =  j;^ 

man  erhält  dann  aus  Nr.  2)  die  drei  Ausdrücke*) 


6) 


X  =  : — r— I —  r^— : — 7=r-. —  


y 


1  +  ao/Jy 

-  («•  +  ^  +  )-') 

(I 

l  +  Sa|Jf  ■ 

-(a'  +  ^  +  r') 

(1 

—  ay)i  —  {a  —  ?i)i\ 

l  +  2o^y-(a*+^  +  y*) 
endlich  durch  Substitution  in  Nr.  I)  nach  Hebung  von  r  und  Weg- 
schaffung des  Bruches 

r       (i_«*)^»  +  (l-|3«)i7«4-(»-y^)^' 
7)  J  —  2  (er  ■  ßy) 2  (i5 «y)  U  -  2  (y  —  aß)^n 

Weit  einfacher  gestalten  sich  alle  diese  Ergebnisse  bei  dem 
rechtwinkligen  Coordinatensjstem,  fKr  welches  L{xy)  =:L(xz)=: 


*)  Die  in  den  obigen  Formeln  vorkommenden  Grössen 

l  +  2«|ly  — o^-^-y«, 
die  wir  der  Reihe  nach  ß%  y'  und  d*  nennen  wollen,  lassen  sieb  mittelst 
einiger  Formeln  der  sphilrisehen  Trigonometrie  anderweit  umwandeln.  Be- 
trachten wir  nSmlicb  die  Coordinatenwinkel  (^•),  (joz) ,  (xy)  als  Seitenwin- 
kel o,  bf  c*  der  von  den  Coordinatcnebeuen  gebildeten  ki^rperllchen  Ecke, 
und  beieichnen  wir  die  gegenüber  an  den  Kanten  OXj  0  Vy  0  Z  liegenden 
Neigungswinkel  mit  A,  //,  C,  so  ist  a'  =  cosa  —  €09  6  eas  e  und  aufolge  der 
Grondformel  der  sphärischen  Trigonometrie 

a*  =  (^f)s  A  ain  b'sin  c,    ß'  =  COS  ß  sin  c  sina,    y '  =  cos  C  sin  a  sin  b. 
Aus  der  bekannten  Formel 

1  4-  2  cos  a  cosjf  cos  c  —  w.s'  a  —  eos^  b  —  cos*  c 

sin*  b  ün*  c 

folgt  weiter  durch  Vergleich  mit  dem  Obigen 
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Z.  (yz)  =  9<y»  mühin  02=/}=!  jrs=sO  ist;  an  die  Stelle  der  Olei- 
chnngen  3)  treten  jetit  die  folgenden 

8)  ■  rco#(»rr)  =  ar,     reos{yr)=y^  rcos{zr)=zz^ 
nnd  bedeuten  geometriscb ,  dess  die  reehtwinkligen  Coordinaten 

eines  Punktes  als  die  normalen  Projectionen  seines  Vectors  auf 
die  Achsen  betrachtet  werden  können  j  die  i'ormelu  6)  und  4) 
lauten 

9)  r  =  ^-f 


10) 


cos  (yr)  =:  — s= 


z 


endlich  ergiebt  sich  aus  Nr.  7)  die  Beziehung  4*  +  ij*  +  ^*s=  I  oder 

1 1)    CO«*  (jcr)  +  cos*  (yr)  +  cos*  («r)  =  I. 

Man  erhält  auB  letzterer,  wenn  die  Winkel  (d;r),  (j^r),  {zr) 
kurz  mit  ^,  ^  und  %  bezeichnet  werden, 

cos  X  =  -}-  roÄ*  Tp)  =  ^ —  cos  (93  —  T|;)  cos  {(p ^) ; 

hiernach  ist  cos  ^  mithin  ancli  ^  unmöglich,  wenn  sowohl  9?  — 
alti  g?  4"  ^  weniger  ahs  9(/  }>etrHgtj  für  (jp  +  i|;  =  90^  wird  cos  1 
=  0  mitbin  %  eindeutig  =  90^;  liegt  endlich  (p  —  1^  im  ersten 
und  q>  -j-  \lf  im  zweiten  oder  dritten  Quadranten,  so  wird  x  reell 
nnd  zweideutig  ,  weil  die  oben  vorkommende  Quadratwurzel  eben 
so  wohl  positiv ,  als  negativ.genommen  werden  kann*  Diese  Be- 
merkungen sind  geometrisch  leicht  zu  verificiren ,  wenn  man  be- 


oder  bei  Aussiehung  der  Warsei,  welche  wir  im  absoluten  Binae  nehmen, 
dssisin  AHnb  sine  ==£  sin  S  tine»iua  =  sinC9ina9imb. 
Zwischen  den  Grössen      /I',  y',  9  besteht  demnach  die  Proportion 
tt' :  ß*  X  y'  i  9  s=  ein  J  z  eoi B :  eotC  1 1, 

Denken  wir  uns  ferner  von  0  aus  auf  den  Achsen  OX,  OV,  OZ  drei 
Strecken  abgeschnitten,  von  denen  jede  der  Längeneinheit  gleich  ist,  und 
construiren  ein  Parallelopiped,  dessen  Kanten  jene  Abschnitte  sind,  so  be- 
sitzt die  in  der  .ry- Ebene  liegende  Basis  desselben  den  Flächeninhalt  sine, 
die  Höhe  des  Paralleopiped  ist  sin  b  sinA^  mithin  sein  Volumen  sine  sinb 
sin  A.  Man  erkennt  hieraus  die  geome^ische  Bedeutung  des  später  oft 
wiederkehrenden  Auadrucks 
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achtet,  unter  welchen  Umstiinden  die  Torhin  erwMhnten  Kegel - 
flächen  keine  Gerade  gemein  haben,  sich  längs  einer  Grcraden  be- 
rühren oder  schneiden. 

§.  5. 

Zwei  Punkte  im  Eaume. 

Wenn  zwei  Punkte  P  und  Pi  durch  ihre  Coordinaten  dr,  y,  z 
und  sc^j  Z|  gegeben  sind,  so  kann  man  zunächst  die  Formeln 
des  Yorigen  Paragraphen  auf  jeden  einselnen  Punkt  anwenden, 
ausserdem  tritt  noch  als  neu  hinsu  die  Frage  nach  der  Grösse  und 
Bichtung  der  verbindenden  Geraden  PP^  ^  9  und  die  Bestimmung 
des  Winkels  POP^,  den  die  Vectoren  OPt=r  und  OP^^r^  mit 
einander  bilden. 

Zur  Beantwortung  der  ersten  Frage  denken  wir  nns  durch 
P  drei  Gerade  parallel  zu  den  Coordiiiatenachsen  gele«^t,  nfniilich 
PX'  l/OX,  Pr  l/OY,  PZ'  l/OZ  und  betrachten  diese  Parallelen 
als  die  Achsen  eines  neuen  Coordinatensystemcs  mit  dem  Anfangs- 
punkte P.  Nennen  wir  so\  y\  ^'  die  Coordinaten  von  Pi  In  Be- 
aiehung  auf  dieses  secundäre  System,  so  ist  aus  nahe  liegenden 
Grttnden 

ferner  kann  8  als  Radiusvector  des  Punktes  Pj  rücksichtlich  des 
neuen  S jstemes  angesehen  werden ,  mithin  gelten  jetzt  alle  For* 

mein  des  vorigen  I'aragraplien  wieder,  wenn  für  r,  und  .r',  y\  z' 
für  .f,  z  gesetzt  werden.  Durch  nachherige  Substitution  der 
Werthe  von  x\  y\  z'  gelangt  man  auf  diese  Weise  zu  den  folgen- 
den Formeln,  in  denen  wieder  a,  jS,  y  zur  AbkiU'zung  für  cos  ij/z)^ 
cos{xz)  und  cos(xy)  gebraucht  worden  sind: 

1)  +  (y.~y)«+(z,--z)«  +  2(a',-aO(y,--y)y 

+2  (ar,  —x)  («,  — z)  /J  H-  2  (yi  —y)  (z,  — a . 
^1        +  (//i  — ^)  >'  +     -  ß 


2) 


cos  {a:s)  = 

9 

COS  (j,*)  =  y'-y  +  (^--'')>'  +  (^'-*)« 

cos 


Um  zweitens  LPOP^—  L  (rr,)  zu  bestimmen,  projiciren 
wir  r  rechtwinklig  auf     und  bemerken ,  dass  die  nämliche  Pro- 
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jeetion  sum  Vonohem  kommt,  wenn  statt  r  »  OJP  die  gebrochene 
Linie  OLP^P  BXif    projicirt  wird;  dies  giebt 

r  cos  (rr,)  =  x  cos  (ar,)  -|-  y  cos  {yr^)      2  COS  («r,), 
hier  siiui  noch  die  Werthe  von  cosixr^)^  cos(y;-,),  ro5(rr, )  ein- 
zusetzen, welche  man  aus  den  Formeln  des  vorijjen  l*ara«^raphen 
unmittelbar  erhält,  indem  mau  r,  für  r  schreibt.   Nach  Division 
mit  r  findet  sich  auf  diese  Weise 

(CM  (rr,)  sss 

worin  man ,  wenn  es  nÖthig  ist ,  die  Werthe 


Rubstituiren  kaiiii.  Will  man  ro«?  nicht  durch  die  Coordinaten 
von  P  und  /*, ,  sondern  durch  die  Winkol  darstellen,  welche  einer- 
seits r,  andererseits  mit  deu  (Joordinatenachsen  einschiiesseOi 
so  setze  man  wieder 

cos  («r)  =  I  ,       cos  ipr)  =     ,       eoi    r)  =s 
co#(a?ri)=|,,       co*(yri)=!iyj,  co*(zr,)=6, 
nnd  drücke  ar,    z  dnxch  {,  ij,  t  ft^s,  ebenso     ,  y, ,  Z|  duroh  tt, 
^1 )    f  vi®  di®^  ^®  Formeln  6)  des  vorigen  Paragraphen  lehren. 
Besseichnet  man  für  den  Augenblick  die  Grdssen 

«— r  —  ctß 

der  Keihe  nach  mit  a\  ß\  y\  ferner 

mit  «",  /S",  y",  und  den  Ausdruck 

mit  fi ,  so  sind  die  Werthe  von     y »  z,     >  yi «  ^ 

y  ^  r,     yj  =  r», 

— «_5   y    —   Ii  —  «  ^1  ^ 

z  r,   ^1» 

und  diese  wären  in  die  Gleichung  3)  einzusetzen.  Auf  gewöhn- 
lichem Wege  ausgeführt,  würde  diese  Substitution  einen  äusserst 
weitUtnfigen  gebrochenen  Ausdruck  liefern  >  dessen  Zähler  aus 
nicht  weniger  als  81  Glieder  bestände,  nnd  man  würde  einige 
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Mlllie  haben«  die  Fomel  in  ilire  einfachste  Gestalt  an  bringen; 
dagegen  gelangt  man  dnreh  folgende  Bemerkung  leicht  zum  Ziele. 
Wenn  man  sich  die  sUmmtlichen  in  der  Grleiebnng  3)  Torkommen- 
den  Produkte  xx^^yyi  a.  s.  w.  nach  Substitution  der  obigen  Werthe 

entwickelt  denkt ,  so  erhält  man  nach  Hebung  von  rr,  einen  Aus- 
druck von  der  form 

worin  die  Coefficienten  ....  C"  nur  von  den  Coordinaten« 

winkeln  abh&ngig  sind  und  sich  bei  wirklicher  Ausrechnung  von 
selbst  finden  würden.  Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  bleibt  die- 
selbe» wenn  rundri  gegen  einander  vertauscht  werden  \L{rr^ 
=  Z.  (r^r)],  es  muss  folglich  die  rechte  Seite  die  n&mliche  Eigen- 
schaft besitsen,  also  nngt^'indert  bleibeui  wenn  {  mit  {i  und  gleich- 
zeitig 71  mit  ly, ,  sowie  J  mit  yertauseht  wird;  man  erkennt  hier- 
aus, dass  der  Cocfficient  von  derselbe  sein  muss,  wie  der  von 
1, 1^,  d.  h.  C  =  C",  und  dass  ebenso  B'  —  B'\  A'  =  A"  ist;  die 
Formel  lautet  hiernach 

cos  (rr,)  =  i  [AU,  +      1?.  +  C^,  +  A'  {rit,  + 1?.  Ö 

Da  die  OoeMcienten  C  von  der  individuellen  Lage 

der  Veetoren  r  und  unabh&ngig  sind ,  so,  kann  irgend  eine  spe- 
cielle  Richtung  der  letateren  aur  Bestimmung  von  A^  B . , ,  C*  die- 
nen; so  muss  a.  B.  in  dem  Falle,  wo  L  (rr|)  =  0,  also  |t  =  lt 
fl^^ri,  wird,  diejenige  Gleichung  zum  Vorschein  kommen, 

welche  jederzeit  zwischen  den  Grössen  |,  1;,  J  besteht  (Nr.  7  im 
vorigen  Pfiragraphen).  Nun  giebt  die  obige  Formel  bei  dieser 
Specialiäirung 

1  =  i  [Äff  +  Bff  +  Ce  +  +  aP'|t+2C'ti,] 

und  wenn  man  diese  mit  der  erwähnten  Beaiehnng,  nftmlich 

1  =  1  [«"  4*  + /5"  V -h  y"  r  -  2 a  t/ ^ -  2/3 '  Ii:- 2y' i,] 

ausammenhftlt,  so  ergeben  sich  die  Werthe 

A'sss^tt'n^      B'=s^ß'fi,      C*  =  — y>; 
die  gesuchte  Formel  lautet  demnach 
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«>*  ('•'•.)  =  ^  [«"«.  +  ß"nn,  +  i  £&  -  «'  («jü  +  %0 
-|J'(l&  +  l.ö-_)''(«').  +  «,^)l 

o^er  auch  vermöge  der  Bedeutungen  von  y\  o",  j3",  y"  uud 

(1  +  2  a -  «« —  jS»  —  y*)  ro.*?  (r r,) 

(1  -  «•) II.  +  (i  -  /S*)     4-  (I  -  y^; 

-  ( «  -  ^  y)  (i?  f ,  +  12  i  Ö  -    -  « y)  (I  &  +  4 ,  Ö 

—  (y    ««(|t/, +  1.1?). 

Fttr  rechtwinklige  OoordinateD  hat  man  weit  einfacher 


6)  K 


6)  s^]/{x,-  xf  +  (y,     i^)*  4-  (z,  -  zy 

cot  {xij 

Vi  ~  y 


7)  { 


C08  {tfs)  z= 


ro»  (zs)  =   s= 


z 

ferner  aus  Nr.  3) 

8)  ^(rr.)=^^'  +  ^^'+"' 


rr, 


endlich  aU  apeciellen  Fall  von  Nr.  5) 

co*(rr4)  =  |{, +       + t& 
oder  ohne  Gebrauch  der  Abkürsungen 

Qxf  CM(rr.)=r 

\cos  {xr)  cos  (.<•/•,)  4-  cos  {yr)  cos  (yr,)  -|-  cos  (zr)  cos  (zr,). 

Die  Verbindung  mehrerer  Punkte  im  ltaiim<»,  z.  B.  ein  räum- 
liches Polygon,  kann  immer  als  successive  Verbindung  von  je 
zwei  Punkten  aufgefasst  werden,  es  liegt  daher  keine  Veranlassung 
vor,  die  obigen  Betrachtungen  auf  mehr  aU  swei  Punkte  aus- 
audehnen. 
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Zweites  CapiteL 
Die  gerade  Linie  im  Baume. 


§.  6. 

Die  Gleiehnngen  der  Oeraden. 

^Venn  ein.  Punkt  Py  dessen  schiefwinklige  Projeetionen  auf 
die  Coordinatenebenen  durch  die  Coordinaten  x  und     x  und 
y  und  z  bestimmt  sind ,  seine  Lage  im  Baume  Undert,  so  bewegen 
sich  auch  seine  Projeetionen,  und  wenn  P  die  gerade  oder  krumme 
Linie  s  durchläuft,  so  beschreiben  die  Projeetionen  P*,  P",  P'"  ge- 
rade oder  kruiiiiüL  Linien,  welclie  >vir  der  Keilie  nach  mit  s\  s", 
s"  bezeichnen  und  die  Projeetionen  der  Linie  s  nennen.  Erinnert 
man  sich  nun,  dass  bereits  dureli  zwei  Projeetionen  eines  Punktes 
die  drei  Coordinaten  desselben  gegeben  sind  und  damit  zugleich 
die  übrige  dritte  Projection  bestimmt  ist,  so  übersieht  sich  leicht, 
dass  ans  zweien  der  Projeetionen  $\  s'\  s'"  die  dritte  abgeleitet 
werden  kann,  dass  mitbin  die 
rSumliche  Curre  t  durch  ir- 
gend zwei  ihrer  Projeetionen  be- 
stimmt wird.  Sind  z.l3.  die  Pro- 
jeetionen s'  und  /'  ge«reben,  so 
lege  man  durch  einen  beliebi- 
gen Punkt  L  der  a;- Achse  eine 
Ebene  parallel  der  yz- Ebene; 
die  genannte  Hilfsebene  sebnei- 
det  die  Linie  s'  in  einem  Punkte  P',  ebenso      in  einem  Punkte 
P";  diese  Funkte  sind  die  Projeetionen  des  Punktes  P  im  Baume, 
welchen  man  dadurch  erhält,  dass  man  in  der  Hüfsebene  das  Pa- 
rallelogramm LP'  PP*'  aus  den  bekannten  Seiten  lP'=y  und 

Anal.  Gcoin.  ü.  3 


Pig.  b. 
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lP"^t  eonstniirt;  giebt  man  nun  der  willktfrliehen  Entfernung 
OLtssx  alle  mögliehen  Wertbe,  so  erhftlt  man  anf  diese  Weise 
alle  möglichen  Punkte  der  Linie  Ganz  Xhnlich  wäre  dae  Ver- 
fahren, wenn  zwei  andere  Projectionen  von  s  als  g(  ben  angese- 
hen würden.  Diese  geometrische  Betraehtnng,  die  uanu  ntlich  für 
(Ion  l^'all  eines  rechtwinkligen  foordinatensystemes  nüt  der  de- 
scriptiv -geometrischen  AufTa.ssuMg  völlig  übereinstimmt,  ist  leicht 
analytisch  auszadriicken ,  indem  man  beachtet,  dass  die  ebene  Li- 
nie s  durch  ein»  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  OL==x 
und  LP'  irgend  eines  ihrer  Punkte  P\  ebenso  die  Linie 
durch  eine  Gleichung  awischen  den  Coordinaten  OL^x  und 
LP" eharakterisirt  wird;  eine  Linie  im  Baume  ist  demnach 
bestimmt  durch  awei  Gleichungen  swischen  je  zwei  Coordinaten 
eines  beliebigen  Punktes  von  ihr,  und  zwar  bedeutet  eine  Glei- 
chung zwischen  x  und  y  die  Gleichung  ihrer  Projection  anf  die 
ary- Ebene,  eine  Gleichung  zwischen  a-  und  i  die  Gleichung  ihrer 
Projection  anf  die  .ri- Ebene,  endlich  eine  Gleichung  zwischen 
y  und  z  die  Gleichung  ihrer  l*rojection  auf  die  //2-Jibene.  Elimi- 
nirt  man  :c  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen,  so  muss  man  die 
leiste  erhalten ,  ebenso  könnte  man  aus  den  Gleichungen  zweier 
anderen  Projectionen  die  Gleichung  der  noch  ttbrigen  Projection 
ableiten. 

Um  diese  allgemeinen  Erörterungen  auf  die  Gerade  im  Räume 
anauwenden,  bedarf  es  nur  der  Bemerkung,  dass  in  diesem  Falle 
sKmmtliche  Projectionen  gerade  Linien  sind ;  denkt  man  sich  dem- 
nach die  Gerade  durch  ihre  Projectionen  anf  die  xy  und  xz  -  Ebene 

bestimmt,  wie  es  künftig  in  Uebereiustinjinung  der  descriptiven 
Geometrie  meistentheils  geschehen  wird,  so  sind  die  Gleichungen 
ihrer  Projectionen  oder,  wie  man  kurz  zu  sagen  pÜegt,  die  Glei- 
chungen der  Geraden : 

1)  y  —  Bxi-b,       zz=Cx  +  c. 

Aus  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  kennt  man  die 
Bedeutung  der  vier  Oonstanten  i?,  d,  (7,  r;  es  ist  nimlieb,  wenn  i' 
die  Projection  der  Gnaden  auf  die  Ebene  und  t"  ihre  Pro- 
jeetion  auf  die  dP;;- Ebene  bezeichnet: 

Bsinjxy)    _      ,  .  Csinjxz)   ,  , 

^    l+Bcos{xy)-^'"'^"'^^  l-\^Ccos{xz)^^^' 
femer  sind  b  und  c  die  Abschnitte  OA'  und  0A'\  welche  die  Pro- 
jectionen s'  und  s"  auf  den  Achsen  der  y  und  der  z  bilden  oder 
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aaeh  die  Coordinaten  des  Pnnktee  Ay  ib  welchem  die  Gerade  die 
yz- Ebene  Bchneidet.  Nennen  wir  in  Uebereinstimmung  mit  der 
descriptiven  Geometrie  die  Durehselinitte  einer  Geraden  mit  den 
ProjefstionBebenen  die  Spuren  der  Geraden,  so  können  wir  b  und 

c  kurz  als  die  Coordiuatcii  der  yz  -  »Spui  unherer  Geraden  bezeich- 
nen. Nicht  überÜüääig  ist  hierbei  die  Bemerkung,  dass  die  Ooef- 
ficienten  B  und  C  die  Richtungen  der  Projectionen ,  mithin  auch 
die  Richtung  der  Geraden  im  Kaume  beätimmen,  während  b  und  c 
den  Punkt  der  yz- Ebene  angeben,  durch  welchen  die  Gerade 
geht;  läast  man  demnach  B  und  C  ungeändert ,  giebt  aber  b  und  c 
andere  and  andere  Werthe,  so  erhält  man  die  Gleichungen  eines 
Sjstemes  paralleler  Geraden;  nimmt  man  umgekehrt  b  und  c  con- 
staut,  dagegen  fttr  B  und  C  der  Reihe  nach  yerschiedene  Werthe, 
so  hat  man  die  Gleiehungen  von  Geraden,  welche  ausammen  einen 
Strahlenbüschel  ausmachen ,  dessen  Mittelpunkt  in  der  yz  -  Ebene 
liegt. 

Ganz  ähnlich  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  die  Gerade  durch 
zwei  andere  Projectionen  bestimmt  wird;  wühlt  man  hierzu  die 
Projectiouen  auf  die  yx  und  ^2 •Ebenen,  so  sind  die  Gleichungen 

3)  ar=^,y  +  a|,  «=C,y  +  Ci, 

wo  ai  und  c,  die  Coordinaten  der  0:2 -Spur  bedeuten;  endlich  hat 
man  aur  Bestimmung  der  Geraden  durch  ihre  Projectionen  auf  die 
Ebenen  xx  und  yt 

4)  a?=s^,2  +  flt,         y  =  ^,«+*,, 
wo  fif  Coordinaten  der  ^ry  •  Spur  sind. 

Wie  sich  nach  dem  Einguu^s  Gesagten  von  selbst  versteht, 
können  aus  einem  der  Gleichungensysteme  1),  3)  und  4)  die  bei- 
den anderen  hergeleitet  werden;  gehen  wir  von  den  Gleichungen 
I)  aus,  weil  sie  der  descriptiv  -  geometrischen  Anschauungsweise 
am  nächsten  liegen,  so  können  wir  zunächst  x  durch  y  ausdrücken 
und  den  gefundenen  Werth  in  die  fttr  z  geltende  Gleichung  sub- 
stituiren;  wir  haben  so 

16  C     ,  bC 

ans  der  Vergleichung  mit  Nr«  8)  erhalten  wir  für  die  Coefficienten 
^ ,  C|  die  Werthe 

und  £Ur  die  Coordiuateu  der  a:z-Spur: 
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5)  -«.=-5:. 


bC     eB  —  bC 


Anf  aualoge  Weibe  bilden  wir  aus  den  Gleichungen  1)  die 
folgenden 

e 


1 


und  erhalten  durch  Vergleichmig  mit  Nr.  4) 

l 


aowie  ittr  die  Ooordmaten  der  xy-Bpra: 


6)  «.-=--e' 


6 


eB 


Die  vorigen  allgemeinen  Formeln  erleiden  in  dem  Falle  eine 
Modification,  wo  dir-  Oerade  einer  oder  zweien  der  Coordinaten- 
ebenen  parallel  liegt,  ist  sie  parallel  zur  a:y-  Ebene»  wie  2*  B.  die 
Gerade  i>£,  so  sind  ihre  Projeetionen  auf  die  Ebenen  xz  und  yz 

parallel  XU  den  Achsen  der  d?,  resp* 
nnd  es  gelten  dann  die  Besie- 
hangen 

y=Bx+b,  z^c, 
wo  OB  =  CD  =  b  und  0  C^-  EA 
~  c.  Symetrihicher  gestaltet  sich 
die  erste  Gleichung,  wenn  man 
den  Abschnitt  CE^  OA  in  Rech- 
nung bringt;  für  0^=a  hat  man 

als  Gleichungen  jener  Geraden.   Der  Punkt      ist  die  a?r-8pur 

und  dor  Punkt  6 c  die  yz-Spnr  der  Geraden,  die  .ry- Spur  lallt 
ins  Unendliche ;  eben  deswegen  wurden  sich  in  diesem  Falle  die 
Gleichungen  der  Geraden  nicht  unter  der  Form  von  Nr.  4)  dar- 
stellen lassen.  Für  eine  der  0:2; -Ebene  parallele  Gerade,  wie  8.B. 
DFy  hat  man  in  entsprechender  Weise  die  Gleichungen 


X  .  z 
ü  c 


wo  ab  die  d^y-Spur  nnd  eb  dieyz-Spnr  ist;  eine  der  ^2; -Ebene 
parallele  Gerade,  wie  s.  B.  EF,  wird  dargestellt  durch  die  Glei- 
chungen 
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ihre  a\t/  und  ihre  .rr- Spuren  sind  die  Punkte  ab  und  ar. 

Ist  die  Gerade  zweien  der  Coordinateuebenen  zugleich,  d.  h. 
einer  der  Coordinateuacbsen  parrallol,  »o  vereinfachen  sich  die 
obigen  Gleichungen  noch  weiter.  So  hat  man  fUr  die  Gerade 
J>G//OX 

y  —  b^      t^c^   {x  beliebig) 
und  der  Funkt  d  c  ist  die  einaige  in  diesem  Falle  vorhandene  Spur; 
eine  Farallele  znr  y-Aebse  (a«  B.  £G)  wird  in  gleicher  Weise 

durch 

charakterisirt ,  eine  Parallele  zur  r  - Achse  {FG)  durch 

Daran  schliesst  sich  die  Bemerkung ,  dass  von  den  drei  Glei^ 

r 

cbungspaaren 

y:=^^^  und  ;e  =  0, 
=s  0   „    «  =s  0, 
ar  =  0    „  1/^-0, 
das  erste  die  o:- Achse,  das  zweite  die  ^- Achse  und  das  dritte  die 
2-Aclisc  bezeichnet. 

Bei  oiiiem  rechtwinkligen  Coordinatensystein  vereinfachen 
sich  nur  die  Formeln,  in  denen  die  Coordiuateuwinkel  vorkommen; 
ans  Nr.  2)  z.  B.  wird 

B  z=.  tan  (sx) ,       C^ssUm  {s"x) 
und  abnlich  lauten  die  Werthe  von  Ji  und  (7|  in  Nr.  3) ,  sowie  die 
von  Ji  und      in  Nr.  4). 

Die  bisber  entwickelten  Formeln  geben  die  Winkel,  welche 
die  Projectionen  der  Geraden  mit  den  Achsen  einscbliesseu ,  nicht 
aber  die  Winkel,  welche  die  Gerade  selbst  mit  den  Achsen  bildet. 
Um  letztere  zn  finden ,  denken  wir  uns  durch  den  Aulangspunkt 
der  Coordinaten  eine  Parallele  zu  der  gegebenen  Geraden  gelegt 
nnd  auf  dieser  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  aus  eine  be- 
liebige Strecke  r  abgeschnitten ,  deren  Endpunkt  die  Coordinaten 

z  beaitsen  möge.  Die  Winkel  (sar),  («y),  welche  die  ur- 
sprüngliche Gerade  mit  den  Achsen  bildet,  sind  nun  einerlei  mit 
den  Winkeln  {rx) ,  (r  t/) ,  {rz)  und  diese  lassen  sieb  nach  §.  4  be- 
stimmen ;  man  bat  unmittelbar 
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cos 


cos 


X  +  y  cos(t/x)     z  cos  (zx) 
($x)  —  C09  (r  jt)  ä  2  ^  i — ' , 


WO 


3xy  CO«       +  Sxz  eoi  (xz)  -|-       <?0'  (y^)* 
Hier  ist  nur  noch  die  Bedingung  Binsusnftigeii,  damf  die 
Strecke  r  parallel  der  Geraden  s  Axaeh  den  Coordinatenanfang 

geht;  nun  sind  ffberfaanpt  die  Gleichungen  einer  durch  den  An> 

langspuukt  der  Coordiiiaten  gehenden  Geraden 

y=P,  .r,  r"r,.r, 
und  wenn  diese  der  urnpruiigliclien  (jeraden  parallel  lieg-en  soll, 
80  müsäeu,  wie  schon  erwähnt,  die  l^ojectionen  parallel  sein,  also 
die  Bedingungen 

Bi=^B  und  r,  =^  (7 
statt  finden,  so  dass  die  gesachten  Gieichmigen  lauten 

y^Bx  und  z^Cx, 
Kaeh  Substitution  dieser  Werth e  gehen  die  rorbin  aufgestell- 
ten Formeln  in  die  folgenden  fiber 

,    .      1  +  ^  CO*  iyx)  +  C  eos  {zx) 

7)  ^eos  {sy)  s=  , 

,  \      6'  +  cos  Ixz)  4-  B  cos  (yz) 
cof(Äz)=  i-^ig  

wobei  sur  Abkttrxung  geseütt  wurde 

8)  Dc=yi  +  B^J^C^-\'2Bcs{xij)-^^iCes(xz)+^BCcs{yz), 

Für  rechtwinklige  Coordinatcn  iiat  mau  eiuiacher 

e4H  {sx)  = 


9) 


eos  {sy)  = 
eos  {sz)  = 


woraus  u.  A. 


B 
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-^cosisy)  cos{sz) 
COS  {sx)  cos  (sx) 

Man  kann  diese  Werthe  in  die  Grleiehnngen  der  Geraden  ein- 
setaen,  wenn  man  unmittelbar  die  Winkel  awischea  ihr  nnd  den 
Achsen  in  Bechnnng  bringen  will;  fUr  iL(#a;)cs<r,  L{8y)=iß^ 
L  (sz)  ~-  Y  erhftlt  man  so 

cos  ß  cosy  . 

cos  a  cos  a 

als  Glciclmng  einer  Gei  a  l  welche  in  der  durch  die  Wiukel  er, 
ß,  y  bestiiniuteii  Kichtuug  iluich  don  Punkt  be  der  c/r- Ebene  {▼eht. 
ÖüUto  die  (feiatle,  statt  durch  den  Punkt  hCy  allgemeiner  durch 
irgend  einen  gegebeneu  Punkt /'^A  des  Kaumes  gehen,  so  müssen 
b  nnd  e  so  gewählt  werden,  dass 

^     cos  9i  COS  a'  ^ 

man  findet  hieraus  die  Werthe  von  b  nnd  c,  sowie  nachher  als 
Gleichnngen  der  Geraden 

n\  cos  ß .        .  1.     ^^Yt  f\ 

'  '      cos  a  cos  a 

Dies  ist  eine  ikuik ntlicli  in  dvx  aiialytisc-lion  Mechanik  hauhg  ge- 
brauchte Form  der  Gleichungen  einer  Geraden. 

§.  7. 

Verschiedene  Bestimmuugsweisen  einer  Geraden. 

X.  Parallele  an  einer  gegebenen  Geradeu.  Wenn 
dnreh  einen  gegebenen  Punkt  fgh  eine  Parallele  au  einer  gege- 
benen mittelst  der  Gleichnngen 

1)  ysssBx+b^  zzszCx'^c 

bestimmten  Geraden  gelegt  werden  soll,  so  beaeichne  man  die 
Gleichnngen  der  gesuchten  Geraden  vorlSufig  durch 

y  =         +  ft, ,  Zs=  Cx 

mul  bestimme  die  vier  Unbekannten  ,  6, ,  C, ,  <'i  auy  den  gefor- 
derten iiodiugungen.  Einorscits  hat  man,  weil  die  Gerade  durch 
den  gegebenen  Punkt  gehen  soll 

andererseits  wegen  der  parallelen  Lage  beider  Geraden 

Bt:=B  und  6',  =  a 
Entwiekelt  man  aus  diesen  Tier  Gleichungen  die  Werthe  der 
yier  Unbekaiinten,  so  folgt  durch  deren  Substitution  in  Nr«  1) 
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2)  ^^Bx-^-  g  —  Bf,         z=zCx  +  k  —  Cf, 
oder  in  Bymmetrbcherer  Form: 

3)  y  —  g=^B{x—f),  z^h^C{x  —  f). 
Dies      flir  jedes  beliebigefl  Coordmatensjetem;  beim  reehtwiok- 

Ilgen  System  kommt  man  auf  die  Oleicbnngen  II)  des  vorigen  Pa* 
ragrapheu  zurück,  wenn  hihu  B  und  C  diircli  die  Winkel  ausdrückt, 
welche  die  gegebene  Gerade  mit  den  Coordinaienachsen  einscbliesst. 
n.  Gerade  durch  zwei  Punkte,    Bezeichnen  wir  mit 

4)  ys=Äa;  +  ft,  z=:Car  +  c 

die  Gleichungen  der  gesnebten  Geraden,  welche  durch  diegeg;e- 
benen  Ponkte  /i^i^i  und  f^g^h^  gebt,  bo  sind  die  yier  Unbeksim- 
ten  bf  C,  e  mittelst  der  folgenden  vier  Gleichungen  zu  bestimmen 
ffi^Bf.-^-b,  \=^Cf,+c, 
gt^Bft  +  6,  *  K^Cf^  +  r, 
welche  die  analytischen  Ausdrücke  der  angegebenen  Bedingungen 
sind.  Man  findet  ohne  Mühe 

b  9t  —  9i   ft9t  —  fiOt 

/j  *t  —  *>       ,  fih  —  f%K 

und  folglicb  sind  die  Gleiebungen  der  gesuebten  Geraden 

dieselben  drücken  ,  eiuzt  In  betrachtet,  den  unmittelbar  einleuch- 
tenden Satz  aus,  dass  die  IVojectionen  der  gesuchten  Geraden 
durch  die  gleichnamigen  Projectioneu  der  gegebenen  Punkte  gehen. 

Je  nach  Bedürfniss  kann  man  den  Gleichungen  ö)  noch  andere 
Formen  ertheüen,  z.  B. 

oder 

y^9w^jr—  j  (tr— A)»     «  —   -yi^—ft) 

Ii  — h  fi — A 

und  am  elegantesten 

y--9M       — A'      z~ht    x  —  ft 
Die  vorstehenden  Gleichungen  lehren  auch  die  Kelationen 
kennen,  welche  zwischen  den  Coordinaten  dreier  Punkte  ApiAi, 
A^t^t       A^i^t  statt  finden  müssen,  wenn  diese  in  einer  geraden 
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Linie  liegen  sollen.  Hierzu  ist  nämlich  erforderlich,  dass  der  dritte 
Punkt  auf  der  durch  die  beiden  ersten  Ponkte  gehenden  Geraden 
Hege,  dass  also  seine  Coordinaten  den  Gleichungen  6)  genügt; 
die  fragliche  Bedingung  ist  demnach  in  den  beiden  Gleichung cii 

93—9%         A  -  fl  '  ^'3         ^^2  "      A  —  fi 

entlialten,  welche  geometrisch  l)e<leuten,  da.ss  im  vorliogoiulon  Falle 
die  gleichnamigen  Projectioneu  der  drei  Punkte  in  je  einer  Gera^ 
den  liegen  müssen. 

§.  8. 
Zwei  Gerade. 

Wenn  zwei  Gerade  im  Räume ,  deren  Gleichungen 

j)  y—Bir-\-b,  r  =  Cr  -f-  c, 

sein  mögen,  nicht  parallel  laufen,  k  iiunn  sie  sich  entweder 
schneiden  oder  an  einander  vorbeigehen,  ohne  irgend  einen  Punkt 
gemein  zu  haben.  Um  diese  Fälle  analytisch  zu  sondern,  bestim- 
men wir  zunächst  die  Durchschnitte  der  gleiclinamigen  Projec- 
tionen  beider  Geraden ;  aus  den  Gleichungen 

yT=  Bx'\'b  und  y=B|j:  +  ^i  • 
finden  wir  als  Coordinaten  x  und  y  des  Durchschnittes  der  Pro* 
jectionen  auf  die  Ebene 

^  "      B,—B'  B,  —  B' 

ebenso  folgt  aus  den  Gleichungen 

z  =  Cx  +  c  und  z  =  C^x  4-  , 
dass  sich  die  Projectionen  auf  die  o;;*  Ebene  in  einem  Punkte 
schneiden,  dessen  Coordinaten  sindi 

„    ^1  —  c         „  cCj  —  CiC 

Wenn  nun  die  beiden  Geraden  im  Räume  einen  Punkt  S 

als  wirklichen  lJurehschnitt  gemein  haben,  so  müssen  die  Projec- 
tionen und  S"  desselben  mit  den  Durchschnitten  der  gleich- 
namigen projectionen  der  Geraden  zusammenfallen ,  d.  h.  oc'  und 
y  müssen  die  Coordinaten  von  S'  und  ebenso  x'\  z  die  Coordi- 
naten von  S'  sein ;  dies  ist  aber  nur  möglich  für  x  ~  x"  mid  so 
ergiebt  sich  ala  Bedingung  ftlr  das  Vorhandensein  eines  Durch- 
schnittes die  Gleichung 
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oder  auch 

Ist  eine  dibser  drei  Gleiehnngen  erfttllt,  so  hat  man  fUr  die  OooHi- 
natcn  dos  DurcUsclmittei»,  welche  in  dietjetn  Falle  a:',  t/'j  z  lieissen 
mögen ,  die  Werthe 

! #__      b^—b  C|  —  c 
,  _hB^~h^B       ,  cfi  — C|C 
^  ~"   B^-^B   '     ^  ~"  Ci  — C  ' 
im  entgegengesetsten  Falle  kann  nur  von  den  DurchMhnitten  der 
Projectionen  die  Rede  sein  and  die  Formeln  in  3)  nnd  4)  bestehen 
dann  ohne  weiteren  Znsammenhaiig  unter  einander. 

Bei  zwei  parallelen  Geradeu  ist  i/j  =  5,  C^-=-C  und  mithin 
die  Gleicliung  6)  erfüllt,  die  Formeln  7)  geben  x  =  oo,  y  =  OO, 
2  =:  QC  und  sprechen  den  bekannten  Satz  aus,  dass  zwei  Paralle- 
len einen  unendlich  fernen  Punkt  gemein  haben.  Um  diesen  Fftli 
mit  dem  vorigen  in  einen  Ausdruck  zusammenzufassen,  sagen  wir: 
.  swei  Gerade  liegen  in  einer  nnd  derselben  Ebene  oder  nicht,  je 
naeh  dem  die  Gleichung 

^K-h)  {C,-C)  =  {cy-^c)  {B,^B) 
erfallt  oder  nieht  erfüllt  ist;  im  ersten  Falle  haben  sie  einen  Fnnkt 
gemein,  der  eben  sowohl  ia  endlickei-  als  in  unendlicher  Entfer- 
nung liegen  kann ,  im  zweiten  Falle  besitzen  die  Geraden  keinen 
gemeinschaftlichen  Punkt. 

Einige  Aufmerksamkeit  verdient  noch  der  Fall,  wenn  die 
eine  der  gegebenen  Geraden  parallel  zu  einer  oder  zweien  der 
Coordinatenebenen  liegt.  Ist  die  bisher  durch 

ys^zBx-^b^         z=sCx  +  c 
charakterisirte  Gerade,  welche  knra  s  heissen  möge,  parallel  snr 
ar^ -Ebene,  so  hat  man  in  den  vorigen  Formeln  einfach  (7=:0  in 
nehmen;  ist  sie  parallel  zur  0:2 -Ebene,  so  wird  dagegen  B  — 
Etwas  anders  gestaltet  sich  die  Saclie,  wenn  $  der  ys- Ebene  ^»a- 
raliel  liegt;  die  Gleichungen  von  s  sind  dann 


und  sie  liefern ,  mit  den  Gleichungen  S)  susammen  auf  einen  und 
denaelben  Punkt  x*^ z*  angewendet,  die  Bedingung 
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»)   ^  +  l. 

Liegt  die  Gerade  s  parallel  aar  o;- Achse,  so  ist  ^  :=  C  ==0,  mit- 
hin nach  5) 


9) 


vergliclien  mit  der  yx-Ptojeetion  von  4^,  d.  h.  mit  der  Gferaden 

y  —  bj  z  —  Cj 

giebt  die  obige  Bedingung  9)  zu  erkennen ,  dass  ein  Durchschnitt 
von  Ä  und  Ä,  nur  dann  existirt,  wcuu  die  y ;  -  Projectiou  von  Sy 
durch  die  ^:-Spur  von  s  geht.  Ist  ferner  s  parallel  der  Achse, 
so  sind  die  Gleichungen  von  s 

x  —  tty  r  =  ; 

mit  den  Gleichungen  2)  zusammen  auf  einen  und  denselben  Punkt 
xyz  angewendet,  liefern  sie  die  Bedingung 

10)  c=C,c  +  c,, 

welche  geometrisch  bedeutet,  dass  die  orx-Projection  Ton  #|  durch 
die  a;«-Spur  ron  s  gehen  muss.  WKre  endlich  b  parallel  der 
«-Achse,  mithin 

so  würde  sich  durch  ähnliche  Schlüsse  die  Bedingung 

in  6-=^,rt-h^ 

ergebcu,  wclilie  sagt,  dass  die  .cy-Projection  von  Si  durch  die 
gleichnamige  JSpur  von  5  gehen  muss. 

£s  bleibt  nun  noch  der  Winkel  zu  bestimmen,  welchen  die 
Geraden  jedenfalls  mit  einander  bilden ,  sio  mögen  sjch  schneiden 
oder  nicht.  Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  durch  den  Anfangspunkt 
der  Ooordinaten  Parallelen  su  den  gegebenen  Geraden;  die  Glei- 
chungen dieser  Parallelen  sind 

y^szsBXy  z^Cx\  y^B^Xy  z^CiX\ 
wir  nennen  ferner  r  die  Strecke  vom  Anfangspunkte  der  Ooordi- 
naten bis  zu  dem  auf  der  ersten  Parallelen  liegenden  Punkte  xyz^ 
ebenso  r,  die  Strecke  vom  Coordiuatcnanfang  bis  zu  einem  auf 
der  zweiten  Parallelen  willkiii  lieh  gewählten  Punkte  a;iy|2|,  dessen 
Ooordinaten  den  Gleichungen 

yi  =  ^1  ^1 1        ^1  =  ^1 
genügen  müssen,  und  bestimmen  den  Winkel  welcher  der 

gesuchte  Winkel  ist.  Nach     6  haben  wir 
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edt  (r  r,)  = 


wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  ist : 

cos  {xy)  =  y,       cos  (xz)  =  ^,       cos  (y  z)  = 


durch  Substitution  der  Werthe  y^Bx^  «=:Ca:,  = 
C,  .r,  folgt  hieraus 

)ro*(rr,)  = 
DB, 

wobei,  wie  früher,  zur  Abkürzung  gesetzt  wurdt': 


13) 


Für  rechtwinklige  Coordiuaten  vereinfacht  sich  diese  Formel  zur 
nachsttihündeu 

1 4)       cos  (r  r.)  "  —=:=z=z^    

/(y+B'  +  C'){i-^B,*+C,*) 
Aua  diesen  Gleichangen  ergiebt  sich  u.  A.  auch  die  Bedin- 
gung, welcher  die  Ooeffieienten  B^  J?, ,  Cg  genügen  mftssen,  wenn 
die  gegebenen  Geraden  einen  rechten  Winkel  mit  einander  bilden 
sollen  (wobei  sie  sich  eben  sowohl  rechtwinklig  schneiden  als  kreu- 
zen können) ;  man  hat  nämlich  für  diesen  Fall  cos  (t,)  ~  0,  mit- 
hin bei  einem  beliebigen  Coordiiiatensysteme 

iK-.  {     l-i'i^J^i  +  CC\  +  {Bi-B,)cos(xy)  \ 
^  \+(C+C,)cos(xz)^{BC,-{-B,C)cos(yz)^-  ^' 
und  bei  einem  rechtwinkligen  Coordinatensystem 
16)  14-^^, +  0 

An  die  bisher  entwickelte  Theorie  der  Geraden  im  Ranme 
knüpft  sieh  eine  Reihe  wichtiger  Aufgaben,  deren  Losung  uns  xu- 
nächst  beschftftigen  wird. 

§.  9. 

Qende  dureli  aineii  Punkt  und  iw«i  Owmda. 

Wie  aus  den  Elementen  der  Stereometrie  bekannt  ist,  lässt 
sich  durch  einen  gcprebenen  Punkt  immer  eine  Gerade  so  ziehen, 
dass  sie  swei  beätimmte  nicht  in  einer  ii^beue  liegende  Gerade 
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Bcbneidet;  um  dieselbe  Aufgabe  analytisch  zn  lösen,  bexeicbnen 
wir  den  gegebenen  Punkt  mit  fgh  nnd  nennen 

die  GleichuDgeu  der  gegebenen  Geraden ,  sowie 

2)  y  =  />  j?  -f  ;> ,  r  -  -  p  ,1  -f  7 

die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden.  Die  Be  dingung,  dass  leta- 
tere  durch  den  Funkt  fgh  gehen  soll,  wird  durch  die  Gleichungen 

3)  g=Pf  +  p,  h^Qf+q 
ausgedrückt;  die  zweite  Bedingung,  dassdie  gesuchte  Gerade  jede 
der  beiden  gegebenen  Geraden  schneiden  soll,  liefert  die  Glei- 
chungen 

und  so  hat  mau  zuHainmen  vier  Gleit  lnntL;en  zur  Be.stimmunj^  der 

yier  Unbekannten         Q,  q.   Substituirt  man  die  aus  Nr.  3)  ge- 

aogenen  Werthe 

5)  p^g^Pf,  q  =  h-^Qf 

in  die  Gleichungen  4),  so  ergeben  sich  nach  Wegsehaffnng  der 

Brttche  die  neuen  Gleichungen 

{CJ-{-  c,  — Ä)P— (g,  f+  b,  —g)  Q=B,  {c,  —  h)  —  C,  {h,-^g\ 
(C.f-^  c, -  h) P—  {BJ+h-g)Q^  B,  (c,-h) -  i\  (h,  ~g), 

woraus  P  und  Q  leicht  zu  entwickeln  sind.  Zur  Abkürzung  sei 
^1  {c,  —  h)  —  C,  (b,  —g)^k,,       (r, — Ä)  —  C,  (6,  —g)^k^, 
Bif+b^—g  =»»4,        BJ+bt—g   •  =»»,, 

die  Werthe  von  P  und  Q  sind  dann  folgende : 

hieraus  finden  sich  p  und  q  nach  Nr.  6)  und  schliesslich  sind  die 

Gleichungen  der  verlaugten  Geraden 

Für  die  Ooordinaten  der  Durchschnitte  dieser  Geraden  mit  den 
gegebenen  Geraden  findet  man  nach  §.  8 


7) 
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ar.=  — 


8) 


wo  die  oben  gegebenen  Werthe  Yon  /},  jp,  ^  zu  substituiren 
sind. 

Die  gefundenen  Ausdrücke  vereinfachen  miciif  wenn  man  dem 
Goordinatensjstem  eine  besondere  gegen  die  gegebenen  Geraden 
symmetriache  Lage  ertheilt;  man  erh&lt  eine  solche  auf  folgende 
Weise.  Aus  den  Elementen  der  Stereometrie  ist  bekannt,  das« 
immer  eine  Gerade  existirt,  die  awei  gegebene  krenxende  Gerade 
senkreebt  sebneidet  nnd  die  Entfemnng  beider  gegebenen  Gera- 
deu  aiigiebt  (wie  man  sie  analytisch  bestimmen  kann,  wird  in  §.  13 

gezoigt  werden"):  diese  Gerade  neh- 
men wir  zur  Achse  ,  sie  schneidet 
die  gegebenen  Geraden  und  C, 
in  zwei  Funkten  Cj  und  ,  zwischen 
welchen  wir  den  CSoordinatenanfsag 
-X  in  die  Mitte  legen  ^  so  daas  OCi  =  e 
und  OCt  =  —  c  ist;  femer  aiehen  wir 
dnrcb  0  Parallelen  an  i),  und  C(/>t, 
halbiren  die  Winkel  zwischen  diesen 
Parallelen  und  nehmen  die  auf  ein- 
ander senkrechten  Halbirungslinien  zu  den  Achsen  der  ,r  tmd 
der  y»  In  Beziehung  auf  dieses  neue  rechtwinklige  Coordinaien- 
system  sind  die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden 

yss  —  Bx^      z  =  —  c, 
also  dnrcb  Vergleich  mit  dem  Früheren 

hieraus  ergeben  sich  die  Werthe 

m^=^Bf-^g'^ 
n,  =  c  —  h\ 


Ä-,  =  ^  (C  -f-  Ä)  , 


und  als  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden 

^)  y  f—  eg-Bfh  ''^  '^'.^  "—ct—BfiT  " 
Uegt  der  Pimkt  fgh  mvf  einer  der  gegebenen  Geraden ,  wie  B. 
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wenn  g-=.Bf  und  h^c^  so  nehmen  die  Coefficienten  von  ar  — f 
die  vieldeutige  Form  ^  an  und  geben  dadurch  cn  erkennen,  dass 
die  Aufgabe  in  diesem  Falle  unbestimmt  ist. 

§.  10. 

Ti&nsTeraale  m  nreien  und  Parallola  nur  dritten  von  dm 

gegehaBMH  Gtraden. 

Wenn  drei  gegebene  Gerade  durch  die  Gleichungen 

1)  <  y  =  i^ia:-|- ft,,        2  =  C,ar-|-c,, 

bestimmt  sind,  so  kann  nach  einer  vierten  Geraden  gefragt  \s  <  rdon, 
welche  der  ersten  parallel  ist  und  die  beiden  anderen  schneidet. 
Die  Gleichungen  der  gesnehten  Geraden  mögen  heissen 

2)  y^Px'\-py  z^Qx^q\ 
vermöge  des  rarallelismus  dieser  und  der  ersten  Geraden  ist 

3)  •  P^B,  O^C; 

weil  ferner  die  verlangte  Gerade  die  Itciden  übrigen  Geraden 
schneiden  soll,  müssen  noch  die  Gleichungen 

erfüllt  sein.  Nach  Snbstittttion  der  Werthe  von  P  nnd  Q  werden 
ans  diesen  Gleichungen  die  folgenden 

(^C—C,)p-{B^B,)q  =  b,(C—  €,)  —    (J? -  ^0 , 

{C—  Ca)  p~(B^  B,)  q  =  h,  (C—  r,)  ~  r,  (B-^B,), 
aus  denen  sicli  p  und  q  beätimiaeu  lassen.    Setiat  mau  zur  Ab- 
kürzung 

so  sind  die  Werthe  von  p  und  qi 

d,  (g— ^0  — r/.  (B  —  B,) 


^  (C-C)  -  (B-B,)  (c-c,y 

Die  Gleichungen  der  verlangten  Geraden  lauten  demnach 

7)  fj~B.T  +  p,  z^^Cx-^  q, 

wo  p  und  q  die  oben  angegebenen  Werthe  besitzen.  Die  Durch- 
schnitte dieser  und  der  beiden  anderen  Geraden  hnden  sich  durch 
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1 1 


2  1 


Fonneln,  welche  mit  den  unter  Nr.  8)  imd  9)  des  vorigen  Para- 
graphen entwickelten  übereinstimmen,  in  denen  aber  P  = 
QzzxC  und  für  p  und  q  die  obigen  AuBdrÜcke  sn  setzen  sind. 

Weit  einfacher  wird  die  LSsnng  unserer  Aufgabe,  wenn  wir 
ein  in  Beziehung  auf  die  drei  gegebenen  Geraden  sTmmetriseh 
liegendes  Ooordinatensystem  wählen.  Denken  wir  nns  znnKcbst 
dnrch  irgend  einen  Punkt  im  Räume  Parallelen  zn  den  drei  Ge- 
raden golegt  und  diese  als  Coordiaateuachsen  genommen,  so  er- 
halten wir  als  Gleichungen  der  drei  Geraden 

dieses  Ooordinatensystem  Terschieben  wir  parallel  nach  einem 
Punkte,  dessen  Ooordinaten  sind 

nnd  haben  so,  wenn  die  neuen  Ooordinaten  mit  x\  y ,  z*  bezeich- 
net werden 

+  2+^(0, +  ^2)  = 

^'  +  i  («t  +  ^3)  ^  -  >     s'  +  4  ('"i  +  (^t)  = 
+  i  (^2  +  ^'3)  ^  fh  >     y  +  4  C*'  +     =  ^3 ; 

lassen  wir  endlich  die  nicht  mehr  nöthigen  Acceute  weg  und  setzen 
zur  Abkürzung 

so  sind  die  Gleichmigen  der  drei  gegebenen  Gnaden: 
V  =  ^t  z  =  A, 

X=ify  '       *  =   Ä, 

A        y~  —  9' 
j-jg^  10,  Zn  demselben  Ooordinaten^ 

Systeme  gelangt  man  auch  da- 
durch, dass  man  durch  jede 
der  gegebenen  (lOraden  zwei 
Ebenen  parallel  2u  den  an- 
deren Geraden  legt,  den  Mit- 
telpunkt (Diagonalendorch- 
schnitt)  des  von  diesen  sechs 
Ebenen  begrenztenParallelo- 
pipedes  zum  Ooordinaten- 
anfang  nimmt  und  dnrch  ihn 
die  Coordinatenachscn  pa- 


8) 


Digitized  by  Google 


-  M  - 

rallei  zu  den  gegebenen  Geraden  zieht.  Soll  nun  die  gesuclite 
Gerade  der  ersten  Geraden  parallel  U^en,  so  sind  ihre  Gleichungen . 

sie  feiner  die  anderen  Geraden  schneiden,  so  ei^eben  sich 
Baeh  §.  8  Nr.  9)  und  Nr.  10  (für  B^P==:0\  C^Q  =  0)  die  Be- 
diDgnogen 

—  hs=q  und  — g=p- 
die  Gleichnngen  der  verlangten  Geraden  sind  folglich 

9)  und  — 

wie  luaii  geometrisch  leicht  vcrificireu  kann.  In  der  Figur  iat  die 
fragliche  Gerade  mit  MN  bezeichnet. 

§.  11. 

Transversale  lu  vier  gegebenen  üeraden, 

Dass  die  Aufgabe  ,eine  Gerade  an  finden,  welche  drei  ge- 
gebene Gerade  schneidet'  unbestimmt  ist,  erkennt  man  leicht  aus 
§.  9,  wenn  man  den  dort  gegebenen  Punkt  (fgh)  auf  einer  dritten 
Geraden  fortrücken  Iksst;  bestimmt  dagegen  ist  die  Aufgabe  ,eine 
Gerade  su  finden,  welche  vier  gegebene  Gerade  schneidet*,  voraus^ 
gesetzt,  dass  kein  Paar  dieser  Geraden  iu  einer  Ebene  liegt.  Sind 

die  Gleichungen  der  gegebenen  und 

2)  y  =  i>ar+i>, 

die  der  gesuchten  Geraden,  so  müssen  die  vier  Unbekannten  Py  p, 
Q,  q  den  folgenden  vier  Gleichungen  genttgen : 

p—h,^P—B^  p^b,^P-^B^ 

welche  zur  Bestimmnng  jener  GrüH.^eu  liinreichen.  Um  aber  den 
Weitläufigkeiten  zu  entgehen,  welclie  die  Auflösung  der  vorstehen- 
den Gleichungen  mit  sich  bringt,  wollen  wir  die  Grössen p  und  q 
vermeiden  und  zunächst  den  Punkt  ^o^i»^  aufsuchen,  in  welchem 
die  verlangte  Gerade  die  erste  der  gegebenen  Geraden  schneidet. 
Da  der  genannte  Punkt  beiden  Geraden  sugleich  angehört,  so  gel- 
ten für  seine  Coordinaten  die  Gleichungen 

Aaal.  Geom.  U.  3 


1) 
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werans  man  durch  £Uiiimation  von    und  erhält 

6)      |>  =  6  +  (^— -P)aF„  q=^e^iC^Q)9^. 
Die  Svbatitntion  dieser  Anidrficke  in  die  drei  ietoten  CHeichiuifee 
Ton  Kr.  3)  liefert  drei  'Gleichungen  snr  Bestimmung  Yon  Q 

nnd  Xq  ;  die  Substitution  in  die  erste  jener  Gleichungen  ist  nicht 
mehr  nötbig,  di?nii  dass  die  gesuchte  Gerade  die  erste  Gerade 
schneidet,  ist  schon  dadurch  ausgedrückt,  dass  beide  den  Funkt 
^Ä^o'o  gemein  haben  sollen.  Die  zweite  Gleichung  in  Nr,  3)  wird 
nach  der  angedeuteten  Operation  zur  folgenden: 

[c,— c-h {€,—€) a-o]  P—  [h,—b  +  {ß,  —B)a:.]Q 

nnd  von  ähnlicher  Oestah  sind  die  ans  den  avel  anderen  61ei- 
ebnngen  entstehenden  neuen  Gleichungeii.  Zur  Abkttraniig  loi  non 

^1  (^-1  —    —  C\  (h^  ~  b) .  ^  ,  ^    —  if,  C=  J5, , 

—  c)  —  C\  {b^  —  b)     /, ,  B  C,  -  B,  C=I^, 

—  &  =         B^  —  B^Mi,    c,  — crrrn,,    Ci— C^A;, 

5,  — 6^1«,,    B^—B^M^j    c,--c=«,,    C, — C=iV,, 

6,  — 6  =  »i3,    B^—B^:=M^,    c^—c  =  ti^,    Cs— (7=-y,; 
die  aufzulösenden  drei  Gleichungen  sind  dann  folgende: 

(«I  +  ^i  ar.)  i>  —  (m,  +  üf,  a:^  =  +  X,  , 
(«,  +  J\r,  «o)  i>  —  («,  +  ilf,  or,)    =  ^  4.  Z,  o-o , 

Aus  den  beiden  ersten  ergeben  sieh  fUr  P  und  Q  die  Ausdrücke 

^  +  ^.  -fo)  (ffl«+-^i^o)  —  {U  +  ^t'^^o)  (w,  +-l^r^o) 

(/,  +  Ii  Xq)  {'it  +     Xq)  —  (/;  -f     Xq)      +  .V,  g-o) 

und  wenn  man  diese  in  die  letzte  der  obigen  drei  Gleichungen 
substituirt,  so  bleibt  folgende  nur  die  eine  Unbekaniite  enthalt 
tende  Gleichung  übrig : 

f    («.+iV.a-o)        li^o)  (»t,+JIf,iro)— ft+A^o)  (»ti4^i«^)l 

9)  \  —  (»Ws+^/s-^o)  [('1  +  Z.a-o)  (wa  +  AV^'o)-  (/»+Z,.ro)  («,  +  A.ao)] 
(  =     -f-  t^^^o)  [(w^+iViO-o)  («1  +  ^^,0-0)— (w,+^/,a:o)  («,+iV,ao)l. 
Nach  Ausführung  der  angedeuteten  Multiplikationen  kann  man 
alle  Glieder  auf  eine  Seite  bringen ,  dies  giebt  eine  (kubische  Glei- 
chung von  der  Form 
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10)  X  +  AiCo  +  fiJro*+  ir«o«  =  0 

und  zwar  ist  der  Coefficient  der  hSebsten  Potens 

v= it  (Jf,  N, —Äi  Jf.)  +  (Jlf.  Ai  —  Jf,  N,)  +  Z,  (j|f,  JV, — Jlf,  iV,). 
Dieser  Ausdrack  sieht  sieh  sehr  susunmen^  wenn  man  beachtet, 
dasB 

Lt=zBCi—BiC=zB{C^~C)~C(B^  —  B)z:=BN^  —  CM^ 
und  ebenso 

ist;  es  findet  öicli  nämlich  durch  Ausffihrnuf;  der  ^fnltiplicationen 

lind  Vereinigung  der  mit  B  und  C  behafteten  Glieder 

v=^B [N,  (M,  N,-~M,  N,)  +     {M,  N,  ~-M,N,)  +  N,  (M,N,—M,N,)\ 

d.  h.  v  =  0. 

Die  Gleichung  10)  ist  daher  nnr  eine  qnadratisehe  nnd  liefert  im 
Allgemeinen  zwei  Werthe  von  d?»;  die  Gleichungen  7)  nnd  8)  be* 
Btimmen  naehher  die  Unbekannten  P  nnd  jp,  die  in  Nr.  6)  yerzeich- 
neten  Gleichungen  endlich  liefern  p  und  q.  Hierin  liegt  in  der 
That  eine  vollständige  Lösung  der  Aufgabe,  doch  ist  nicht  zu 
laiiguen,  dass  die  ganze  Rechnung  etwas  unbehilflicher  Natur  ist 
und  namentlich  zu  einer  Construction  der  verlangten  (xeraden 
gänzlich  unbrauclihar  sein  würde.  Wir  geben  daher  eine  zweite 
weit  einfachere  Behandlung  des  Probiemes. 

Die  in  Nr.  1)  erwähnten  Geraden  mögen  kurz  Si ,  s^^  und 
die  gesuchte  Transversale  mag  t  heissen;  durch  jede  der  drei  Ge- 
raden legen  wir  zwei  Ebenen  parallel  zu  den  beiden 
übrigen  Greraden,  nehmen  den  Mittelpunkt  des  Ton  den  entstan- 
denen sechs  Ebenen  begrenzten  Parallelopipedes  zumOoordinaten- 
anfang  und  ziehen  durch  ihn  die  Coordinatenachsen  parallel  zu 
den  Geraden  ,  s^^  Sy  Wie  im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  dann 
=  ^ ,        z  =  h      als  Gleichungen  von  *| , 


11)  {^  =  fr        z  =  ~  h  „ 


oc  —       /*,       z  —      9    n  »t  »J    *8  i 

ferner  seien  wie  vorhin 

12)  y  =  /y.t:  4-  6,    z~Cx-^c  die  Gleichungen  von  «, 

13)  y^Px-\-p,  z  =  Qx-\-q  „  „  i. 
Die  Bedingung  für  den  Durchschnitt  von  t  mit  s  ist 

.  die  Bedingung  für  den  Durchschnitt  von  i  mit  Sj 
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Wenn  fernei  ein  Durclischnitt  von  /  mit  existiren  soll»  so  muss 
die  r  -  Projection  von  /  durch  die  gleichnamige  Spur  von  $^  gehen; 
dies  gieht 

16)  -Ä  =  ö/'+tf5 

endlieh  schneiden  sich  t  und  s^^  wenn  die  ory - Projeetion  Ton  i 
durch  die  ^y-Spur  von    geht,  d.  h.  venu 

17)  P/'+l». 

Ans  den  beiden  leisten  Gleichungen  folgen  die  Ausdrttcke 

18)  i'=^,  Q  

und  durch  Substitution  derselben  verwandelt  sich  die  Gleichong 
15)  in  die  nachstehende 

19)  pq^gh; 

auf  gleiche  Weise  er^iebt  sich  aus  Nr.  14),  wenn  man  das  vor- 
stehende Ergrbniss  benutzt 

20)  {c-^-^€f)p-^{b^9^Bf)  q = tgh—b  {h-^f)—^  (ß-  lif)- 
Die  Bestimmung  von  p  und  q  ans  den  Gleichungen  19)  und  30) 
unterliegt  jetzt  keiner  Schwierigkeit,  die  Formeln  in  18)  geben 
nachher  P  und  womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Besonderes  In- 
teresse gewährt  es  aber,  die  geometrische  Bedeutung  der  letiten 
Gleichungen  aufzusuchen  und  daraus  eine  Oonstraction  der  Trans- 
versale t  herzuleiten. 

Die  Gleichung  jyj  sagt,  da.ss  die  ;/r-Spur  der  Geraden  /, 
nämlich  der  Punkt  pq,  auf  einer  Hyperbel  lie<^t,  deren  Asymptoten 
die  Achsen  dery  und  der  r  sind  und  deren  l^)tellz  dem  ProdnktP  gh 
gleich  kommt;  die  Gleicbung  S20)  giebt  zu  erkennen,  d.iss  der  Punkt 
pq  einer  Geraden  angehört,  welche  von  der  y -  Achse  das  Stück 

c^h--  Cf 
und  von  der  z  Achse  die  Strecke 

^__1gh~h{h-^Cf)~-c{g~  Bf)  - 
\  —  9  +  Bf 

abschneidet;  der  Punkt  pq  ist  demnaek  der  Durchschnitt  jener 
Hyperbel  mit  dieser  Geraden.  Um  nun  die  Strecken  m  und  n  m 

construiren,  b  4*  ii  wir  durch  den  Punkt  — — ^,  h  eine  Pa- 
rallt'b^  /.II  \  Ull  i  .sueben  ihre  yz-Spur;  die  Gleichungen  der  frag- 
lichen Parallelen  sind 
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oder 

y^Bx  —g-^  Bf,  z^^  Cx  +  h Cf 

mithiu  iiie  Coordinaten  ihrer  yz-Spur 

legen  wir  zweitens  finrch  den  Tunkt  +  /;  +     — h  eine  Parallele 
KU     SO  erhalten  wir  für  die  Coordinaten  ihrer  yz^  Spar 
6,  =  flf  —  Bf,         r,  =:  —  Ä  —  CA 

6t  =  —  6j    und      =  ~  <r,. 
Vermöge  dieser  Werthe  können  die  fttr  m  and  n  angegebenen  Aas- 
drücke anf  folgende  Form  gehraebt  werden 

2gh      bcy  —b,c 
tn=  , 

C  —  Cj       <*,  —  c 

lt  =  —  =-x 

nun.  stellt  aber  der  Ausdruck 

6C|  — 6|C 

c,  —  c 

das  Stück  dar,  welches  die  Verbindangslinie  der  Pnakte  6c  and 
biCi  anf  der  ^- Achse  abschneidet  and  welches  kurz  sit  heissen 
möge,  ebenso  bedeutet  der  Ausdrack 

bCg  —  6t  <? 
6  —  6, 

die  Strecke,  welche  die  Verbindung;slinie  der  Punkte  bc  und  b^r^ 
von  der  Achse  abächueidet  und  die  wir  kurz  nennen}  es  ist 
daher 

und  diese  Ausdrücke  sind  einfach  genug  für  eine  geometrische 
Construction;  letztere  besteht  n&mlich  aus  folgenden  Operi^tionen. 

Man  constroirt  aonftehst  die  Torhin  erwähnte  Hyperbel  awi- 
schen  den  Asymptoten  07  und  OZ  mit  der  Potenz  ijrA;  au  der  ge- 
gebenen Geraden  deren  y«-Spnr  die  Coordinaten  6,  c  besitzt 
und  A  heissen  möge,  legt  man  ^ureh  den  Punkt  — f,  — +  h 
(in  der  Figur  H*)  eine  Parallele  und  bestimmt  ihre  yz-Spur  Ai , 
deren  Coordinaten  6,  und  c,  sind;  auf  gleiche  Welse  hat  man  durch 
den  Punkt  +  /*,  -j-  — h  (in  der  Figur  G')  eine  Parallele  zu  * 
zu' legen  und  ihre  yz-Syur      aufzusuchen,  deren  Coordinaten 
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und  Cf  sind.  Die  Gerade  A 

schneidet  von  dery-Acbse  ein 
Stück  ab,  welches  mit  m,  ei- 
nerlei ist,  ebenso  scbueidet 
AA^  von  der  r- Achse  eine 
Strecke  =  «g  ab;  daa  enrte 
Stück  vergrösscrt  man  um 
die  Sur  Ordinate  ^{c  —  Cj) 
geKörende  Hyperbelabacisfie, 
das  zweite  Stflek  um  die  xnr 

Abflcisse^C^ — ^t)  gehörige 
Hyperbelofdinate,  und  er- 
hSlt  hiemut  auf  der  ^- Achse  die  Strecke  0.¥=m,  sowie  auf  der 
Achse  die  Strecke  0  N  w.  Die  Gerade  .VA'  schneidet  die  Hv- 
jt«'il)('l  in  zwei  ]*ntikt('n  T,  nnd  diene  sind  die  yc- Spuren  der 
beiden  (Jera(l<'n,  welehe  den  Beding^tingen  der  Aufgabe  genügen. 
Will  mau  endlich  die  verlangten  Geraden  selber  construiren,  so 
braucht  man  nur  durch  den  einen  oder  anderen  der  Punkte  U  und 
V  eine  Gerade  zu  legen,  welche  swei  der  gegebenen  Geraden  etwa 
9  und  ^,  schneidet. 

Wir  haben  bei  der  angegebenen  Conatmction  eine  Hyperbel 
benutat,  weil  sich  diese  sehr  ungezwungen  darbot,  können  aber 
auch  auf  folgende  Weise  statt  der  Hyperbel  einen  Kreis  yerwenden. 
Nachdem  «j  und  wie  vorhin  bestimmt  worden  sind,  construiren 
wir  die  Ausdrucke 

9^        j  gh 


und 


\0> 


als  vierte  Proportionalen  und  leiten  daraus  nach  Formel  21 )  m  und 


Fig.  lO* 

S.... 


Kr' 


T — TT-P 

eckto  OMN,  PMÜ  und  QNU 


n  ab,  wodurch  wir  wieder  zu  der  Ge- 
raden MN  gelangen.  Es  kommt  nun 
blos  darauf  an,  ih  MNdtfXk  Punkt  ü 
(oder  V)  zu  finden,  dessen  Ooordina- 
ten  OP^^p  und  OQ=iq  der  Glei- 
chung pq:==zgh  genfigeu ;  setzen  wir 
die  bekannte  Strecke  MN  =  /,  die 
unbekannten  Stücke  MU^u  und 
iV  i7  =  t>,  8o  ist  in  den  ähnlichen  Drei- 
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l:m^u:p  mithin  p::=z  —  ^ 

an  die  Stolle  der  Gleiehnng  pq  r=  gk  tritt  daher  die  foigende 

uv~         oder  u  v 

mn  ' 

worin  k  zur  AbkÜrsnag  dienen  möge  und  mittelst  der  Proportion 

leicht  construirt  werdon  knnii.  AiiNM  i  Ioni  haben  wir  M-J-f  =  / 
und  durch  Verbindung  beider  Cilcicluingen 

Dies  giebt  folgende  Construction.  Nachdem  k  mittelst  der  Propor- 
tion S'l)  bestiiriiiit  ist ,  beschreibt  man  über  Jl N  ixls  Durchmesser 
einen  TTalbkreis,  tragt  in  diesen  von  M  aus  die  Linie  MSzz^2k 
ein,  nimmt  NT^  NS  und  Lalbirt  die  Strecke  MT  in  <7;  der  zweite 
Punkt  V  liegt  von  N  aus  in  der  Entfernung  NV=^MÜ. 

§.  12. 

Senkrechte  von  einem  Punkte  auf  eine  Gerade. 

Die  Coordinaten  eines  gegebenen  ronktes  mögen       h  heis- 
len  und 

die  Gleiehungen  der  gegebenen  Geraden»  8oU  nun  dnreh  den 
Funkt  fgh  eine  Cterade  gesogen  werden,  welehe  die  erste  Gerade 
senkrecht  schneidet,  so  sind  die  in  den  Gleichungen  des  gesuchten 
Perpendikels  etwa 

T}  y  ~  Mx  -h  «1 ,  r  z~  Nx  +  n 

vorkommenden  vier  l  nln  kanuten  {M ,  iV,  m,  «)  mittelst  folgender 
Bedingungen  zu  bestimmen.  Weil  erstens  die  verlangte  Gerade 
durch  den  Punkt  fgh  gehen  soll,  ist 

3)  g^sMf'j-m,  h=:^Nf-i-n', 

weil  ferner  das  Perpendikel  die  gegebene  Gerade  schneiden  soll, 
muss  die  Bedingungsgleichung 

4)  («_^fe)(2V— C)  =  (if  — c)(Jf— 

statt  ^nden;  endlich  gehSH  anr  senkrechten  L*ge  beider  Geraden 
gegen  einander  die  Gleichung  (§.  8  Nr,  16) 
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l  +  BM-^CN  1 

+  (n-^3f)  cos(xtj)  4-  (C+A')  cüs  (.r  z)  +  (RN'^CM)  cos  {y  z)\  "~^» 
in  welcher  wir  zur  Abkürzung  die  Cosinus  der  (Jourdinatenwiiikel 
{yz)y  {,^y)  nüt  «,  ßy  y  bezeichnen  und  die  gleichartigen 

Grössen  vereinigen,  so  daH<?  die  Gleichung  lautet 

Ana  den  Gleiclinngeii  3)  erhalten  wir 

6)  m^g  —  Mf,         ii=rÄ  — ilT/, 

dnreh  deren  Bnbstitntion  die  Gleiehnng  4)  in  die  folgende  ttbergeht: 

7)  {('r+  c  ~  h)  3/  -  {Bf  +  ft  — ^)  iV=^(<?— Ä)-^C  (6-sr). 
Die  nieichungeu  5)  und  7)  bestimmen  M  und  iV,  wobei  aur 

Abknrzunj:;  gesetzt  werden  möge: 

F'.=.{Bf-\-b  —  g)  (Ä-f-6'«+y)  +  {Cf-\-  e  —  h)  (C+Ba  +  P), 
8)  J  G  ^  [/?(c— Ä)— (r+  Ba-^ ß)  -  ( h-^o)  (I 

[  H  ^  [C(b—g)~-B  (c-h)]  (Ä+CaH-  y)  -  (Cy+c— Ä)  (I+Py  +  C/J) . 
die  Werthe  der  vier  Unbekannten  sind  dann 

milliin  die  Gleichungen  der  gcsucliteu  Senkrechten: 

Wir  suchen  zweitens  die  Coordinaten  x^^  y^y  Zq  desjenigen 
Punktes  zu  bestimmen,  In  welchem  die  von  fgh  ansgehende  Senk- 
reehte  die  gegebene  Gerade  sehneidet.  Da  der  fragUehe  Durch- 
schnitt beiden  Greraden  gleichseitig  angehört,  so  gelten  fUr  seine 
Coordinaten  die  Besiehnngen 

G  B 

aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  erlialten  wir 

_  F{b-gl+Gf 

"*  bf^=:g~~ 

oder  anch 

Vermöge  der  oben  angegebenen  Werthe  von  F  und  G  ist  aber 

BF'—G=:{Bf-\'  b~g){B(B-\-Ca  +  Y)-^i'\-BY  +  Cß} 

+  {C+Ba'^ß){Blcr+c~h)—B(c  —  h)'\-C\tH~g)} 
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und  unter  der  Bemerkmig,  daM  der  Inhalt  der  letitMi  Parenthese 

=  C{Bf+b-^g)  igt, 

BF~-  G 

Benutzen  wir  die  schon  iu  ^.  Ö  gcbrauclite  Abkürzüng^ 

12)  J>*^  1  +  ^  +  C«+  a^y  +  3Cy  +  2ßCa, 

BO  yereinfacht  sich  der  Werth  von  wesentlich;  ans  den  Glei- 
ehnngea  9)  ergehen  sieh  nachher    nnd  r»,  ttberhanpt  sind 

F  G  ff 

13)  a:o=/ — y^^S^-gii   z«  =  Ä — 

die  Coordmaten  des  Fnsspnnktes  der  rom  Punkte  fgh  auf  die  ge- 
gebene Gerade  herabgela.sscuen  Scnkieclitcn. 

Endlich  möge  noch  die  Entfernung  p  der  Punkte  fgh  und 
^t9%^o  aufgesucht  werden;  hierzu  dient  die  Formel 

+  « C^«-  /O  (yo-^) y  +  2 {x^--f)  {z.-h) ß +3  (yo-ir)  (z.-  A) «r, 

in  welehe  nur  die  obigen  Werthe  von      y^^     einzuführen  sind. 

Man  findet  auf  diese  Weise 


14)  p  —        +     +  JI*'^2FGy  4-  a/^J/^  +  2a äa 

für  die  Entfernung  des  Punktes  von  der  Geraden. 

Bei  rechtwinkligen  Coordinaten  hat  man  einfacher 

15)  )G^C[B(e—h)  —  C{b^9)]~-(Br+b--g), 
\  ß.^.  B\C  (b  —  g)--^B(c-^g)]  ~  {Cf  +  c— A), 

die  Gleichungen  der  Senkrechten  lauten  wiederum: 

G  H 

16)  y  —  g^j{x~f),  Z^h^j{x—f), 

die  Coordinaten  ihres  Fusspnnktes  sind: 

iF  _  g 

und  der  Abstand  des  Punktes  fgh  von  der  gegebenen  Geraden  ist 

18)  P-    ,  +  • 

Dieser  Ausdruck  gestattet  noch  eine  Znsammenaiehnng;  hezeich- 
nen  wir  nftmlieh  aur  Abkttrsung  die  Ausdrücke 


Digitized  by  Goo^^Ic 


—    42  — 


der  Reihe  uacli  mit  a  ,  b\  c\  ao  dass  also  die  Gleichungen 

/•=i>6  -f/v,       G  =  Ca—b\  Il=—ßa—c 
statt  linden,  so  erhalten  wir  zunächst 

-=:t'«  -1-  c'»  +  B^a*  +        +  C«a'*  +  C*c'* 
+  2     C6'  c  —  C«  6'  +  ^  ö  c  ) ; 
der  Parentfaeaenmhalt  ist,  wie  man  leicht  findet,  einerlei  mit 

wodnreh  wir  sur  Gleichung 

F«+    +  J¥*=^^  (1  +  Ä«+  ^?*)  +  c'*) 

gelangen.  Hiernach  nimmt  die  Formel  18)  die  folgende  Gestalt  an 

d.  i.  naeh  Wiedereinsetzung  der  Werthe  Ton  a\  b*  und  c 

.     ,/(/?/•+(-- g)'+(tr+^-/i)'+[g(^-A)-C(*-g)]' 

w)  P^f'  i+üt+c«  • 

Zn  derselben  Formel  führt  noch  ein  anderer  Weg,  der  von 
dem  Früheren  unabhängig  und  dem  Verfahren  der  descriptiven 
Geometrie  nachgebildet  ist;  letatere  würde  nämlich  den  gegebenen 


Fig.  11. 


Punkt  fgh  mit  irgend  einem  Punkte 
P  der  gegebenen  Geraden  verbinden, 
die  durch  beide  Gerade  bestimmte 
Ebene  in  die  Bildebene  umlegen  und 
nachher  die  gesuchte  Senkrechte  pla- 
nimetriseh  construiren.  Dem  eiit> 
spricht  folgende  Kechnung.  Die 
rechtwinkligen  Coordinaten  des  auf 
der  gegebenen  Goraden  illkürlich 
gewählten  l'unkies  mögen         z  sein,  wobei  die  Gleichungen 

statt  finden,  die  Entfernung  der  Punkte  fgh  und  xpz  heisse  ti,  so 
bestimmen  Bich  zunächst  die  Winkel,  welche  u  mit-  den  Achsen 
bildet,  durch  die  Formeln 


X 


ti  "  "  U  "     '  u 

nennt  man  femer  die  gegebene  Gerade  kurz  S  und'^fo:),  (fy)^ 
ihre  Winkel  mit  den  Achsen,  so  ist 
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eos  (ii  s)  ~  cos  (u  x)  cos  (s  x)  +  fox  ( rt  if)  cos  (s  ij)  -j-  eus  («  z)  cos  (s  z) 
und  durch  6ul»Htitntiou  der  vorigt  ii  Werthe,  sowie  der  Ausdrücke 
für  cos  (sx)t  cos  {sy)i  cos  (sz)  aus  §.  6  Nr.  9: 

^  M  /i  4-    +  er« 

Weiter  hat  man  ^ 

jr      ic  .sm*  («  6')  —  [u  cus  (m  s) 

vermöge  des  obigen  Werthes  von  cos  (us)  und  unter  Httcksickt  aaf 
die  Gleichung 

ti*  =  (f^af  +  ör— y)*  +  (A  -  zy 
gestaltet  sich  die  Formel  für     snr  folgenden 

daraus  wird,  indem  man  Alle«  auf  gleichen  Nenner  hringt: 

Durch  Suhstitution  der  für  y  und  x  angegebenen  Werthe  und 
nachherige  Wunelextraetion  geht  diese  Foiniel  in  die  frtthere 
(Kr.  19)  über. 

Die  fiir  p  entwickelfeTi  Formeln  dioncn  auch  zur  Bestimmung 
des  Abstandes  zweier  parallelen  Geraden,  deren  Glei- 
chungen 

sein  mögen;  setst  man  nftmlich  fest,  dass  der  Punkt  fyh  auf  der 

zweiten  Geraden  liegt,  dass  also  die  Gleicluuigen 

stattfinden,  so  ist  seine  £ntfemung  von  der  ersten  Geraden  einerlei 
mit  dem  Abstände  der  Parallelen  von  einander.  VermSge  der  an« 
gegebenen  Werthe  von  g  und  h  wird  aunächst 

p  — fe,)  (Ä  +  Ca  +  y)  +  (c~r,)(C-hÄa+/3), 

21)  J  G==[(c—<,)B—{b~b,)C]  (C-h  /^tt-l-p  I  -       6.)  (i+By+Cß), 
[H=^[(b-^b,) C-  (c^c,)B]  (i+^y+C/3), 
and  dann  wie  früher 

i'iir  ein  rechtwinkliges  Coordiuatens^stem  ist 
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23) 


und 


24) 


jr=  (d  -  b,)BC^  (c— (1  +  ^) , 

n  =  • 


\ 


§■  13. 

Senkrechte  n  zwei  fesebenea  Geraden. 

Die  Gleichnngen  sweier  gegebenen  Oeraden  mdgen  sein 

1)  yz=zB^x  +  b^^  2  =  C,    +  c, , 

2)  y=i?ia-  +  ft,,  z  =  C,a:H-f,, 

und  die  Gleichungen  einer  dritten  Geraden,  welche  die  beidca  vo- 
rigen senkrecht  schneidet, 

8)  y  =        +  'w»  2  —  ^Vj'      // ; 

zur  Bestimmung  der  vier  Unbekannten  31^  wi,  iV,  «  haben  wir  dann 
folgende  Bedingungen.  Da  die  gesuchte  Gerade  mit  jeder  der  ge- 
gebenen Geraden  einen  rechten  Winkel  bilden  soll ,  so  gelten  die 
Gleichungen 

/(^i  +  Ci«  +  y) ilf + (Cj  +  B,a + » i^r=:—  + A» 

^  +  C,a  +  y)  M+  (C,  +  ^,«  +  ^)  JV=:  -  +  C,ß% 

worin  «f,  /J,  y  wir  früher  die  Cosinns  der  Coordinatenwinkel  (y:), 
(.rr),  bozoichiien.    Djunit  ferner  die  vorlangtc  Gerade  jede 

der  gegebenen  Gerade  schneide,  siiul  nocli  die  zwei  Bedingungen 

erforderlich.   Von  den  vier  anfgestellten  Gleichungen  bestimmen 
die  beiden  ersten  die  Unbekannten  M  und  JV;  setzen  wir  nftmlieh 
zur  Abkürzung 
3^^(B,C,-BM  (I-«») 

+  (B.-B,)  (^^ay)— (C.~C')  (y-i»ft, 

?-(^i-^«)(i-y*) 

<-=(C,-(7j(l  -  13«) 

+      -  P,)  («  -  ^y)  -  (5,    —  ^.  €0  (r^fh 
so  erhalten  wir  ans  den  Gleichungen  4)  die  Werthe 

6)  ^""Ji' 
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7) 

die  Auf 


Um  sweitens  m  und  n  in  finden,  aubstitniren  wir  die  ftir  if  und  N 
Angegebenen  Werthe  in  die  Gleiehnngen  ö);  le^tere  nebmen  da- 
dorcb  die  folgende  Form  an: 

ösung  dieser  beiden  Gleiclmiigoii  ersten  Grades  hat  nicht 
die  mindeste  Sclnvierigkcif  umi  mag  unterbleiben,  weil  sich  die 
^Auze,  Aufgabe  noch  auf  aniiere  Weise  behandeln  lässt. 

Die  gemeinschaftliche  Normale  der  beiden  gegt^ljenen  Gera- 
den ist  bestimmt,  sobald  man  die  Ooordinaten  der  beiden  Punkte 
^iJ/i^i  *ty«*«  kennt,  in  denen  sie  die  gegebenen  Geraden 
ecbneidet;  dnrcb  Verbindung  der  Gleichung  3)  mit  den  Gleichun- 
gen 1)  und  2)  ergeben  sieb  für  jene  secbs  Ooordinaten  die  Wertbe: 

8)    ar,  =  —  ^zzß^        zugleich  ar^  ^  —  j^^ZTct* 

obschon  M,  N,  m,  h,  dem  Vorigen  zufolge,  als  bekannt  gelten  kön- 
nen, so  würde  doch  die  Substitution  ihrer  Werthe  aus  dem  Grunde 
nicht  unmittelbar  räthlich  sein,  weil  namentlich  m  und  7},  durch 
<3)  9t  ^  ausgedrückt,  etwas  complicirter  Form  sind;  diese  Weit« 
läufigkeiten  umgeben  wir  durch  vorherige  Wegschafiung  von  m 
und  ».  Aus  der  ersten  Formel  in  Nr.  8)  und  der  ersten  Formel  in 
Nr.  10)  erhalten  wur  nftmlicb  durch  Elimination  von  m 

(üf-^ ^ J  X,  -  (^/—  B^^a-^  ^64-6,, 
und  ebenso  aus  den  «weiten  Formeln  in  8)  und  10)  durch  Elimi- 
nation von  n 

(N-C,)  .r ,  -  (N—  C\) .r,=^ c,  —  r. ; 
da  jV  und  iV  bekannt  sind,  so  kommen  in  diesen  Gleiehnngen  nur 
die  Unbekannten  a:,  und      vor,  wir  finden  als  deren  Werthe 
(6.  -  b,)  (N-  C\)  —  (c,  —  e,)  (M-^  B,) 


(M-^  7?,)  (iV—  C)  —  (M  -  B,)  (iV  -  r,) ' 
(iV—  C\)  —  (r,  ^e^)  (/W—  B,) 


Kacb  Entwickelung  des  gemeinschaftlichen  Nenners  und  Substi* 
tution  der  Werthe  tou  M  und  N  (Nr;  6)  ergeben  sich  für  ^1  und 
sowie  für  die  übrigen  Ooordinaten  folgende  Ausdrücke 
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L  =  _  (^        ^'i     -   -^a)  (^^  -  g) 

Es  hat  nun  auch  keiue  Schwierigkeit,  den  Abstand  der  Punkte 
.r,  Vi  und  .r,  Vt*?'  d.  Ii.  die  Eutfornun*^  der  beiden  gegebenen 
Geraden^  der  Ciiösse  und  Lage  nach  zu  bestimmen;  es  ist  nämlich 

+  2a  (y,  — y,)  («i—^J+a/J  (dTi-^dP,)  «k) +2y  (o:,— 0^,)  (y,— y,). 
Da  die  Paekte  yj  Z|  und  ar^y^if,  auf  der  gemelnsckaftlichen  Nor- 
nuden  beider  Geraden  liegen,  so  gelten  die  Oleiehimgea 

y,  ^  ifa?,  +  «1 ,  r,  =  i^Tar,  +  », 

woraus  folgt 

Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  wird 

r«r^(.r,  —  a-,)'  {1  +  -V*  +  A  '  +  'laM  A  -f  2|5iV+  2y  iv}  ; 
hier  haben  wir  zunSchst  die  Werthe  von  M  und  N  einzusetzen  und 
naekber  die  Wurzel  zu  ziehen ;  zur  Abkürzung  sei 

wir  erhalten  dann 

15)  e^El^B, 

Yermäge  der  eben  angegebenen  Werthe  von  sct  nnd  ist 
mithin  lautet  die  Formel  fttr  die  Entfernung  der  beiden  Geraden 

16^    ^  ^  -  ^«)  (^t  -  ^  «)  -  (g«  —  ^0        -  -g»)  n 

Die  Richtung  tou  e  bestimmt  sich,  gemäss  §.6,  durch  die 
Gleichungen 
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in  dieaen  haben  wir  zunächst  y, — und  r,  —  dnrcli  Ny 
.r, — «nssadrückcn  (Nr.  14)  and  gleichseitig  für  ifund  N  ihre 
Warthe  zu  setsen;  dies  giebt 

cos  iex)  ^  ii^^      +  €r  -  f  ft, 

coa  (ez)  =  (-f  +  ^/S  +««), 

oder  endlich  vermöge  des  auö  Nr.  15)  gcnonmieueu  Wertbes  von  e 


17) 


COS  (ex)  =  =^  -- 


cos  (et/) 


cos  (ez)  = 


R 

R 

Fflr  ein  reehtwinkligeB  Coordinatensjrtem  erhalten  p,  tf 
die  einfachen  Werthe 

ferner  ist 

=  ^(B,C,—B,C,)  +  ^  (B,  -Ä.)  4-  C  (6\  — C.) , 
ans  den  Formeln  16)  und  17)  werden  dann  die  folgenden: 


19) 


cos  (cz^  = 


^(^,  C, -  i^,  C,/  +  (B,  -  Ä,)»  +  (6\  -  c.y' * 

 ^1  ^2   

/(Ä,C/,-i5,6'.)»  Hh  (Ä,-Ä,)^  +  (<7,-CJ»' 


Im  Fall  sich  beide  Geraden  schneiden ,  Ist 

(6,  -  60  (C,  —  C,)  =  (r,  —  r,)  ( -  B,) 
tind  mithin  c::^0,  wie  es  sohl  muss;  die  Formeln  17)  odor  19)  be- 
stimmen dann  die  Eichtling'  dovjonigen  Goraden,  welche  auf  der 
Ebene  der  beiden  «ich  schneidenden  Geraden  senkrecht  steht* 
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Die   ebene  Fläche. 


ff enn  swiachen  den  drei  Ooordinaten  eines  Punktes  nur  eine 
Gleichung  besteht,  so  darf  man  swei  der  Grössen  x^y^z  wiUkilr- 
lieh  wfthlen,  nnd  die  Torhandene  Gleichung  liefert  dann  von  selbit 
die  dritte,  d.  h.  geometrisch,  der  Punkt  P  im  Räume  ist  bestimmt, 
80  bald  eine  seiner  Projectionen  willkürlich  angenommen  wird. 
Ertheileu  wir  nun  z.  B.  den  Coordinut^i  u  und  y  alle  mögliehen 
Werthe,  so  hetritt  die  .r y -  Projection  P'  alle  möglichen  Stollen  der 
a  t/  - 1'^^^'^^^'^  >  diosoji  cnlKprechen  successive  Lagen  des  Punktes 
die  iu  ihrer  stetigen  Aufeinanderfolge  eine  gewisse  Fläche  bilden. 
Demnach  wird  eine  Fläche  im  Allgemeinen  durch  eine  Gleichung 
charakterisirt,  welche  zwischen  den  drei  Ooordinaten  jedes  ihrer 
Punkte  besteht  und  eben  deshalb  die  Gleichung  der  Flttche  heisst 
Bie  einfachste  Fläche  ist  die  Ebene,  au  ihrer  Gleichung  gelangt 
man  auf  folgendem  Wege. 

Eine  beliebige  Ebene  schneidet  im  Allgemeinen  Jede  der  diei 
Yi^^  12,  Coordinatenachsen  und  ist  ihrer 

Lage  nach  durch  die  Strecken 
/  OA,  OB,  OC  bestimmt,  welche 


sie  auf  den  Achsen  abgrenzt; 
man  kann  sich  niimlich ,  wenn 
die  Punkte  fi,  C  gegeben 
sind,  die  Ebene  dadurch  ent' 
standen  denken,  dass  eine  rer- 
Itnderliche  G^erade  A  ü  sich  um 
den  Funkt  A  dreht  und  sugleich 
an  der  Geraden  BC  hingleitet. 
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Sind  inui  Xy     z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Panktes  P  der 

beweglichen  Geraden,  also  anch  der  Ebene  ABC^  und  setzen  wir 
femer  0A  =      OB^b^OC~L\,  so  sind 

tf=zM  (x —  a)  und  r  r  -  N  (.,•  _  a) 
die  Gleichungen  der  Geraden  AU.  Für  dio  Coordinaten  v  und  w 
ihrer     •  Spur,  d.  b.  des  Punktes      erhalten  wir  daraus 

—  —  Ma-=^ — - —  a,      w  =  — Aa  =  -;  

a  —  X  a  —  w  ' 

da  V  auf  der  Geraden  PC  liegen  muss ,  so  ist  bekanntlieb 

mithin  durch  Substitution  der  Werthe  von  v  und  w 

f  +  l+7  =  '- 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  von  den  Coordi- 
natenacbsen  die  Strecken  c  abschneidet,  wobei  stillschwei- 

gend Yoransgesetzt  wird,  dass  keiner  dieser  Abscbnitte  der  Null 
gleieb  ist,  daas  also  die  Ebene  nieht  dnrch  den  Ooordinatenanfang 
gebt. 

8ebafil  man  ans  der  obigen  Gleicbnng  die  Brttebe  weg,  so  er- 
hält mau  eine  neue  Gleichung  von  der  Form 

2)  Ax  4-  Bij  Cz^D, 

von  welc'lier  aiicli  direct  gezeigt  worden  kann,  dass  sie  eine  Ebene 
cliarakteriöirt.  Es  bedarf  hierzu  nur  des  Nachweises ,  dass  eine 
Grerade,  welche  zwei  Punkte  mit  der  durch  vorstehende  Olcichnng 
bestimmten  Fläche  gemein  hat,  ganz  in  sie  hinein  fällt.  Für  zwei 
anf  der  Fläche  liegende  Punkte  x^y^    nnd  x^y^z^  bat  man  auuKcbst 

Ax^  +  By^  +  Czt  =  l>, 
Ax^-^  Byt-^Cz^  —  D, 
aus  weleben  Gleiebnngen  die  naebstebenden  folgen: 


3) 


'  «Tj  

verbindet  man  ferner  die  Punkte  ir,yjri  und  x^y^z^  durch  eine 
Qerade,  so  gelten  für  irgend  einen  dritten  Punkt  x^y^z^  derselben 
die  Gleichungen  (g.  7,  Nr.  5) 


Anftl.  G«om.  IL 
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itt—Xi  •  '     ar, — Xi 
und  man  zieht  daraus  die  Relaticm 

d»  i.  unter  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  3) 

Jeder  beliebige  Punkt  irgy,?,  der  von  a^i^ir,  nach  :r,y,r,  gehen- 
den Geraden  liegt  demnach  auf  derselben  Fläche ,  wie  jene  awet 
Punkte,  d.  h«  die  Verbindungsgerade  irgend  aweier  Punkte  der 
FlScbe  füllt  gans  in  die  letztere,  was  bei  der  Ebene  und  nur  bei 
dieser  statt  findet. 

Setst  man  in  Nr.  9)  eine  der  Coordinaten  dr,  ?/,  :  gleich  Nall, 
so  wird  daraus  eine  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  solcher 
Punkte,  die  gleichzeitig  der  EIhmio  und  einer  dor  ( 'oordinatcn- 
obcnen  angehören;  man  erhiilt  so  die  Oloichmigen  derjenigen  Ge- 
raden, in  widclion  die  Ebene  die  ( Viordinateneltenen  schneidet,, 
d.  i.  die  Gleichungen  der  sogenannten  Öpuren  der  Ebene.  Sie 
lauten  der  Koilie  nach  für  die  .r»/,  ,rz  und  yr-Spur: 

4)    Ax-^By~J),    Au+Cz^D,  Btj-\'Cz=r^D, 
swei  Ton  diesen  drei  Spuren  bestimmen  die  Ebene  gleichfalls,  weil 
hierdurch  die  vier  Grössen        (7,  D  bekannt  werden*). 

Lftsst  man  in  der  Gleichung  der  Ebene  swei  Coordinaten  au 
Null  werden ,  so  erhält  man  ihren  Durchschnitt  mit  einer  der  Co- 
ordinatenachsen ;  für  ^  =  0  und  ergiebt  sieh  a.  B. 


*)  Die  descriptive  Qeoinetrie,  welcshe  ihrer  Katar  nadh  Punkte  im 
Räume  nicht  unmittelbar  auffassen  ksn|i,  benutst  die  Sparen  der  Ebene 
zur  graphischen  Darstcltong  der  letsteren ;  will  man  daher  eine  Constroction 
der  descriptiven  Geometrie  mittelst  der  Bechnung  Terfolgen  (s.  B.  nm  die 
Vebereinstimmnng  zwischen  der  descriptlven  imd  analytischen  Behandlung 
einer  Aufgabe  nachsuweisen) ,  ho  hat  man  jede  Torkommende  £bene  nicht 
durch  eine  Gleichnng  Ton  der  Form 

sondern  durch  zwei  Simrengleichunfrcii ,  etwa 

Ax  +  By~  D  imd  Ax  -^Cz  —  D 
auszudrücken.  Diese  Modification  des  CalcUIä  ist  übrigens  so  leicht,  dass 
es  daiu  keiner  Beispiele  bedürfen  wird. 
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» 


Ax  =  I)  oder  a;  = 
^  • 

und  hier  ist  2"  die  Strecke,  welche  die  Ebene  von  der  or- Achse 

abschneidet.    In  ähnlicher  Weise  sind  %  und  %  die  Abschnitte 

auf  den  Achsen  der  y  und  s,  wie  man  aach  durch  Vergleichung 
mit  Nr.  J)  bestätigen  kann. 

Diese  allgemeinen  Ergebnisse  erleiden  unter  UmstSnden  einige 
Modiiicationen.  Ist  keine  der  Grössen  A,  B,  (\  h  -h  ich  Null,  so 
kann  die  Gleichung  2)  durch  D  dividirt  und  unter  der  etwas  ein- 
facheren Form 

5)  A'x-{-B'y-^C'z  =  i 

dargestellt  werden;  die  Gleichungen  der  Spuren  lauten  dann 

6)  ^'a?+J?>  =  l,    A'x-^C'z^^l,  Ä'y+C'r=l, 
und  die  auf  den  Achsen  gebildeten  Abschnitte  sind  die  reciproken 
Werthe  von  ,/',  B\  C.   Verschwindet  eine  der  (irössen  A,  1) 
und  zwar  zunächst  i/,  so  geht  die  zur  Gleichung 

^a?  +  ^y  +  C«  =  0 
gehörende  Ebene  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten ,  weil 
die  Werthe  a:==0,  y  =  0,  «-  =  0  der  Gleichung  genügen;  nicht 
selten  giebt  man  in  diesem  Falle  der  Gleichung  die  Form 

l8tC=:0,  SO  wird  aus  der  allgemeinen  Gleichung  die  folgende 

Ax-^By^^D,  (z  beliebig) 

oder 

A'x-k^B'y^V, 

der  auf  der  z- Achse  gebildete  Abschnitt  hat  die  Grösse  ^  =  oo 

und  mithin  ist  die  Ebene  parallel  zur  Achse  der  z;  fHr  =  0  er- 
hält man  entsprechend  eine  Ebene  parallel  zur  y  -  Achse,  für  ^  ==  0 
eine  Parallelebene  zur  a*- Achse.  In  dem  Falle,  wo  die  zwei  Coef- 
hcicuteu  C  und  />  verschwinden,  wird  die  Gleichung 

durch  a:  — 0,  f/r-o,  sowie  durch  jedes  beliebige  r  befriedigt, 
woraus  folgt,  dass  die  Ebene  die  «-Achse  in  sich  enthält.  Liegt 
dagegen  die  Achse  in  der  Ebene,  so  lautet  die  Gleichung  der 
letzteren  (i^  =  0,  D  ==  0) 

4« 
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Ax  +  Ca;==0, 
entlifilt  sie  die  ar- Achse «  BO»ist  A  =  0  und  2)  =  0,  mitbin 

By+  Cr  =  0. 

Sind  zwei  der  Coefficienten         C  gleich  Null,  wie  2.  B.  in 

so  bleiben  y  und  z  beliebig ,  mitbin  ist  die  Ebene  parallel  der 

yz- Ebene  und  von  ihr  entfernt  um      in  gleicher  Weise  wflrden 

Bi/T=ß^  Cz=^ß 
Farallelebenen  zu  den  Ebenen  a:z,  resp.  xy  bedeuten.  Für  i^=^0 
rednciren  sich  die  letzten  drei  Grleichnngen  auf  ars=:0,  y  =  0, 
2  =  0  und  charakterisiren  der  Reihe  nach  die  Coordinatenebenen 

yzj  xzy  xy. 

Sowie  jede  Grerade  eine  bestimmte  Richtung  hat,  welche  durcb 
die  Winkel  zwiscben  ilir  und  den  Coordinatenachsen  fixirt  wird, 
so  kann  auch  joder  Ebene  eine  ])estimmte  Stellung  zugeschrie- 
ben werden,  und  zwar  ergiebt  sich  diese  aus  d«'v  Richtung  einer 
auf  der  Ebene  errichteten  Senkrechten.  Bezeichncu  wir  mit  p 
das  Perpendikel  OQ  vom  Coordinatenanfang  auf  die  Ebene -4ßC 
(die  Entfernung  jenes  Ihinktes  von  dieser  Ebene) ,  so  ist  es  pas- 
send, die  Winkel  (px),  (py),  (pz)  die  Steltnngswinkel  der  Ebene 

Fig.  13.  SU  nennen;  sie  können 

Zi  auf  folgende  Welse 

ans  derGrleiehung  der- 
selben  abgeleitet  wer- 
den. Wo  auch  der 
PunktP  auf  der  Ebene- 
ABC  liegen  möge,  so 
fällt  seine  rechtwink- 
lige Projectiou  auf  die 
Normale  0  Q  doch  im- 
mer nach  Qy  demgemitss  ist  p  die  rechtwinklige  Projection  des 
Radiusvector  OP,  statt  dessen  auch  die  gebrochene  Linie  OLP'P 
auf  OQ  projicirt  werden  kann;  man  hat  daher  die  Beziehung 

p  =  xcos  {px)  +  y  coff  {py)  +  z  cos  {pz) 
oder  auch  durch  Division  mit  />  und  umgekehrte  Anordnung 

cos  jpx)  ^  _^  cos  {py)  _^  ^  cos  (p  z) 

'  -  «  T  y 'T  -2r=sK 

P  P  P 

Der  Vergleich  zwiscben  dieser  und  der  früheren  Gleichung 
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A  B      ,  C 

liefert  die  Kelationen  i 

cos  (p,r)  A     cos{py)  B     cos{pz)  C 

'        p      "^F'        ]S     ~"F'    ~p  F' 

die  man  auch  unmittelbar  durch  Betrachtung  der  rechtwinkligen 
Dreiecke  AQO^  BQO,  CQO  erhalten  kann*  Die  vorstehenden  drei 
Gleichungen  enthalten  die  vier  Unbekannten  /»,  cos  {px) ,  cos  {py), 
eo9  {pz)y  Yon  denen  die  drei  letzteren  ffir  den  Augenblick  kurz  |, 
fjy  ^  heissen  mögen;  dazu  gesellt  sich  als  vierte  Gleichung  die 
zwischen  drei  Kichtungswinkelu  jederzeit  bestehende  Relation 
(§.  ^  Nr.  7) 

9)  \—'i{^—ßr)rit—^(ß~c.y)U—'^{Y—«ß)in 

worin  y  die  Cosinus  der  Coordinatenwinkel  yzy  xz^  xy  be- 
deuten. Mittelst  der  Gleichungen  8)  kann  man  |,  17,  (  durch  p  aus- 
drfleken,  diese  Werthe  in  Nr.  9)  substituiren »  daraus  p  und  nach- 
her Ii  17,  ^  bestimmen;  setzt  man  zur  Abkürzung 

10)  ö^^l-i-2«|3y  — a'  — /3*— y», 

so  sind  die  IBrgebiüsse  der  angedeuteten  leichten  Bechnung: 
f  „™^* 

|cos(j>ap)  =:-^  eo$ipy)—^j  cosipz)=:=—. 

Nicht  ttberÜüb.sig  h'i  f*^,  die  specicllcii  Formeln  für  dip  Vh\W. 
anzumcrlcen,  wo  die  beliebige  Ebene  einer  der  Cüürdiuateneijeiien 
psinllel  liegt»  Ist  erstens  die  Ebene  parallel  der  ^z- Ebene,  also 

ihre  Gleichung,  so  haben  wir  1,  i?  ==  0,  C  =  0,  D  «,  folg- 
licU,  wenn  wir  die  Senkrechte  p  in  diesem  Falle  mit  bezeichneUi 

Auf  iiliiiliche  Weise  tinden  wir,  wenn  die  Ebene  parallel  zur 
2 -Ebene  also  ihre  Gleichung 
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ü>t  und     ihren  Abstand  vom  Coordinntenanfang  beseiehnet, 

endlich  für  den  dritten  Fall,  wo  die  Ebene  parallel  zmr  jr^- Ebene 
liegt ,  ihre  Gleichung 

und     ihre  Kiitfernung  vom  Coordinatenaufang  ist, 

15)  p^z^  ■  -j  cus(p^.v}^0,  cö*(/>,y)^0,  eosip^z)^-  ^. 

In  Verbindnng  mit  Nr.  J3>  führen  die  Gleichnngen  13),  |4) 
und  15)  zar  Kenntnim  der  Neigungswinkel  einer  bcliebigpii  lObem; 
gegen  die  Coordinatenebcncn.  Bezeichnen  wir  fHe.Nei|r«m;L:s\\  inkel 
<ler  Ebene  2)  gegen  die  Kl^enen  j: z  und  der  Kcilic  uach  mit 
,  S^,  so  ibt  (-\  finorlei  mit  dem  Winkel  zwischen  den  auf 
jenen  Ebenen  senkrechten  (M-raden  p  und  überhaupt 

^^^LipP^.    B,^LipPj),  e,-=z.(pp.); 
man  findet  nun  cosB^^-  eos  (pp^)  nach  Formel  6)  in  §.  5  mittelst 
der  Substitutionen  r  t  -     r,  -  - 

^  -  -  OOS-  i  j, )  ,  -  ^-  cos  (PI/)  ,  ^  TOS  (/>  C), 

wobei  gk  ich  zeitig  die  Werthe  der  rechter  Hand  stehenden  Cosinus 
den  Gleichungen  12)  und  13)  zu  entnehmen  sind.  Auf  analoge 
Weise  bestimmen  sich  co«  ö,  und  ro«9,,  fiberhaupt  gelangt  man 
durch  die  angedeutete  leichte  Rechnung  zu  den  folgenden  Formeln 


16) 


COS  •= 


cos  cy, 


cos  ^ 


-B(y  — 

aß)  ~ 

Ej/i 
—  C(a- 

—  «* 

> 

C({ 

€cy)  — . 

Bin 

1 

E  j/  l 

• 

Bei  einem  rechtwinkligen  Coordinatensjsteme  sind  die  Stel- 
lungswinkel  (px),  (py)»  (pz)  identisch  mit  den  Neigangswiukeln 

17)  p..  ^ 
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Cüs  -    coa  0.  — ^  v^*^  . 

cos  ipy)      CO«  6,      -   , 


§.  15. 

Bestiüiniuiig  der  Ebene  durch  drei  Punkte. 
Wenn  eine  Ebene,  deren  Gleicliuug 

sein  möge,  durch  drei  gegebene  Punkte  f^g^  hy  ^^ftfft^t  >  ftffs^t  gehen 
soll ,  80  mu86  ihre  Gleichung  von  den  Coordinaton  der  genannten 
Punkte  befriedigt  werden;  man  hat  daher  zur  Bestimmung  von 
A\  B\  C*  die  drei  Gleichungen 

2)  i     A'f,-^  B'g,  +  C'h,^  .1, 

\     A'f,  +  B'g,  +  f  '  /'3---  I. 
Durch  Auflösung  derselben  erhält  man  für  A' y  B\  C  folgende 
Werthe 


9x  (Ä« /a— H-S't (A3/1 — +  gzi^t      A«/i) • 


die  Nenner  dieser  drei  Bruche  sind  gleich  im  1  liirr  nur  in  ver- 
Bchiedcnen  Formen  angegeben  worden,  um  die  rcj^ijiinUssigc  Bil- 
dung der  Ausdrücke  hervortreten  zu  lassen.  Durch  Substitution 
der  obigen  Werthe  in  die  Gleichung  1)  und  bei  Wegschaflung  der 
Brüche  ergiebt  sich  nun  als  Gleichung  der  verlangten  Ebene : 

+  [(AtA  -A.A)  +  (A.A  -  Ai  A)  +  (Ai/.-Ä.A)ly 

+  [(ft9.-fz92)  +  ifzgt—fiO.)  +  i/ifft  —  ftOi)]  ^ 
=^ Ä  (9t  Äs --9i  Ä,)  +  A  (,^3 —  9i  ^h)  +  A  {9i  K  —  9t  A,). 
In  speeielleu  Fallen  vereinfacht  sieb  diese  Gleichung  oft  be- 
deutend)  ist  z.  B.  A  =  ^»  =  '^t  —  ®  >  bleibt 


3) 
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als  GleicliuDg  der  Ebene,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  nnd  ansserdem  durch  die  Punkte  fiO^hi ,  ftgiK  geht. 
Für  g^^h^=:=f^  =  A,  z=f^=^.fj^^:^0  ergiebt  rieh 

oder 

als  Gleichung  einer  Ebene,  welche^auf  den  Coordinatenachsen  der 
Beihe  nach  die  Strecken    ,  abschneidet;  dieses  Resultat 

stimmt  in  der  Hauptsache  mit  der  Gleichung  I)  des  vorigen  Pa- 

ragraplien  übcrcin. 

Wenn  die  Punkte  f^gihiy  ftOtK  fzO^^i  einer  Geraden 
liegen,  so  sind  unendlich  viel  Ebenen  durch  dieselben  möglich; 
dies  zeigen  auch  die  Gleichungen  2),  sobald  man  ihnen  die  folgen' 
den  Formen  ertheilt 

^    A-A^    A-A  ' 
h—ft      A— A 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  ist  nämlich  nach  §.  7  Glei- 
chung 7) 

— g«-_-.gt — h — ^1  _K — *t 
A — A    A    A      A    A    A  A 

die  beiden  letzten  der  obigen  (Jleichuugen  werden  jetzt  identi.scli 
und  man  bat  nur  nocb  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  drei 
Unbekannten  A\  B\C', 

Die  Gleichung  3)  lehrt  auch  die  Bedingung  kennen,  unter 
welcher  vier  gegebene  Punkte  f,g,h^,  ftütK^  Af/s^,,  fiQiK  « 
einer  Ebene  liegen.  Dazu  ist  nämlich  erforderlicb,  dass  der  vierte 
Punkt  in  dor  Ebene  liegt,  welcbe  diirck  die  ersten  drei  Punkte 
bestimmt  wirdj  die  gesuchte  Bedingung  lautet  demnach; 

+Hft0»-'fM9t)  +  (Aä  -Aä)  +  (/i9M-rt9i)]K 

=A  tot      ^»  Af)  +A  Ot  Ai — ^1 A»)  H-AtoiÄf — Af)- 
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V«nKdiMd«iie  Lagan  «am  PuktM  fegm  eine  Eb6ii«i 

Wenn  ein  Punkt  xyz  auf  der  dnrch  die  gegebeneu  Grössen 
yiy  Bf  r,  J)  bestiiiimtcu  Ebene  Hegt,  bo  ist 

1)     J.T  4-  Bj/  +  r  ?  X-  D  oder  i>  —  {Aa-  -f      +  C2)  0, 
bt'i  jcflor  anderen  Lage  des  Punktes  kann  diese  (ileichung  nicht 
mehr  bestehen  und  es  muss  folglicli  für  einen  ausserhalb  der  £bene 
befindlichen  Punkt  Xf/z  die  Differenz 

I>  —  {Ax-^  Äy+  Cz) 
einen  Ton  Null  verscliiedenen  positiven  oder  negativen  Werth  be- 
aitzen.  Um  an  entscheiden,  in  welchen  Fällen  das  positive  und  in 
^  welchen  das  negative  Zeichen  aum  Vorschein  kommt,  stellen  wir 
die  folgende  Betrachtung  an. 

Ausserhalb  der  durch  die  Gleichung;  l)  reprHsentirten  Ebene 
denken  wir  uns  zwei  beliebige  Punkte  P,  ,  und  diese  durch  eine 
Gerade  verbunden;  nennen  wir  ^'i^i^i  nnd  .r^y^^a  die  Onordinateu 
jener  Punkte,  so  sind  nach  §.  7  II.  die  Gleichungen  der  Verbin- 
dungslinie 

^)  y=  — **: — «  • 

Diese  Gerade  schneidet  die  Ebene  in  einem  Punkte  Pq,  dessen 
Coordinaten  x^if^z^  dnrch  die  Bemerkung  gefunden  werden,  dass 
der  Funkt  gleichseitig  der  Ebene  und  der  Geraden  angehört, 
dass  folglich  seine  Coordinaten  jeder  der  drei.  Gleichungen  1)  nnd 
2)  genügen  müssen ;  schreiben  wir  also  in  den  letzteren  a:^ ,  tjf, ,  Zq 
für  JCy  y,  Zj  so  haben  wir  drei  Gleichungen  zur  ücstimmuug  der 
drei  Unbekannten  ro ,  //„ ,  Co ;  für  die  erste,  die  zu  unserem  Zwecke 
allein  nöthig  ist,  erhalten  wir 

S\  X  i^t  —  ^i)  —  B  {x, yt  —  yt)  —  C  {x^z^—  z,) 
^  •  A(x^~x,)-^B{y,~y,)+C{z^-z,) 
Hinsichtlich  der  Lage  von  Po  -^i  und  P,  sind  nun  awei  Fälle 
möglich ;  befinden  sich  nämlich  Pf  und  Pg  auf  einer  und  derselben 
Seite  der  Ebene,  so  liegt  P«  ausserhalb  der  Strecke  P|Pt,  lie- 
gen aber  P|  und  P«  auf  entgegengesetaten  Seiten  der  Ebene ,  so 
fUlt  Po  zwischen  die  Punkte  Pf  und  P«.  Gans  Dasselbe  gilt  von 
den  Projectionen  der  Punkte  auf  eine  der  Ooofdinatenachsen. 
Wählen  wir  jsn  letzterer  die  «-Achse,  nennen  der  Reibe  nach  Zo, 
Xj,      die  Projectionen  von  Pq^  P^,  J*^  auf  0-1,  ao  ist  OLq^zzXq^ 


Digitized  by  Google 


0£|  =3X1,  OX,  =  bei  der  ersten  (gleichstimmigeti)  Lage  von 
Pf  and  P«,  also  auch  von  Xi  und  X^,  haben  die  Strecken  XoX,  t= 
—  X,  lind  X^X^^Xo  —  gleiche  Vorseichen ,  bei  der  zwei- 
ten Lage  entgegcugesetste  Voraeicheu ,  und  es  folgt  daraas, 
dass  das  Product 

(a-o  —  .r,)  {xq  —  of,) 
im  t  r.stoii  Kalle  positiv,  im  üweitcn  negativ  iä>t.  EbeuöO  leicht 
bewahrheitet  sich  der  umgekehrte  Satz,  dass  das  positive  Vor- 
zeichen des  vorstehenden  Productes  die  glcich.stimmige ,  das  ne- 
gative die  entgegengesetzte  Lage  der  Punkte  i\  und  bedingt. 
Vermöge  des  vorhin  angegebenen  Werihes  von  findet  man  nun, 
wenn  aur  Abkfiranng 

X^      Xg  X^  — ^«Tj 

gesetat  wird, 

und  daraus  ergieht  sich,  das«  das  iia  Zählor  stehende  Product  po- 
sitiv odor  negativ  ist,  je  nach  dem  die  l'uiilvle  .r,  ?/,  und  .rj  rj 
auf  gleiclien  oder  verschiedeneu  Seiten  der  Ebene  liegen.  Dem 
zufolg 0  haben  die  beiden  Ausdrücke 

i>  —  (^o-,  -f  By,  +  C2,)  und  D  —  {Ax^  +  Äy,  +  Cz,) 
im  ersten  Falle  gleiche,  im  zweiten  entgegengesetzte  Voraeichen. 
Um  auch  Uber  letzteres  unaweidentig  zu  entscheiden,  wollen  wir 
die  in  der  Gleichung  der  Ebene  vorkommende  Grösse  D  immer  als 
positiv  betrachten ,  was  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit 
jederzeit  möglich  ist ,  weil  im  Falle  eines  negativen  D  die  Glei- 
chung 1)  mit  ( —  l)  multiplicirt  werden  kann;  für  den  Aniangs- 
punkt  der  Coordinaten,  als  i'uiikt  x\y^z^  genommen,  haben  wir 
dann  Xi  —  //,      r,  —  0,  initliiu 

D   -  (./.r,  -f  /?//,  -f-  Cz,)  ^  Z>,  d.  h.  positiv, 
besitzt  nun  der  dem  zweiten  Punkte  x^y^z^  entsprechende  Ausdruck 

dasselbe,  also  positive  Vorzeichen,  so  liegt  der  Punkt  A*ty,r,  auf 
derselben  Seite  der  Ebene,  wie  der  Ooordinatenanfang,  ist  aber 
die  obige  Differenz  negativ,  so  füllt  der  Punkt  x^y^z^  auf  die  ent- 
gegengesetate  »Seite*  Bei  Weglassung  der  femer  nicht  nöthigen 
<  Indices  können  wir  das  Endresultat  in  dem  Satie  zusammenfassen: 
je  nach  dem  der  Ausdruck 


Digitized  by  Google 


—   69  - 


worin  D  als  wesentlich  positiY  angesehen  wird,  positiv,  gleich  Null 

oder  negativ  is»t,  liegt  der  Puukt  xyz  ausserhalb  der  durch  die 
Gleichung 

cltaraktorisirteu  Ebene  juit'  der  Seite  des  Coordinatenanfari^es, 
oder  in  der  Ebene  selbst,  oder  ausser  ihr  auf  der  dem  Coordiuaten- 
anfang  entgegengesetaten  Seite. 

§.  17. 

Di»  Gerade  in  der  Sbeiie. 

Um  au  entscheiden,  ob  eine  gegebene  Gerade  in  einer  gleich« 
falls  gegebenen  Bbene  liegt  oder  nicht,  bedarf  es  nur  der  Unter* 
suchnng ,  ob  irgend  awei  Punkte  der  Geraden  in  die  Ebene  fallen 

oder  iiiclit ;  der  AN'illkiirlichkeit  dieser  Punkte  kann  an  sich 
Jene  Untersucliung  dadurch  erleichtern,  dass  man  die  Spuren  der 
Ooradeii  botraelitet ;  jenachdeni  dieselben  in  die  Sjmren  der 
Ebene  taileu  oder  nicht,  liegt  die  Gerade  in  der  Ebene  oder  ausser 
ihr.  Ist  nun 

die  Gleichung  der  Ebene ,  so  sind  der  B^ihe  nach 

Ax  -{^  By^J>^         Ax  Cz^J>^ 
By  +  Cz^D 

die  Gleichungen  ihrer  xy^xz  und  y;-Spur;  beaeichnen  wir  fer« 
ner  mit 

tlie  ( ileiehunf]cen  der  geg«d)enen  (Jeraden,  so  'haben  wir  als  Coor- 
dinatcu  ihrer  in  gleicher  Ordnung  gcuommcnen  Spuren 


y  —  — ,    X  —      o^»  *  — ' 


Ct*      ^  .  0,'  Ä,'  •  '      B,  ' 


fit  L  '** 


Der  Punkt  x'y  liegt  nun  in  der  ory- Spur  der  Ebene,  wenn 

ferner  liegt  x"z'  in  der    2 -Spur  der  Ebene,  wenn 

endlich  y" z"  in  der  yz- Spur  der  Ebene,  wenn 
5)  56j  +  Cc, 
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Finden  von  diesen  Gleichungen  iwei  statt,  so  ist  die  Gerade  ia 
der  Ebene  enthalten  nnd  die  dritte  Gleichung  eine  Folge  der  bei- 
den anderen.  Durch  Subtraction  der  Gleichung  4)  von  5)  ergiebt 
sich  noch 

6)  ^  +        +  CC,  =0 

und  diese  Gleichung  kann  in  Verbindung  mit  Nr.  5)  zum  Ersatz 
fittr  die  früheren  Gleichungen  dienen*;  durch  Elimination  von  C 
ans  5)  und  6)  erhält  man  nämlich  die  Gleichung  3) ,  durch  Elimi- 
nation von  B  die  Gleichung  4).  Die  Gleichungen  ö)  und  6)  ent- 
halten demnach  die  Bedingungen ,  unter  welchen  die  Gerade  in 
der  Ebene  liegt. 

Dasselbe  Resultat  kaiui  man  leicht  auf  rein  analytischem 
Wege  liinU'ii;  jeder  Punkt  der  Geraden  muss  namlicli  ein  Punkt 
der  Ebene  sein,  es  ist  folglich  erlaubt,  die  Wcrthe  von  ^  und  z 
aas  Nr.  2)  in  Nr.  l)  zu  substitniren ,  die  letztere  Gleichung  erhält 
dadurch  die  Form 

nnd  sie  mnss  nun  fttr  alle  x  gelten;  dies  ist  aber  nur  möglieh  fHr 
•     7)        ^-|-FÄt  +  CC7,  =0  nnd       +  Cq~Z>, 
velche  Bedingungen  mit  den  frttheren  übereinstimmen. 

Hieran  knüpfen  sich  einige  Aufgaben ,  betrefTend  die  Bestim- 
mung solcher  Ebenen ,  die  eine  oder  zwei  gegebene  Gerade  ent- 
halten sollen. 

a.  Ebene  durch  einen  Punkt  und  eine  gegebene 
Gerade.  Sind  Ug-,^  die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes, 

8)  y  =  Ä,a?  +  6j,       z  =  C|a;  +  Ct 
die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden,  endlich 

9)  ^'a?  +  S'y+C'«==l 

die  Gleichung  der  verlangten  Ebene ,  so  hat  man  zur  Bestimmung 
von  A\  B\  C'  die  drei  Gleichungen 

Ä'  4-  B'B,  +  CT,  ^0,       B'h,  4.  C L\  —  I 
aus  denen  jene  Unbekaimteii  leicht  zu  entwickeln  sind.  Ktwas 
kürzer  ist  folgender  Weg;  man  subtrahirt  die  erste  ilcr  Bedingungs- 
gleichungen von  der  Gleichung  der  Ebene  (Nr.  9),  dividirt  UbertU 
mit  A*  nnd  setzt  zur  Abkürzung 

^  — —  ■A^»  , 
die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  ist  dann 
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Durch  Diyision  mit  A*  ergiebt  sich  femer  ans  der  aweiten  Bedin- 
gung die  folgende 

jr,Jlf +Cjiy»  — 1; 
subtrahirt  man  endlich  die  erste  Bedingungsgleichung  Ton  der 

letzten  und  dividirt  wiederum  durch  A\  so  ist 

Die  letzten  zwei  Gleicliun<T;en  bestimmen  M  und  N\  nach  W  eg- 
scliaüüng  der  Brüche  erhalt  man  auH  Nr.  10) 

>  c,  —  h)  (tz-g)  +  b,-g)  (r  -A)  ^0 

als  Gleichung  der  gesuchten  Ebene.  Liegt  der  Punkt  fgh  in  der 
gegebenen  Greraden,  ist  also  gleichzeitig 

so  werden  die  beiden  fKr  M  und  N  angegebenen  Gleichungen  iden- 
tisch und  es  bleibt  daher  eine  dieser  Grössen  willkttrlich ,  wie  es 
die  in  diesem  Falle  vorhandene  Unbestimmtheit  der  Aufgabe  er- 
fordert. 

ß.  Ebene  durch  zwei  Gerade.  Wenn  eine  Ebene,  deren 
Gleichung 

12)  A'x  +  B'y  +  C'z  =  i 

heissen  möge,  zwei  durch  die  Gleichungen 

gegebene  Gerade  in  sich  enthalten  soll,  so  müssen  die  Coefficien« 
ten      I?',  C  den  folgenden  vier  Gleichungen  geniigen 

+  J?,B'  +     C  =  0,      b^B'  +  c,  C*  s=  1. 

Man  kann  hier  zunächst  B'  und  C  aus  denjenigen  zwei  Gleichun- 
gen bestimmen,  in  denen  A'  nicht  vorkommt  und  findet: 
ß»    ^1     ^«         0>      ^  ^1 


die  beiden  übrigen  Gleichungen  liefern  nachher  zwei  Werthe  von 
A\  nämlich: 

j>  ^    jCj  — c,)  ^  C,  (^t— M 
—    (<?i  —  g«)  —  (dt 
Da  A*  nur  einen  Werth  haben  kann,  so  ist  die  Aufgabe  nnmdg- 
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lieh»  wenn  die  beiden  für  A'  gefundenen  Ansdrttcke  Tersclneilen 
sind,  möglich  dagegen»  sobald  jene  AuBdrücke  Ensammenfallen. 
Dm  Letatere  findet  statt  für 

Bt  ifi — r,)  —  C,  {b,  —V  =    (c,  — c,)  —  C,  (I», — M 

oder 

14)  (ß.  -  Ä,)  (c,  -  r,)  ^  (C,  -  C,)  (6,  -  i,,) 

d.  b.  wenn  die  Geraden  sich  entweder  schneiden  oder  parallel 
laufen.  Die  vorstehende  Bedingung  iat  identisch  mit  der  schon 
frülier  (§.  8)  t'rw  iihnton,  nach  welcher  zwei  Gerade  in  einer  Ebonc 
liegen  oder  nicht,  je  nach  ileni  die  uWv^o  (Jlcichung  erfüllt  odor 
nicht  erfüllt  ist.  Das  Bestehen  der  Gleichung  J4)  vorausgesetzt, 
haben  wir  als  Gleichung  der  gesuchten  Ebene : 

1 5)  [Ä,  (c, — c.)     C,  ip,  ^  6,)]  X  —  (c,  — c,)y  +  (6,  —  z 

Jttb^e^  —  6c r, ,  was  geometrisch  bedeutet,  dass  die  Verbindnngs- 
linie  der  ^z- Spuren  61^1  nnd  b^c^  dnrch  den  Goordinatenanfang 
geht,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  und 
die  Ebene  beider  Geraden  gebt  dann  gleichfalls  durch  den  An- 
fangspunkt der  Coordinateu. 

§.  18. 

Parallele  Lage  einer  Geraden  gegen  eine  Ebene. 
Wenn  eine  Ebene  und  ausserhalb  «lerselbon  eine  Gorndo  ge- 
geben sind,  so  kann  man  die  Frage,  ob  die  Gerade  dio  Ebene 
schneidet  oder  ihr  parallel  ist,  dadurch  entscheiden,  dass  man 
durch  irgend  einen  Punkt  der  Ebene  eine  Parallele  zur  Geraden 
legt;  diese  Parallele  hat  mit  der  Ebene  entweder  nur  jenen  ein- 
zigen Funkt  oder  alle  Punkte  gemein,  im  ersten  Falle  schneidet 
die  Gerade  die  Ebene,  im  zweiten  Falle  ist  sie  ihr  parallel,  weil 
sie  einer  in  der  Ebene  Heftenden  Geraden  parallel  läuft.  Das 
nannte  Kennzeichen  drücken  wir  auf  folgeudc  Weise  analytisch 
aus.  Die  Gleichung  der  Ebene  sei 

die  Gleichungen  der  Geraden  mügeu  hcissen 

2)  — fi,a:  +  6i,       «  =  C,a;-f-c,; 

fQr  irgend  einen  Punkt  aro^o^o  gegebenen  Ebene  gilt  die  Glei- 
chung 
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nnd  wenn  wir  «ie  mit  der  Gleielinng  I)  diircli  Snbtraetion  yerbin- 
den ,  80  ist 

3)  A  (.V  -  .vo)  +  B  (1/  —  y„)  -h  C  (r  —  r„)  0 

iimncr  noch  die  Gleichung  derselben  Ebene  nur  mit  der  Neben- 
hestimmung,  dass  letztere  don  IMinkt  .r„;/„r„  rntliiilt.  Die  Glei- 
chungen einer  durch  diesen  l^uukt  gehenden  X'araliclen  zur  ge- 
gebenen Geraden  Hind 

4)  1/  —  '/„  -    ^,     —  ar,) ,       z  —    =  C,  {x — .rj 

und  wenn  die  Parallele  ganz  in  der  Sbene  liegen  soll,  so  lottssen 
die  Ooordinaten  jedes  ibrer  Punkte  sowobl  den  Gleiclmngen  4) 
als  der  Qleicbung  3)  genügen ;  dies  giebt  fitir  jedes  beliebige  sc 

* 

was  nur  möglich  ist,  wenn  die  Gleichung 

statt  findet;  dlnse  ist  folglich  die  Bedingungsgleichung  für  die  pa- 
rallele Lage  der  Geraden  gegen  die  Ebene*). 

Hieran  knüpfen  sicli  einige  Aufgaben  Über  die  Bestimninng 
einer  £bene,  welche  einer  oder  zwei  gegebenen  Geraden  parallel 
sein  soll. 

«r.  Ebene  dnreb  swei  Punkte  parallel  einer  Ge- 
raden. Die  gegebenen  Pnnkte  mögen  f^  ^,    ,  A^t^t 
cbnngen  der  gegebenen  Geraden 

6)  v  ~Rx-^b,       TT-z  Ca-  -f  c 
heissen;  die  Uicichung  der  gesuchten  Ebene  sei 

7)  La:  +  ^l/.V  +  ^^--^  1. 

Dass  die  Ebene  durch  jene  zwei  Punkte  geht,  wird  ausgedrückt 
durch  die  beiden  Gleichungen 

X/;  +  Jlfi?,  +  J^g,=  i; 
die  parallele  Lage  der£bene  und  der  Geraden  liefert  hierzu  noch 
die  Bedingung 


*)  Die  im  vorif^eu  Paragrapben  unter  Xr.  7)  verzeichneten  Bedingun- 
gen für  (loa  Fall,  «la.ss  dio  Oerade  in  der  Kheiie  liegt,  erhalten  durch  das 
Obige  eine  sehr  einlache  Deduutung.  Von  jenen  stwei  Bodlnguiigsgleichan- 
gen  sagt  nämlich  die  erste,  dass  die  Gerade  der  Ebene  parallel  ist,  und  die 
zweite,  das«  die  yz-  Spur  der  Geraden  in  der  gloichnamtgen  Spur  der  JSbene 
liegt,  dass  also  beide  Gebilde  einen  Pnnkt  gemein  haben;  diese  Bedingan- 
gen  sind  snsammen  nur  yon  einer  in  der  Ebene  enthaltenen  Geraden  erfüllt. 
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und  damit  bat  man  drei  Gleichungen  zur  BeBtimmung  der  drei 
Unbekannten     M  nnd  N,  Man  findet  fttr  sie  die  Werthe 


igt— Bf,)  ih,—cf,)  -Cv.-Ä/-,)  {h,—cf,y 


durch  Substitution  in  Nr*  7)  und  Wegsehaffong  der  Brüche  er- 
giebt  sieb 

8)  J_[A,-A,-c(/\-/;)]y+[^.-j?,-i?(/;— /;)]z 
— B/;)  (Ä,  -  CA)  -  ig,  -  A)  (Ä, — c/i) 

als  Gleiebnng  der  gesuchten  Ebene. 

ß.  Kbene  durch  eine  Gerade  parallel  einer  zwei- 
ten G  0  r  ad  e  n.  Die  beiden  gegebenen  Geraden  mögen  durch  die 
Gleighuugen 

{y^B^x+  6,,  z  =  C,a:  +  q, 

bestiiftmt  sein,  die  Gleichung  der  gesncbten  Ebene  heisse 

10)  Za:  + jlfy+ JVz=l. 

Soll  diese  Ebene  die  erste  Gerade  in  sich  enthalten,  so  mtoen  die 

Bedingungen 

erlullt  sein,  und  wenn  sie  ausserdem  der  zweiten  Geraden  parallel 
liegen  soll,  so  gehört  dazu 

Ans  fliosen  drei  Gleichungen  ergeben  sich  für  die  Unbekannten 
Z,  A/,  N  die  Werthe 

Bi  Cj — Bf^i 


Z  = 


—  (Ä,  —  Bi) 


(C,-~r,)  -  €,  {B,~B,y 
durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  erhält  man  aus  Nr.  10) 

\  =^b,{C,-C,)  —  e,(B,^B,) 

als  Gleichung  der  verlangten  Ebene. 
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y.  Ebene  durch  einen  Punkt  parallel  zwei  Q^era- 
den.  Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  g^egebenen  Punktes 
mit  9,  A,  die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden  und  der  ge- 
fluehten  Ebene  ganz  wie  vorbin,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der 
Unbekannten  Z,     N  die  drei  Gleichungen 

die  Ermittrlnng  von  X,  N  bietet  koino  Schwierigkeit  dar  niid 
mag  uiitorltloibon  ,  w  eW  sich  die  lu'clmuny  elegaut'-r  luf  i'olgende 
Weise  führen  lässt.  Wir  ziehen  die  erste  Bcdiiigungsgleichung 
von  der  Gleichung  der  Ebene  ab ,  dividiren  mit  L  und  setzen  zur 
Abkürzung 


die  Gleichung  der  Ebene  lautet  dann 

12)         a,  — /•+  i>(y_^)  +  p(z_Ä)  =  0. 
Die  fibrigen  Bedingnngsgleichungen  dividiren  wir  gleichfalls  mit 

L  und  haben  dann  zur  Bestimmung  von  P  und  Q  die  Gleichungen 

hieraus  ergeben  sich  die  Werthe 

durch  Substitution  derselben  in  Nr.  13)  erhalten  wir  nach  Weg- 
Schaffung  der  Brüche 

als  Gleichung  der  yerlangten  Ebene. 


§.  19.  . 

Senkrechte  Lage  einer  Oeraden  gegen  eine  Ebene. 
Wenn  eine  llibeue,  deren  (ricichung 

1)  Ax     By+  Cz^D 
heissen  möge  ^normal  zu  einer  durch  die  Ol  Eichungen 

2)  y—^iX  +  i,,       «=C|a:  +  c, 
bestimmten  Geraden  liegen  soll,  so  müssen  die  Stellungswinkel 
der  Ebene  der  Beihe  nach  dieselben  sein,  wie  die  Richtungswinkel 
der  Geraden,  es  gelten  daher,  wenn  die  vom  Goordinatenanfange 

Amd«  Geonu  IL  6 
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auf  die  Ebene  herabgelassene  Seukrechie  mit  p  und  die  Gerade 
mit  $i  beseichnet  wrid ,  die  Gleichungen 

3)  eos{px)=cos(8ix)^  eo»(jMf)=eos(Si^)^  cos(jpz)c=seo8{iiz). 
Unter  Benutsiing  der  flchon  firtf her  gebrauchten  Ahkflrxnngen 

eos  (opy)  -  -  y ,       co#  (o:  r)  =  /J ,       co#  (y  r)  =  «, 

i;«  =3  ( I  -  «*)     +  (1  - 13«)     +  (1  -  y«) 

/>.*—  »  +     +  (V  +  2« /?, r,  +  -j^ r,  -h  -2/ />, 
Bind  die  Stellungswinkel  der  Ebene  durch  die  Formeln 

.     .      AÖ  .    .      Bd  ,    .  Cö 

nnd  die  Richtungswinkel  der  Geraden  dnrch  die  folgenden  Glei- 
chungen be«timmt: 

COS  (SiX)  =   —  , 

cos  (*,y)  =  -!  ^— —  , 

ro*  (5,  z)  ^         ^  ; 

bildet  man  ans  diesen  Werthen  die  in  Nr.  3)  erwähnten  Gleicbnn* 
gen,  80  kann  man  letztere  leicht  anf  folgende  Form  bringen: 


4) 


E  A 

B  C  ' 

und  sin  sind  die  nnalytisclioii  BcdiiiguiiMen  für  dio  <;o;^eii.M'itige 
aeukrechte  Lage  der  Ebene  und  der  Geraden.  Zu  bemerken  ist 
übrigens,  daas  Yon  den  Gleichungen  3)  oder  den  damit  identischen 
drei  Gleichungen  in  Nr.  4)  bereits  zwei  ausreichen,  um  die  er- 
wähnte Lage  festsnstellen;  da  nämlich  die  Richtung  einer  Oera- 
den {p  oder  St)  schon  durch  zwei  Richtungswinkel  bestimmt  wiid, 
so  ist  jede  der  Gleichungen  S)  eine  Folge  der  beiden  übrigen  und 
eben  desswegen  braucht  man  auch  von  den  Gleichungen  4)  nur 
zwei  beizubehalten.  Dies  geschielit  am  einfachsten  dadurcli,  liass 
man  den  ersten  Quotienten  rechter  Hand  mit  denibeiden  übrigen 
(Quotienten  vergleicht;  man  hat  so 

P       i?i  +     «  +  y         C      C\+  B^a  +  ß 
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6)    I  ^Au—^ 


oder  auch,  wenn  man  die  Brüche  wegaohafPt  und  die  gleichartigen 
Grössen  yereinigt 

Cy)B,'\^{A  —  Cf)C,=iC  —  Äß, 

Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  hat  man  einfacher 

B  C 
7)    —  =  JJ,,   -j  =  A  oder^^,  =  1?,  AC.^C. 

Hieran  knüpfen  sich  die  folgenden  zwt'i  Aul'gabeu. 

u.  Dur  eil  einen  e^egebenen  Pnnkt  eine  Nornial- 
ebene  zn  einer  gej;  ebenen  (J  e  rud  en  zu  lej;en.  Die  Co- 
ordinalen  des  gegebenen  Pauktes  mögen  /,  ^ ,  A ,  die  Gleichungen 
der  gegebenen  Geraden 

sein,  und  die  Gleichnng  der  gesuchten  £bene  beisse 

Jjp  +  J?y  +  ^7r  =  Z>. 
Da  letztere  durch  den  Punkt  f^h  gehen  soll,  so  bat  man  erstlich 

und  durch  Subtraotion  dieser  Gleichung  von  der  Torigdn  ergieht 

sich  nach  Division  mit  A 

9)         «-r  +  j  (*-»)+§  (*-ft)  =  0; 

dies  ist  immer  noch  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene,  nur  unter 
Einreclinnng  der  ersten  angegebenen  Bedingung.  Die  sonkreclite 
Lage  der  Geraden  gegen  die  Ebene  verlangt  ferner  das  Statt« 
finden  der  Gleichungen  &);  setzt  man  die  hierdurch  bestimmten 
B  0 

Werihe  von  -j  und  ^  in  die  Gleichung  9)  ein,  so  crliait  man  nach 
Wegschafinng  der  Brfiehe 

und  einfacher  bei  rechtwinkligen  Coordinaten 

11)  +  ß,(y-ör)  +  C,(2-A)  =  0 

als  Gleichung  der  verlangten  Ebene. 

Die  hiermit  bestimmte  Jbibene  schneidet  die  gegebene  Gerade 
in  einem  punkte ,  dessen  Coordinaten  j*»,  f/oi  ?o  sich  mittelst  der 
Bemerkung  finden  lassen,  dass  sie  den  Gleichungen  8)  und  10) 
gleichzeitig  genttgen  mfissen,  weil  der  Punkt  x^y^z^  sowohl  der 
Ebene  als  der  Geraden  angehört;  sehreiben  wir  also  in  8)  und  10) 
^ot  yoi  ^0  ^     y>  ^>  80  haben  wir  drei  Gleichungen  ersten  Gra- 

6* 
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de«  zur  Bestimmung  der  gesuchten  Coordmaten.  Diese  Andeatmig 
möge  genügen,  da  die  Rechnung  keine  Schwierigkeiten  darbietet 
Endlich  bestimmt  sich  noch  die  Entfernung  der  Punkte  x^y^tQ  lud 
fgh  mittelst  der  bekannten  Formel 

in  welclie  mau  die  auf  die  erwähnte  Weise  gefandenen  Werthe 
von  a*o,  I/o  und  Zq  substituiren  kann. 

ß.  Senkrechte  von  einem  P.unkte  auf  eine  Gerade. 
Die  gegebene  Ebene  habe  zur  Gleichung 

12)  Aic  +  By-i-Cz^D, 

die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes  mögen  h  heissen 
und  durch  ihn  werde  senkrecht  sur  Ebene  eine  Gerade  gelegt, 
deren  Gleichungen  wir  mit 

13)  y''^B,x  +  b^,        z^C^x  +  c, 
bezeichnen.  Die  Bedingtinpr,  dass  diese  Gerade  durch  den  Punkt 
fgh  gehen  soll,  liefert  die  Gleichungen 

welche ,  mit  den  yorigen  verbunden, 

14)  y  —  g  =  B^{x^f),      z  —  h^Ctix—f) 

als  Gleichungen  der  gesuchten  Normalen  geben.  Um  j3ie  noch 
übrigen  Unbekannten  und  C|  zu  bestimmen,  erinnern  wir  «n 
die  Gleichungen  6) ,  welche  die  senkrechte  Lage  der  Geraden  ge- 
gen die  Ebene  ausdrücken  j  setzen  wir  zur  Abkiirziiug 

[C  =^  (I  -  y«)  c~(ß-ay)A—  {a—ßy)  B, 
SO  erhalten  wir  durch  Auflösung  der  Gleichungen  6)  die  Werthe 

€ 


15) 


mithin  sind  die  Gleichungen  der  verlangten  Kormalen 

16)   y-ir  =  |(a:— /), 

Um  den  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  der  Kbene,  d.  h. 
den  Fusspunkt  des  vom  Punkte  fgh  auf  die  Ebene  liera))(^elasse- 
nen  Perpendikels  zu  finden,  bemerken  wir,  dass  die  Coordiiiat^^n 
jenes  Punktes,  welche  x^^y^^  Zq  heissen  mögen,  den  Gleichungen 
13)  und  16)  zusammen  genügen  mflssen;  durch  Auflösung  dersel- 
ben ergeben  sich  die  Werthe 
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17) 


■  J>- + CA), 


Der  iu  den  Quotienten  vorkoinnieude  gemeinschaftliche  Nenner 
Bp  +  C€  iat  iibrigenn  einerlei  mit  der  anfangs  dieses  Pa- 
ragraphen erwähnten  Grösse  £*, 

Endlich  können  wir  noch  die  Entfernung  der  Punkte  fgh 
and  x^y^z^f  d.  h.  den  Abstand  des  Punktes  fgh  von  der  gegebenen 
Ebene  bestimmen;  beaeichnen  wir  ihn  mit     so  ist 

M  u  noch  die  Wcrthe  von  .Tq  ,  y^i  ^^^^  Nr.  17)  zu  substituiren 
sind.  Um  diese  Substitution  bequem  ausführen  zu  können,  setzen 
vir  zuerst,  wie  schon  erwähnt, 

und 

dies  giebt  bei  Absonderung  der  gemeinschaftlichen  Factoren 

wobei  für  den  Augenblick  der  Parentheseninhalt  £^  mithin  die 
Formel 

18)  ^'  =  11-^ 

heissen  möge.  Wollte  man  nun,  wie  es  als  das  Nächstliegende  er. 
scheint,  den  Ausdruck  £  dadurch  auf  seine  emfachste  Form  brin- 
gen, dass  man  die  Werthe  von  €  substituirte  und  die  gleich- 
artigen Grössen  vereinigte ,  so  würde  man  auf  eine  äusserst  weit- 
läufige Rechnung  cingelien  müssen ,  welcher  sich  das  einfache 
Endresultat  nicht  leicht  absehen  Hesse.  Dagegen  führt  kurz  die 
Bemerkung  zum  Ziele,  dass  die  Grössen  und  S  zwar  von  J,  B, 
C,  a,  15,  y,  nicht  aber  von  f^g^h  abhängig  sind,  dass  sie  folglich 
für  eine  bestimmte  Ebene  dieselben  bleiben,  wo  auch  der  Punkt 
fgh  liegen  möge;  nehmen  wir  speciell  f=g^h  =0,  so  wird 
ä^D^q^p^  und  die  aus  Nr.  18)  entspringende  Gleichung 
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mufts  jetst  mit  der  früheren  Gleichang  (§.  14,  Formel  13) 

ttbereinstimmen.  Die  Vergleichimg  liefert  den  Werth  £^i^E* 
und  ans  der  Formel  18)  ergiebt  sich  nun 

18)  £z±£±ii±mi. 

E 

Für  ein  recht  wiukligeä  Coi n  .linatensystem  veieiut'achen  sich 
alle  diese  Ergebnisse;  die  BediuguDgen  für  die  normale  Lage  der 
Geraden  gegen  die  Ebene  lauten  in  diesem  Falle 

und  bedeuten  geometrisch,  dass  die  Frojeetionen  der  Geraden 
senkrecht  auf  den  gleichnamigen  Spuren  der  Ebene  stehen,  wie 
auch  aus  der  descriptiyen  Geometrie  bekannt  ist;  die  Gleichungen 

der  Normalen  sind 

20)   y_sr  =  J  («_/),  t-h^^{x-f); 

die  Coordiuaten  ihres  Durchschnittes  mit  der  £bene: 

■  ß-(Af+Bg  +  Ch)  , 

2n      I  »  -.1  D-jAf+Bg+Ch) 

*+        J'+lf  +  O* 
und  der  Abstand  des  Punktßü  von  der  Ebene: 
22)  ^D  —  (Af^Bg  +  Ch) 

Nehmen  wir,  wie  früher,  die  in  Nr.  19)  vorkommenden  Grössen 
d  und  Bf  welche  durch  Wurzelsiehung  bestimmt  werden,  im  abso- 
luten Sinne  und  ebenso  die  in  Nr.  39)  vorkommende  Wurzel,  so 

ist  f/  positiv  oder  negativ,  jenachdeiu  ß  —  (^Af  +  Bg  +  P*>* 
sitiv  oder  negativ  ausfällt;  das  Perpendikel  q  erhält  deinna(  Ii  Ivs 
positive  Vorzeichen,  wenn  sich  der  Punkt  f  (//t  auf  derselben  Seite 
der  Ebene  befindet,  wie  der  Coordinatenanfang,  das  negative  Zei- 
chen, wenn  fgh  und  der  Coordinatenanfang  zu  entgegengesetzten 
Seiten  der  Ebene  liegen. 


Digitized  by  Goo^^lc 


—   71  — 


Die  im  yorigen  Abselmitte  entwickelten  Fermeln  für  q  be- 
stimmen anch  den  ^'oji^enseitigen  Abstand  einer  Ebene  und 
einer  ilir  parall  ele  n  Geraden.    Sind  nämlich 

worin  B^  und  C|  der  Bedingung 

gentigen,  die  Gleichungen  der  parallelen  Geraden,  so  hat  man 
nur  festzusetzen,  dass  der  Punkt  fgh  dieser  Geraden  angehört, 
daas  also  die  Gleichungen 

statt  finden;  die  Entfernung  q  des  Punktes  yon  der  Ebene  ist 
dann  einerlei  mit  dem  Abstände  der  Geraden  von  derselben  Ebene. 
Man  hat  nun  nach  Formel  19)  unter  Substitution  der  fttr  g  und  h 

angegebeneu  Werthe 

^^I>—[{A  +  BB,-^CC,)f-^Bb,^Cc,] 

*  E 
IUI  1  bei  Kücksicht  auf  die  parallele  Lage  der  Geraden  gegen  die 
Ebene 

23)  ^^i)-(i>t.+Cc.)^ 

M 

Bei  rechtwinkligen  Goordinaten  ist 

24)  ,  ^"(^^+g^t). 

^/j^  +  ß^  +  C« 

Die  Vorzeichen  von  q  befolgen  selbstverständlich  dieselbe  Regel 
wie  vorhin. 

§.  20. 

Beliebige  Lage  einer  Geraden  gegen  eine  Ebene. 

Eine  Ebene,  deren  Gleichung 
1)  Ax^By  -\-Cz  =  D 

sein  möge,  hat  mit  einer  durch  die  Gleichungen 

dargestellten  Geraden  im  Allgemeinen  einen  Punkt ,  den  Durch* 
schnitt  beider  Gebilde,  gemein ;  die  Goordinaten  ^o»  dessel- 
ben ergeben  sich  aus  der  Bemerkung,  dass  sie  den  Gleiebungen  1) 
und  2)  zusammen  genügen  müssen,  schreibt  man  also  in  letzteren 
0*0,  yo»  *o  ^"1'     Vi  *)  man  drei  Glelcliuiigeu  zur  Bestiiumung 

der  Unbekannten.  Man  findet  hiernach  für  die  Goordinaten  des 
Durchschnittsponktes  die  Werthe 
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3) 


liii  Allgemeiueu  bind  diese  Ansdrücke  endliche  Grössen ,  sie  kön- 
nen aber  unter  Umständen  unendlich  oder  unbestiinnit  werden. 
Ist  erstens  der  gemeinschaftliche  Nenner  der  obigen  Brüche  gleich 
Nnll,  ohne  dass  aber  einer  der  Zähler  yerschwindei,  so  vhrd  jede 
der  Coordinaten  ar«,  y«,  itnendtich  gross,  die  Gerade  hat  dami 
mit  der  Ebene  nur  einen  unendlich  entfernten  Punkt  gemein,  d.  h. 
sie  tat  ihr  parallel  (vergl.  §.  18) ;  yerschwlnden  der  Nenner  und 
alle  Zähler  der  vorigen  Brüche  gleichzeitig,  so  erhalten  a^o,  y©»  *o 

die  unbestimmte  Form  — ,  d.  h.  jeder  Punkt  der  Creraden  ist  ein 

Punkt  der  Kbene  (rerg:!.  §.  17). 

Um  zweitens  den  Neigungswinkel  der  Geraden  gegen  die 
Ebene  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  in  dem  Dnrchschnittspunkte 
i^o  beider  Gebilde  eine  Normale  P^T  auf  der  Ebene  errichtet;  der 
Neigungswinkel,  welcher  n  heissen  mdge,  ist  dann  das  Complement 
Fig.  14.  Winkels  SP^  T  xwischen  der  Gera- 

den und  der  Normalen,  mithin  m  « 
s=  cos  SPc  T,  Da  femer  die  Normale 
PoT  parallel  zu  der  Entfernung  der 
Ebene  vom  Coordinaten anfang  liegt,  so 
können  wir  L  SP^  T  auch  als  den  AVin- 
kel zwischen  0  0  =  p  und  der  Geraden 
PQS=iS  bezeichnen,  mithin 
4)  sin  Q)  =  cos  {p  s) 
setzen.  Der  Winkel  (ps)  lässt  sich  als  Winkel  zwischen  zwei 
Yectoren  betrachten,  wenn  man  durch  den  Ooordinatenanfang 
eine  Gerade  f| // »  zieht,  man  hat  dann  nach  Formel  5)  in  g.  5 

9m       cos  {p  5,) 


5) 


und  zwar  ist  dabei 


«•)  f  & + (I  — «  All  +  (1  -  tfc 

-{«-ßy)  M,+n,0-(ß-or)  «&+{.£) 
(r-««(f'?.+  S.'»)} 


Digitized  by  Google 


73  — 

6)  \  ^  ^ ^  cos     .r)  ,      i;  ^  co.s  {  p  y) ,      ^  ^  ro5  ( p  z) , 

Die  Werthe  der  hier  vorkoinnicuden  Cosinus  sind  imiuittelbar  be- 
kannt |  nach  Nr.  13)  in  g.  14  hat  man 

wo  ^  die  obige  Bedentang  hat  nnd 

fl«  =  (l_«»)^-|-(l  -/3«)^«  +  (l  -y«)C* 

ist,  ferner  hat  mau  nach  §.  6  Nr.  7) 

 A  ' 

 ' 

und  darin 

8)  D^«=l  +  5,*  +  C',«+2a5,C,  +  2y5,  +  2/3CV 
Subhtituirt  mau  die  für  |,     i;,  ^, ,  i;, ,  ^,  angegebenen  Werthe  in 
die  Formel  5)  nnd  fasst  die  j;le ichartigen  Glieder  zudammeu,  so 
findet  man,  dass  die  Coeflicieuten  von 

ABiy    A  Ci  y    BC^y    CBi,    J9,  C 
yerschwinden  und  dass  folgender  Aasdruck  übrig  bleibt: 

A  f 

SB  \ 

+  ^{i-r'-«(.-/ly)-/lO»-«y)}- 

Der  Inhalt  jeder  der  drei  Parenthesen  ist  derselbe,  nämlich 

1  + 2  « |5  y — tt« — 13' — y*  ==  d«, 
die  obige  Formel  wird  daher  zur  folgenden 

9)  sm^=^  -^^  

Als  specielle  Fälle  hiervon  ergeben  sieh  die  Neigungswinkel  der 
Geraden  gegen  die  Coordinatenebenen;  sind  nämlich  w,,  Wy, 

die  Neigungswinkel  di;r  Geraden  gegen  die  Ebenen  yz^  xz^xy^ 
so  ist  im  ersten  Falle  A  =  X,  B  =  0,  6'~0,  im  zweiten  ^  =  0, 
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B^l,  C^O  und  im  dritten  ^  =  0,  ^  =  0,  (7=1,  man  erlittlt 
mittelst  dieser  Specialisirtingen 


10) 


I  m  o.  =  , 


sm  cög  = 


«III  = 

r.5 


Bei  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  einfacher 


II) 


JtJI  o> 


12) 


1 

9in  0,  = 


>/i+^,«+c/ 


Parallele  Lag^e  zweier  fibeneiL 

Ans  dem  bekannten  Satse,  dass  awei  Ebenen  parallel  sind, 
wenn  sie  auf  einer  nnd  derselben  Geraden  senkrecht  stehen ,  folgt 
augenblicklich,  dass  Farallelebenen  als  Ebenen  von  gleicher  Stel- 
lung beaeichnet  werden  können.  Sind  nun 

1)  Ax      By  -\-  Cz  —  D, 

2)  A,x-\-  B,i/+C^z^D^ 

die  Gleiclmngeii  zweier  Ebeuen  und  /),  p^  deren  Abstände  vom 
Coordinatciiaufang,  so  wird  die  Bedingung  des  P&ralioli»muä  die- 
ser Ebenen  durch  die  Gleichungen 

3)  L{px)=L{p,x),    L{py)=L{p,y),  L{pz)^L(piz) 
ausgedrückt,  von  denen  übrigens  nur  swei  nothwendig  sind,  weil 
awei  Stellungswinkel  den  dritten  bestimmen.    Zufolge  der  For- 
meln IS)  in  §.  14  ist  weiter 

eo8ijPia:)=r  —  ,  eo8{p^y)z=^-^^  €08(piz)=:—, 

mithin  durch  Verbindung  mit  den  Gleichungen  3) 

Af     Bi  Cj 
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von  dieson  cirei  Glcichiiiigeu  brauchen  wir  vpnno^'c  flor  V(»i  iierigeii 
Bemerkung  nur  zwei  beizabebalten ,  driuuaeli  mid  die  Bedingun- 
gen für  die  parallele  Lage  der  in  Rede  stehenden  Ebenen 

4)  — 

Aach  ohne  Kenninisa  der  Stellnngswinkel  kann  man  an  diesen 

Oleicliungen  gelangen,  wenn  man  sich  an  den  Satz  erinnert,  dass 

zwei  Ebenen  parallel  liegen,  sobald  die  gleichnamigen  Spureu 
derselben  parallel  sind.  Zur  parallelen  Lage  der  a  y- Spuren 

Ax  +  Bij  -^D  und  -4» u:  +  i?i y  =s 2>i 
gehört  nun  die  Bedingung 

d,  —  dl  oder  -  —  ^ 
S      Bf        A^i     Bf ' 

der  Parallelismus  der  a;^;- Spuren 

Jx  +  Cz  =  P  nnd  ^lO?  +  6', «  =  />| 

▼erlangt  femer  das  Stattfinden  der  Oleiehung 

A      Ai    ^     A  C 
—  s=s  -2  oder  —  =  — ; 

mit  der  vorliorgohenden  Bcding^nng  ztisammeu  giebt  dies  wieder 
die  in  Nr.  4)  vorzeichneten  Gleichungen. 

Der  Abstand  q  der  beiden  Parallelebenen  ist  =p  —  p, 
oder  =  JE»  +  )  jenaehdem  die  Ebenen  auf  derselben  oder  auf 
entgegengesetzten  Seiten  vom  Coordinatenanfang  liegen;  nach 
Formel  13)  in  §.  14  erhalten  wir 

wobei  die  Vorzeichen  den  beiden  erwähnten  Laj^en  entsprechen. 

Diese  Betrachtuii-cn  1  Uhren  zur  Tiosuug  der  Aufgabe  :  durch 
einen  gegebenen  Tunkt  eine  Kbenc  parallel  einer 
gegehenen  Ebene  zu  legen.  Nennen  wir  /;  jjr,  h  die  Co- 
ordinaten  des  gegebenen  Punktes 

die  Gleichung  der  gegebenen,  und 

6)  AfX-y-BfU'^-C.z^Df 
die  der  gesuchten  Ebene ,  so  muss  erstens 

sein.  Wir  üichcn  diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden  ab  und 
dividiren  den  Kest  durch  Af  \  das  Krgebniss 
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ist  noch  immer  die  Gleichung  der  verlangten  Ebene  mit  ISiingchluss 
der  Bedingung,  dasfl  sie  durch  den  Punkt  fgh  geht.  Zar  parallelen 
Lage  beider  Ebenen  gehören  weiter  die  Gleichtmgen  4) ,  ans  de« 
nen  folgt 


nach  Substitution  dieser  Werthe  und  Multiplication  mit  A  ergiebt 
sich  aus  Nr.  7) 

S)  A  (.r  -f)  4-  B  (f/^ff)  -I-  r  (?  -  A)  =:  0 

als  Gleichung  der  verlangten  I'arallclebene,  Ihr  Abstand  von  der 
gegebenen  Ebene  ist  einerlei  mit  der  Entfernong  des  Punktes  fgh 
von  derselben  Ebene. 


§.  22. 

Senboelito  Lage  iweier  Ebenen. 

T.äs.st  mau  von  irfrcnd  einem  Punkte  I\  einer  Ebene  €,  eine 
»Seiikroclite  p  aut  eim*  aii(iorc  Ebene  <S  herab,  so  liegt  p  entweder 
in  der  Ebene  C|  selbst  oder  schneidet  im  ersten  Falle  sind  die 
beiden  Ebenen  senkrecht  zu  einander,  im  sweiten  nicht.  Um  die- 
ses geometrische  Kennseichen  analytisch  anssudrttcken,  beaeicb- 
nen  wir  mit 

1)  Ax  +  By  +  Cz^D 
die  Gleichung  der  Ebene  C,  mit 

2)  A,x  +  B^yhC,z^J>t 

die  der  Ebene  , ,  und  mit  .r, ,  ,  z,  die  Coordinateu  eines  der 
letzteren  Ebene  angehürigen  Punktes,  für  weichen  also  die  Glei- 
chung 

3)  A^  X,  H-  B,  m  +  C,z,^ 

besteht.  Nach  §.  19  Formel  16)  sind  die  Gleichungen  einer  yom 
Punkte  XiffiZg  auf  die  Ebene    herabgelassenen  Senkrechten 

y-:ryt=  0?,),  (a^— 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  war 

p^(i-ß^)B~~(a-ßy)C~(y-aß)A, 
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soll  nun  das  erwSlmte  Perpendikel  in  der  Ebene  tf|  enthalten  sein, 
so  gehören  dasn  die  Bedingungen 

Von  diesen  Gleichung^en  ist  die  zweite  iibertlüässi«; ,  weil  si«>  sieli 
aus  den  Gleichungen  '6)  und  4)  ergiebt,  wenn  man  die  letztere  mit 
a*,  nniltiplicirt  und  von  der  ersteren  abzieht;  zu  dem  n&mlichen 
Resultate  führt  auch  die  geometrische  Bemerkung,  dass  p  mit  C| 
bereits  den  Pnnkt  a^i^i^i  gemein  hat,  also  nur  noch  parallel  m!tlC| 
Btt  sein  braucht,  am  ganx  in  diese  Ebene  su  fallen.  Als  Bedingung 
fttr  die  senkrechte  Lage  der  beiden  Ebenen  bleibt  demnach  die 
eine  Gleiehung  4)  oder 

5)  *     c?t     -f  S     +  €C\~0. 

Will  man  die  abgekürzten  Zeichen  C  vermeiden,  so  ist  zu 

schreiben 

r     (i—a^)  J^,  -f-  (i— nn,  -f-  (i  -y')r(\ 
J — («— r)  tf-  « y)    Ci  +  c) 

Fflr  ein  Mclitwinkliges  Goordinatenaystem  wird  Jl  =:= .  / ,  p  ~ 
€=C,  mithin 

7)  v/./,  +  nn,  +  oe,  =::=o. 

Hieran  knüpfen  sicli  folgende  Anfg.iben. 

c.  Durch  zwei  gegebene  1'  ii  n  k  t  e  eine  N  o  r  m  a  1  e  b  e  n  e 
SU  eiTi^r  gegebenen  E  l)üne  zu  legen.  XcMiuen  wir/, ,  ^, , 
At  j7f>  ^  die  Coordinaten  der  gegebenen  IHinkte, 

die  Gleichung  der  gegebenen  und 

8)  Lx-^Mu  +  Nz^l 

die  der  gesuchten  Ebene,  so  haben  wir  erstens,  weil  die  Punkte 
fiQi^x  "Jid  f%9tK      dieser  Ebene  liegen  solleu, 

f    Lf,  +  Mg,  -h  Nh,  l, 

und  wegen  der  senkrechten  Lage  der  beiden  Ebenen 

10)  S^L-^-pM+tN^O. 
Die  Bestimmung  der  Unbekannten  erfordert  nun  die  Auf- 

lösung der  drei  Gleichungen  9)  tind  10),  was  weiter  keine  Sehwie- 
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rigkeit  liat.  Xacli  äiibHtitution  <ler  l  iir  L ,  M  und  iV  gefttadeuen 
Werthe  kann  man  die  Gleicliimg  8)  auf  folgende  Form  brinf»pn: 

11)  {  +[^toi-ir»)-»(/-.-A)l^ 

Ist  das  Coordinatensystem  leclitwinklig ,  so  hat  man  nur  B,  V 
für  JX^      C  /AI  schreiben. 

Die  beiden  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  von  wel- 
cher alle  Punkte  beiden  Ebenen  gleichzeitig  angeliiiren;  sind  also 
.r,y,z  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Darchschnitto- 
linie ,  so  mttflsen  diese  den  .Gleichungen 

Fx^Qy-^-  Hz^K 
zusammen  genügen ,  wobei  die  zweite  Gleichung  nur  eine  abge- 
kürzte Schreibweise  der  Gleichung  Ii)  sein  soll.  Die  Gleichungen 

der  Projectioiien  der  Durchschnittslinie  finden  sicli,  wenn  man  aus 
den  vorstehen  (Ion  Gleichungen  einmal  z  und  das  andere  Mai  y 
eliminirt;  sie  lauten 


t 


J  {CF—AII)x  +  (CQ  —  BH)y~CA'—DH, 


Auch  die  Bichtungswinkel  dieser  Geraden  kennen  leicht  mit- 
telst der  Formeln  7)  in  §.  6  vermittelt  werden ,  sobald  man  den 

Gleichungen  VI)  die  gewüliuliclie  Form  der  Gleichungen  einer  Ge- 
raden erthellt. 

ß.  Durch  eine  gegebene  Gerade  eine  Normal elione 
SU  einer  gegebenen  Ebene  zu  legen.  Die  Gleichnngen 
der  gegebenen  Ebene,  der  Geraden  und  der  gesuchten  £bene  mö- 
gen der  Reihe  nach  sein 

Lx-\-  My  +  Nz:=z\- 
da  die  letztere  Ebene  die  Gerade  in  sich  enthalten  soll,  so  müssen 
zunäc  hst  die  Bedingungen 

13)  i-f- j?,ilf+ CiiV^O,  b^M+c^N^l 
erfüllt  sein;  hierzu  kommt  als  Bedingungsgleichung  für  die  senk- 
rechte Lage  beider  Ebenen  gegen  einander: 

14)  ^L-i-^M+€N^-^Q. 

Die  Gleichungen  13)  und  14)  bestimmen  die  Werthe  von  Z,  M  vji^ 


Digitized  by  Goo^^Ic 


—  79  — 


iV,  nacR  Substitution  derselben  ergiebt  sich  als  Gleichaug  der  ge- 
Buchten  Ebene : 

\  -(#K?,-«)».5 
bei  rechtwinkligen  Coordinaten  wird  B,€^C. 

Den  Dtirchschnttt  der  neaen  Ebene  mit  der  gegebenen  Ebene 
kann  man  auf  gleiche  Weise  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  ermit- 
teln; luan  erhält  dann  die  (rloichnnjron  der  rochtw  inklijtceu  Tro- 
jection  einer  gegcbcnon  rxerailon  aul  ein«-  lit  .-^üinnite  Klx'ue. 

y.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene  zu 
legen,  welche  einer  bestimmten  Geraden  parallel 
nnd  senkrecht  zu  einer  yorgeschriebenen  Ebene  ist. 
Die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes  mögen  h  heissen,  die 
Oleichungen  der  Geraden  und  der  Ebene  seien 

y  =  5,a?  H-  6,,       z  =  C,af  +  r,, 
Äx     Jiy-^  Cz=iDy 

endlich  bezeichne 

16)  X.r  +  .V/y  +  iVr  ^  T  1 

die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene.  Die  Bedingung,  dass  letztere 
den  Punkt /^/«enthalten  soll,  wird  ausgedrückt  durch  die  Gleichung 

wir  ziehen  dieselbe  von  Nr.  16)  ab,  dividiren  mit  L  und  setzen 

%  =  P,  ^  =  P;  es  bleibt 

17)  x-^f-\'P{y  —  g)  +  0  (r— Ä)  =  0 

untl  dies  ist  immer  noch  ilie  Gleichung  der  verlangten  Ebene.  Die 
senkrechte  Lage  derselben  gegen .  die  gegebene  Ebene  und  ihr 
Paralleliüinus  zur  gegebenen  Geraden  geben  die  weiteren  Glei- 
chungen 

dift  wir  gleichfalls  durch  L  dividiren.  Wir  haben  jetzt 

hieraus  finden  sich  P  und  durch  deren  Substitution  in  Nr.  17) 
die  GleicliTnig  der  verlangten  Ebene  zum  Yorschein  kommt,  nKmlich 

18)  C/;0  (x-f)  -  (?.C,-it)  (y-g)  +  {^B,-p)  (^-A)=0. 

Eiir  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  gehen ,  wie  bisher, 
f ,  €  in       B,  C  über. 

Der  Durchschnitt  der  neuen  mit  der  gegebenen  Ebene  kann 
wie  bei  den  vorigen  Aufgaben  bestimmt  werden. 
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§.  23. 

Sbenan  in  beli«big»ii  Lagen  n  einander« 

Zwei  beliebige  dnreb  die  Gleicbnngen 

1)  ^ir+ -f  (7r  =  D, 

2)  -i.a-  +  B,yir(\z^D, 

repräsontirte  Ebenen  haben  im  Allgemelnon  oiiieii  geradlinigeu 
Durchschnitt,  für  dessen  Punkte  jede  der  obigen  Gleichungen  gilt; 
versteht  man  demnach  unter  .r,  y  und  z  in  beiden  Gleichungen 
Dasselbe ,  so  sind  letetere  die  Gleichungen  der  DurchschnittsliDie 
selber.  Die  GleicbiiDgeii  ibrer  Projectionen  finden  sich  bieraas, 
wenn  man  einmal    das  andere  Mal  y  eliminirt;  sie  lauten 

{  {ACi  —  A^C)x-{-{BC^  —  B,C)y^DC^  —  J),C, 

^)   I  Iab,—a,b)x-\'\cb,  —  c^b)z^db^~d^b. 

Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  durch  die  geometrische  Bemer- 
kung finden,  dass  die  Spuren  der  Durcbschnittslinie  die  Durch» 
schnitte  Yon  den  gleichnamigen  Spuren  der  beiden  Ebenen  sein 
mttasen. 

Was  zweitens  den  Neigungswinkel  B  der  beiden  Ebenen  an- 
belangt, 80  ist  derselbe  einerlei  mit  dem  Winkel  zwischen  den 

öciikrechton  p  und  ,  welche  voiii  Anfangspunkte  der  Coordi- 
nateu  auf  die  Ebenen  herabgelassen  werden  können;  bezeichnen 
wir,  wie  früher,  die  Cosinus  der  Ooordinatenwinkel  y?,  xz^  xy 
mit  «,  |3,  y  und  die  Cosinus  der  Winkel  {px)^  {Pt/)*  (P^)>  (a^)» 
(Piy)f  (A*)       Reihe  nach  mit  |,  iy,  f;,  f,,  so  erhalten  wir 

COM  S  =  cas  {ppi)  mittelst  der  Eormel  5)  in  §.  ö,  nämlich 

a«co*  e= (I  -   ^  +  (1  -  ^)  1?  1/i  +  ( I — f )  ^ 

worin  6*  seine  gewölmliche  durch  die  Formel 

1  +  2a  j3y — o«  — /f— y« 

angegebene  Bedeutung  hat.   In  die  obige  Gleichung  haben  wir 

noch  die  Werthe  der  sechs  Cosinus  |,  . . .  zu  substituiren,  diese 
sind  nach  Nr.  12)  in  §.  14 

AS  JJd 

»1  —  ~ir~ »     Vt  • —  » 

worin 


Cö- 
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=  (I  -  «')  A,*  •^(\-ß')B*  +  {l-f) 
beieichnen  wir  dabei  xur  Ablfttriung  wie  folgt 

jpt=  (!_««)     +  (i —fF)BS; + (I  -  y«)  ecl 

so  gelangen  wir  zn  dem  Jüudresultate 

^)  '•^'^  =  ^-^- 

Für  ein  rechtwinkliges  Ooordmateusjrsteui  erhält  die  Formel  die 
einfachere  Gestalt 

/(^ + + c**)  {A,* + «• + 

Ans  Nr.  4)  ergeben  sich  die  früheren  Formeln  fUr  die  Cosinus  der 
Neigungswinkel  der  ersten  Ebene  gegen  die  Coordinatenebenen, 
wenn  man  die  zweite  Ebene  der  Reihe  nach  mit  jeder  der  Co- 
ordinatenebenen  zuäiuiiim-atullt'ii  lä.-iSt.  Als  Bedin^^uag  iiir  die  {»euk- 
reehte  I^airo  der  Ebenen  gegen  einander  eriiältmau  ausNr. 4)  /*'™0 
übereinstimmend  mit  der  Gleichung  6)  im  vorigen  Parj^grapheu. 

Noch  wollen  wir  kurz  die  verschiedenen  gegenseitigen  Lagen 
von  drei  Ebenen  erörtern;  letztere  mögen  kurz  tfi,  tf»,  heissen 
und  durcH  die  Gleiehungen 

A,x+  B,y  +  C,z  =  D,, 
gegeben  sein.    Im  Allgemeinen  schneidet  jede  dieser  Ebenen  die 
beiden  anderen  und  es  bezeichne      den  Duichscliuiu  von  (ß^  und 
€3,       den  von  (ß,  und  €3,  endlich       den  von  Ci  und  tf^j  die 
Gleichungen  dieser  drei  (Jeraden  sind 

(    C,  —  A^  C,)  X  +  {B,  t\  —     C,)y=^  LK  C,  —  D, 
{A^B^^A.B^)x^  (C,B^—C^B^)z=J)^B,^J),B,j  ^^«^ 
{A^C, -A,C,)x  +  {B,C^^B,C,)!f=J>.C,^J>,CA 
{A,  B,  —  A^  Ä,) X  +  (C,^,  —  Ct  B;^  =  B^B,  —  B^  B,j 
{J,C\^A^C,)x'^{B,C,-~B,(\)y^B,C^^B^CA 
{A,  B,-  A^B,)x  i-{C,  B,  —  C\B,)  z^J),  B,-  D,B,f  W 
ferner  schneiden  sich  diese  drei  Geraden,  wie  die  Ebenen  selbst, 
in  einem  Punkte  .r^r/,,*,,  dessen  Coordinaten  allen  vorliandeneu 
Gleichungen  genügen ^  man  findet  hieraus: 

Aul.  Gooiu*  U.  .  $ 
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^  Dl  (g, C,—  B, C,)  +  D, (B, C.  - Q  -4- /), (P,  r> -  B, C,) 
•      A(B,C,-~  B,C,)  +J^(/i,(\~B,C>i  +  MBiCt—B.C^y 
^B,(C,A,—  C\A,)  -k-  Bt{C,A,—C,A,)^  D,{C,A^  —  C^A,) 
,         ^  B,  (C,A,  —  C,A,)  H-  B,  {C\A,  ~C,  A,)  +  B,  {C\  A,—  C,  A,)' 
_  />.  {A,B,—A,  B,)  4-  Dt  {A,  B,  —At  B,)  +  D,  {A^  B,—  4,  g,) 
—  Cj  +  C^(J^B,^A,  B,)  + 

Die  Keniier  dieser  Brfiehe  sind  identisch  und  nnr  in  drei  versebie- 
denen  Formen  dargestellt  worden,  nm  den  sjmmetrischen  B«i  der 

Gleichungen  bervortretcii  zu  lassen;  zin  Abkürzung  stellen  wir 
die'  letzteren  Formeln  in  folgender  Weise  dar : 

Ausser  dem  besprochenen  allgemeinen  Falle  können  nun  fol- 
gende vier  speeielle  Fille  vorkommen. 

Sind  alle  drei  Ebenen  parallel,  so  hat  man 

A^:B^^,C^=^A^.B^lC,=^At:Bt:Ct 

folglich 

Bg    _  C'j        Bf     Oj        B^  ^  C| 

Bg     Cg '       J?i     Cj  *       ff  C/| 

oder  * 

C3  —  Bf  Cf  ^=        ~~        ~~  j^i —  ^t^\     0  j 
in  diesem  Falle  verschwindet  der  gemeinschaftliche  Nexwer  N  and 
es  wird  .r,  =  QC,  yo  =  0O|  ^ 

Sind  nnr  awei  Ebenen  parallel,  etwa  4|  )|  1^ ,  so  erhalten  die 
Quotienten 

4.       £.  ^ 

■^1  ^1 
einen  gemein sehaftliehen  Werth,  den  wir  s  nennen  wollen;  die 

Substitution  y/^  =       ,  B^^nB^^  x  C,  verwandelt  die  Glei- 

chungen fiir     in  die  folgenden 

{A,  C,  -  AA)x  +  {B,  Cf^Bf  C,)u^  i-  2>,C,  —  i>,  C, , 

5. — ^,  J?,)   -f  (C,     —  C,  i^O  *  =  ^     ^1  —  -D,  f  , ; 

ihr  Yergleieb  mit  den  fär  geltenden  GHeiehungen  aeigt,  dass  <i 
und  €g  y(H)  in  den  parallelen  Gnaden  und  geachnittea 
werden.  Mittelst  derselben  Substitution  ergiebt  sieh  gleichaeitig 
iVs=0,  also  a?o=  OO,  00,  Zo==  OP* 
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Ist  nur  N  =  0,  ohne  dass  irsfpnd  zwei  der  drei  Ebenen  pa- 
rallel liegen,  so  ihiden  gleichzeitig  die  tolgenden  Beziehungeu  statt 

Cj — Bg  Cf      Bg Cj  "-'Bf  Cg      Bf  Cff'—B^  C| ' 
man  erkennt  bierans,  das«  iiefa  die  Ebenen  in  drei  parallelen  Qe- 
reden  eelineiden;  zugleich  ist     =  oc,     =  oc,  z,,  s=  oo. 

Wenn  kein  Paar  der  Ebenen  parallel  liegt,  wenn  ferner  iV=0 

ist  und  einer  der  Zähler  i4fo,  Bqj  C^,  etwa  Jq  verschwindet,  so 
gelten  eräjtens  wieder  die  Gleichungen  6)  und  7)}  aus  der  Glei- 
chung Af^  =  0  folgt  weiter 

J>tC,^fhCt  ^  D.Cf'-n.C,  ^  D,  C,  —  DrC,^ 
B%  Cj  —     C,  Cf  —  Bf  Cg      Bi  C,  —  B^  C| 

und  wenn  man  diese  Beiiehmigen  dureh  die  Gleiekmigen  6)  und 
7)  dividirt 

A^Cg — AgC^      A^Cx — A^C^      AiC^  —  A^C\^ 

AfBi  —  A^Bf       A^B^ — A^B^       A^B^ — AfB^* 
d.  h.  nach  gehöriger  Reduction  Bq~0  und  Cq  =  0.  Schreibt  man 
endlich  statt  der  ersten  Gleichung     =  0 

A  ^3  -  ^3 Bf  _  I>^B^  —  I>i  Bs  ^  D,B^~-D^B, 
C%  Bg  C?j  B^  Bf  —  C|  Hg  Bf  C| 
so  erkennt  man  ans  Nr.  6)  und  Nr.  8)  die  IdentitSt  der  or^-Pre- 
jectionen  von  gf^gt^g^t  sowie  ans  Kr.  7)  nnd  Nr.  9)  die  Identitit 
der  xsr-Projeetionen  dieser  Geraden.  Hieraus  insammen  folgt, 
daas  sich  fär  iV=  0  und  =  0  die  drei  Ebenen  in  einer  und  der- 
selben Geraden  schneiden  j  zugleich  erhalten  Xq  ^  t/Qy     den  unbe- 

0 

stimmten  Werth  — ,  welcher  sich  im  yorliegenden  Falle  dufch  die 

Bemerkung  erklärt,  dass  jeder  beliebige  Punkt  der  gemeinschaft- 
liehen Dnrchschnittslinie  der  fibenen  als  ein  Durchsehnittspunkt 
der  letateren  gelten  kann. 
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Transformation  der  Coordinaten. 


§.  24. 

Die  sUgemsinsn  Fnndsiiwntslf oimela. 

^fVenn  drei  in  einoin  Pimkte  zusammentreffende  Ebenen  auf  ein 
beliebiges  Cooiiliiiatensystem  bezogen ,  also  ihrer  Laj^e  nachge- 
geben sind,  so  ki)im«»n  dieselben  nucli  als  neue  Cuordinatcnebenen 
genommen  werden  und  es  entsteht  dann  die  Frage  nach  den  neuen 
Coordmaten,  welche  irgend  ein  Punkt  im  Kaume  bei  seiner  Be- 
ziehung auf  das  zweite  Coordinatensystem  erhält.  Die  primitiTen 
Coordmaten  des  Punktes  P  mögen  dr,  die  seonndären  Coordi- 
naten  desselben  a:\  x  lieissen,  femer  neimen  wir  a,  fr,  c  die  auf 
das  QTsprttDgliche  System  bezogenen  Coordinaten  des  neuen  Co- 
ordinatenanian^cs ,  endlich die  aaf  den  Ebenen  yz^xz^ 
ney  errichteten  Normalen,  durch  deren  Riehtungen  sich  die  Stellon- 
gen  der  entsprechenden  Kbeueu  bestimmen. 

I.  Aia  einfachsten  gestaltet  sich  die  Coorilinatenverwandlnng 
in  dem  Falle,  wo  die  neuen  Ebeiion  parallel  zu  den  ursprünglichen 
liegen ,  also  auch  die  gleichnamigen  Achsen  beider  Systeme  pa- 
rallel sind;  wir  nehmen  dann  die  positiven  .r'  in  demselben  Sinne 
(d.  h.  nach  derselben  Gegend  des  Kaumcs  hin) ,  wie  die  positives 

ebenso  -|~  y  i>^t  Sinne  yon  -f"  y  und  +  ^'  im  Sinne  von  + 
Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  beide  Coordinatensysteme  aur  Coa- 
gruens  gebracht  werden  können,  wenn  man  die  y^- Ebene  in  der 
Richtung  der  positiven  x  parallel  mit  sich  selbst  um  a  yerschiebt 
und  wenn  man  gleichseitig  mit  der  ar 2 -Ebene  eine  ähnliche  Yer- 
Schiebung  um  sowie  mit  der  xy-  Ebene  eine  Verschiebung  um  c 
vornimmt.  Demgeuias^»  l»at  man  die  Gleichungen 
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welche  gADB  allgemem  gütig  sind,  wenn  man  immer  die  mög- 
lichen verschiedenen  Zeichen  der  darin  vorkommenden  Coordina- 
ten  berttcksichtigt. 

II.  Wir  betrachten  sweitens  den  Fall,  wo  beide  Coordinaten- 

Systeme  einen  g^emeinschaftlichen  Anfangspunkt  besitzen,  oliiie 
dass  aber  irgend  eine  der  nenen  Coordinatenachsen  mit  einer  des 
primitiven  Systenies  /jisamnienfallt.  Wo  nun  auch  der  Punkt  »  »/r 
oder  x' y  z'  lieg' ii  nirtge,  so  ist  doch  sein  Radiusvector  /•  immer 
derselbe ,  gleichgiltig ,  ob  man  ihn  aaf  das  eine  oder  andere  Coor- 
dinatensystem  bezieht;  eben  desswegen  ist  auch  die  rechtwinklige 
Projection  von  r  auf  irgend  eine  Grerade  s  in  beiden  Fällen  die 
nämliche,  was  wir  dnrch  die  (wegen  r^r)  identische  Gleichung 
rcos(r9)^r  cos(rs)  ausdrücken  können.  Projiciren  wir  statt 
r  die  ans  z  bestehende  gebrochene  Linie ,  ebenso  statt  r  die 
aus  x\  y\  z  zusammengesetzte  gebrochene  Linie,  so  verwandelt 
öich  die  vorige  Gleichung  in  die  nachstehende: 

.r  cos  (.1:5)  -|-  y  ciis  Q/ s)  +  z  cos  (^zs) 
-  X  cos  (.v's)  -|- 1/  ros  (y's)  -f-  *'  ^^-^  {/^^ 
welche  als  die  Quelle  aller  folgenden  Formeln  zu  i)etrachten  ist. 

Zunächst  wollen  wir  die  beliebige  Gerade  s  der  Keihe  nach 
mit  den  auf  den  Ebenen  yz,  xz^  xy  errichteten  Senkrechten  p^, 
py,  znsaramenfallen  lassen.  Dabei  unterscheiden  wir  an  diesen 
Normalen  eine  positive  und  negative  Seite;  die  positive  Seite  von 
soll  nämlich  diejenige  sein,  welche  nach  der  positiven  Seite  der 
X  gerichtet  ist,  in  gleicher  Weise  nehmen  wir  die  positiven  Seiten 
von  Py  und  />,  im  Sinne  der  positiven  y  resp.  z.  Dies  lässt  sich 
auch  so  ausdrücken :  wenn  man  von  einem  Punkte  dessen  drei 
primitive  ('oordinaten  positiv  .sind,  welcher  also  innerhalb  des  von 
den  positiven  Thoilen  der  Coordinatenebenen  gebildeten  Körper- 
wink^I  liegt,  Senkrechte  TV,  TT, 
J  W  auf  die  Coordinatenebenen  her- 
ablässt,  so  ist  p,  =:  UT  positiv  in  der 
lüchtang  von  V  nach  und  dem 
entsprechend  p,  =  TT,  p,^WT. 
Femer  soll  im  Folgenden  der  Win- 
kel swischen  zwei  Geraden  immer 
als  der  Winkel  zwischen  deren  positi-  K 
▼en  Theüen  verstanden  und  von  €^  bis 
180°  gezählt  werden.  Hiernach  ist 
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für  s  =p^,       L  {ys)  =  L{zs)^  W\ 

und  «HS  der  Gleielinng  3)  fliessen  jetet      folgenden  Relationen 

IX  cos  (xp^)  ~  X  cos  (x'      -h  y  cos  (f/'  i\)  +  z  cos 
y  cos  (t/p^)  —  X  cos  (xpj)  4-  y'  cos  {y  p^)  +  ^  cos  {z  p^\ 
z  cos  {zp^)  ^-  X  cos  {x'p^  +  y  cos  {jy' p^  +  z  cos  (z  p^. 

Für  den  Gebrauch  dieser  Transformationsformeln  ist  nur  sn  mer- 
ken ,  dass  erstens  die  linker  Hand  Torkommenden  Winkel  {xp^^ 
{ypy)y  (zp,)  als  bekannt  anzusehen  sind,  veil  sie  aus  den  bekann- 
ten Coordinatenwinkeln  (xy) ,  (xz) ,  (yz)  abgeleitet  werden  können 

(§.  14,  Nr.  J3,  14,  15),  und  dass  zweitens  die  rechter  ]land  vor- 
kommenden neun  Winkel  gegeben  sein  müssen,  weil  dnrch  sie  die 
Lage  der  neuen  Coordinatenachsen  <;egen  die  Normalen  /), ,  /), 
festgestellt  wird.  Uebrigens  bestehen  zwischen  den  genannten 
nenn  Winkeln  noch  drei  Gleichungen,  nämlich  die  drei  Relationen, 
welche  Überhaupt  für  je  drei  Bichtnngswinkel  gelten  (§.  4,  Nr.  7). 

Will  man  die  Anwendung  der  Normalen  p^.p^.p^  vermeiden 
und  unmittelbar  die  Winkel  zwischen  den  secundSren  und  primi 
tiven  Achsen  in  Rechnung  bringen,  so  brauclit  man  die  willkür- 
liche Gerade  s  nur  der  Reihe  nach  mit  den  ur.-ipriinglichen  Achsen 
der  r,  y  und  z  zusammenfallen  zu  lassen.  Die  Gleichung  2)  lie- 
fert dann  die  folgenden  Beziehungen 

o:  +  y  CO*  ijfx)  +  z  cos  {zx) 

=  X  €08  ixx)  +  y  cos  (i/x)  +  z'  CQM  {z'x) , 

X  cos  (xy)  +  y  +  *  («y) 

=  x'  cos  (xy)  H*  y  cos  (yy)  +  z'  eos  i^zy) , 
x  cos  (xz)     y  cos  (y 2)  +  « 

"  x'  cos  (x'z)  -}-  y  cos  (yz)  -f-  z'  cos  (z'z) ; 

bezeichnen  wir,  wie  früher,  die  Cosinus  der  Coordioatenwittkiel 
(y«),  (xz),  (xy)  mit  a,     y,  den  Ausdruck 

1 +a«jjy  — — / 
mit  d*,  und  setsen  wir  femer  abkilnend 

x'  €09  (x'x)  +  /  ^9  (yx)  +  z*  cos  (z'x)  =  X, 
X*  €08  (xy)  +  y  cos  (yy)  +  z'  co«  (z'y)  =:  F, 
x'  ras  (x'z)  -f  ,'/'       (y*)  4*  2:'  ro.s  (i'z)  —  Z, 
so  führt  die  Auflösung  der  voiigeii  diel  Gleichungen  zu  den  fol- 
enden  Transformationsformeln: 
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(i_^)jr-(y-«flr-tf-«„)z 
~  *■  • 

 ^  • 

Von  den  hierin  vorkommenden  swSlf  Winkeln  sind  zunächst  (xy), 
(xz)  und  (yi)  nninittelbar  bekannt;  jede  der  drei  Gruppen 

ixx),       (xy),  (x'z), 

(y'-i),  (i^V)>  (2'^)) 
(r'.r)  ,        (r'f/)  ,        (r'r)  , 

enthält  dieÜichtungswinkel  einer  secundären  Achse  gegen  die  primi- 
tiven Achsen,  Ewisehen  den  Winkeln  einer  Gruppr  ^in^tcht  also  jedes- 
Dtl  die  nberhatipft  fUr  drei  Richtungswinkel  geltende  Gleiehtmg,  und 
dennaek  dttrfen  ains  jetber  Qtnppe  nur  swei  WinM  g^ben  wevden. 

HL  Weaii  das  neue  CoordinatoaiTBtem  dem  nrsprttnglieken 
weder  parallel  liegt,  noeh  denaeÜben  Anfangspunkt  besitet,  so 
kann  man  sieh  durah  den  Oooidinateaanfaiig  0'  des  seonndftren 
Systemes  ein  drittes  System  gelegt  denken,  dessen  Achsen  den 
primitiveii  Coordinatenachsen  in  gleichem  Sinne  parallel  sind.  Die 
Coordinaten  des  Vunktes  xyz  in  Bezichting  auf  dieses  inter- 
mediäre System  mögen  x©,  tjQ,  Zq  heissen;  es  ist  dann 

das  intermediäre  System  der  x^y^Zo  hat  ferner  mit  dem  System 
der  x'f/*z'  den  Coordinatenanfang  gemein  nnd  daher  sind  auf  dieses 
die  Formeln  a)- oder  4)- asnreadbar,  indem  man  d^o»  jf««  ?o  ^  ^>  ^ 
sekieibt  Weil  forner  a^y/^  ^//y,  so  stimmen  die  Winkel 
(^'Hb)  ^  vaA  den  Winkeln  (x'x),  (xy)  etc.  «beiein  und 
es  bedavf  daher  Itberafl,  wo  Winkel  yorkommen,  nicht  mehr  der 
Indioes.  Nach  Ermittelnng  von  dr«,  goben  nnn  die  Formeln 
5)  X,  y,  2  ausgedrückt  durch  x\  t/%  z';  also  erstens,  wenn  man  die 
Richtungen  der  neuen  Achsen  durcli  die  Winkel  zwischen  ihnen 
und  den  Normalen  der  ursprünglichen  Court iinatenebenen  fixirt: 

X  cos  (x'p^-^y  cos  {t/'p^)  +  z  co$Xzp^) 

a:  =  fl+  — r  , 

co8{xp^) 

^     »  cos(t/Pj)  ' 

X  cot  jx  p,)  +  y  cos  {y'p^  +  z  eo$  (zp^ 
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zweitens,  wenn  man  die  Winkel  zwischen  den  «ecnndären  und 
primären  Aclison  in  Rechnung  bringt  und  die  bereits  in  II.  er- 
wähnten Abkürzungen  benutzt : 


7) 


2  =^  c  4- 


(1- 

(•- 

■mr- 

(• 

-ßr)z- 

(y- 

aß)X 

f 

(1- 

(ß- 

—  ccy)  X — 

■(«- 

ßY)r 

Diese  ganx  allgemeiiien  Formeln  können  anf  tthnltehe  Weise  an- 
gewendet werden,  wie  die  entsprechenden  specielleren  Formeln 
der  analytischen  Geometrie  der  Ebene;  hat  man  nämlich  zwischen 
den  drei  Coordinatcn  .r,  //,  z  eines  Punktes  eine  oder  zwei  Glei- 
chungen ,  wodurch  entweder  eine  Flache  oder  eine  Linie  charak- 
torisirt  wird,  so  fiihrt  die  Substitution  der  für  u-,  y,  c  augegcbeuen 
Werthe  zu  ebeu  so  viel  neuen  Gleichungen  zwischen  x\  y\  z\ 
d.  h.  zu  den  Gleichungen  der  nätiilichen  Gebilde,  bezogen  anf  das 
neue  Coordinatensystem.  Nicht  überflttssig  ist  hierbei  die  Bemer- 
kung, das«  die  Werthe  von  xr,  z  nur  die  ersten  Potensen  von 
x\  y ,  z'  nnd  keine  Produkte  von  zweien  oder  dreien  dieser  Grös- 
sen enthalten;  in  Folge  dieses  Umstandes  ist  jede  resnltirende 
Gleichung  zwischen  x\  y\  z  immer  von  demselben  Grade  wie  die 
ursprüngliche  Gleichung  zwischen  a;,  y  und  z» 

§.  25. 

Transformation  rechtwinkliger  Systeme. 

Die  überaus  häutige  und  meistens  bequeme  Anwendung  des 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  erheischt  noch  eine  nähere 
Untersuchung  des  speciellen  Falles,  wo  die  Systeme  xyz  nnd 
xy't  rechtwinklig  sind  und  einen  gemeinschafüichen  Anfangs- 
punkt besitzen.  Es  ist  dann  a^b^e^O,  Lixy)  —  L{xz) 
i::^  L  (yz)  SS  90^,  and  überhaupt  für  jede  beliebige  Gerade  s 

L  {sp^}  =L(sx),    L  (spy)  --^  L{sy),    L  {sp,)  =  L(sz)', 
die  Formeln  6)  und  7)  des  vorigen  Paragraphen  geben  jetzt  fiber^ 
einstimmend 

IX  =^  x'  cos  (x'x)  4-  y'  cos  (yx)  -\-  z  cos  {zx) ,  - 
y      x'  cos  {xy)  -f  y  cos  (yy)  -f-  z'  cos  {z'y) , 
z  ^  x'  cos  {x'z)  -j-  y  cos  {yz)  -|-  z  cos  (z'z). 
^wischen  den  Cosinus  der  neun  vorkomu)H||den  Winkel  &nden 
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2) 


folgende  Besiebnngen  statt  j  erstens  hat  man  (Uhr  die  drei  Rieh- 
tangswinkel  yon  jeder  der  neuen  Achsen 

f  co^  (a'.i)  +  CO**  (xj)  4-  €os*  (x'z)  -  =  I , 
i   CO«»  {px)  +  ro*«  {y'y)  +  cos^  (yz)  =  I , 
I   cos'  (z'x)  +  cos*  (z'y)  -f  ^««f*      )       1  j . 
weil  ferner  die  neuen  Coordinatenwiukcl  (^V)>  (•^'*')  (M 
rechte  Winkel  sein  sollen,  so  ist  nach  Formel  9)  in  §.  5 

Icos  (.r'a*)  cos(y'x)  +  cos  {x'y)  cos  ( v'y)  +  <^os  (x'z)  cos  (i/'z)  ^=0» 
cos  (x'x)  cos  {z'x)  +  cos  (xy)  cos  (z'y)  cos  (x'z)  cos  (z'z)  0, 
cos (yx) cos +  cos (y y) cos (2 y)  +  cos (y^ ) cos (z'z)  ~ 0. 
Umgekehrt  kann  man  aneh  von  dem  Systeme  xyz  au  dem  Sy- 
Sterne  xyz  übergehen,  indem  man  jenes  als  das  primitive  nnd  die^ 
ses  als  das  seenndüre  betrachtet;  hieran  bedarf  es  keiner  neuen 
Rechnung,  sondern  nur  einer  gegenseitigen  Vertanschttng  von  x 
mit  x\  y  mit  y  nnd  z  mit  z  ;  die  resoltirenden  Formeln  sind : 
x'      X  cos  {xx')  -f-  y  cos  (yx')  -f-  z  cos  (zx') , 

4)    \  y     ^ «"o*  (^y)  +  y  ''*>^  (yy)  +  « cos  {zy), 

z'  ™  .r  cos  (a-  z')  -\-  y  cos  (y  z')  +  r  cos  (z  z') ; 
und  zwar  gelten  für  die  Kichtung^swinkel  der  Achsen  von  x^  z 
gegen  die  Achsen  .r',  y,  z  die  Gleichungen 

C05*  {xx')  +  C05*  (xy)  +  cos*  (^^')  =  I  , 

COS»  (y«')  -h     (yy )  +  CO«*  (y« )  =  i » 

cos*  (rar')  +  cos"  (xy')  +  cos«  («z')  =  I , 
endlich,  weil  die  Winkel  (^ry),  (.rz)  nnd  (yz)  rechte  Winkel  sind, 

cos  (x  x')  cos  (y  x)  -|-  cos  (x  y)  cos  (yy')  "^eos  (x  z)  cos  (y  2')  =^=0, 
cos  (xx')  cos  (z  x')  -f-  cos  (.ry)  cos  (z  y)  +  cos  (x  z')  cos  (z  z')  z  -0, 
cos  (yx')  cos{zx')  -i-cos  (t/tj)  cos  (z  y) cos  (y  z)  cos  (z  z)-  =  0. 
Um  kurz  sein  zu  können,  hozeiclinen  wir  die  Cosinus  der  Rich- 
tungswinkel von  T  gc-i'ii  die  Aclison  der  .r,  v,  z  dor  Roilio  iiacli 
mit  «,  «',  und  dem  entsprechend  die  Cosinus  der  Kichtuugs- 
winkel  von  y  und  z*  mit  ß,  ß\  ß"  und  y,  y',  /'}  die  bisherigen 

Gleichungen  lauten  dann : 

(x=ax  -f-  ßy  +  yz, 
yj=zax'  4-      v'  +  yV, 

+  «'•  +      =1,         «/l  +  aß'  +  a '  |J" 


5) 


6) 


und  umgekehrt 


«y  +«  y 

|Jy  +  ^'y'  +  ry 


0, 
0, 
0: 


9) 
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V+/J«4./=:^l,     .        +iJ^'  +  y/ =0,1 

tl)  ^«^+^^+y'«=rl,  ^r+yy"-=o,l  12) 

An  dieses  Formelnsjrstem  knüpfen  sich  drei  wesentliche  Bemer- 
kungen. 

Durch  die  Gleichungen  8j  und  9)  ist  ausgesprochen ,  dass 
die  beiden  CoordinaAenaysteme  rechtwinklig  sind;  das  Nämliche 
liegt  in  den  Gleichungen  11)  und  13)  ausgedrückt,  mithin  nftaBea 
diese  sieb  aus  jenen  herleiten  IsMen*  JBs  iit  aichAs  weniger  nk 
tiberfltl«ng,  dies  direct  naehsuweisen,  weil  man  dabei  noch  Mnige 
andere  branchbare  Relationen  gewinnt. 

Ans  den  beiden  ersten  CHmehungen  in  Nr,  9)  findet  man  dnrc^ 
Bntwiekehing  Toa  a  und  m" 

.  _  U"  r  -  ßf  „  ßr  -  ß'r 

und  durch  Substitution  in  die  erste  der  Gleichungen  8) 

{iß'f"-ß"rJ+(ß'r-ßry  +  W-ß'r)'}  «* 
-={ß-f-ß"r)'- 

Die  linke  Seite  der  vorstehenden  Gleiohsng  ist  identisch  mit  der 
Differenz 

deren'  Betrag,  aufolge  der  Übrigen  Gleiehnngen  in  Nr,  8),  die  Ein- 
heit ausmacht ;  die  Torige  Gleichung  Tereinfacht  sich  demnach  sn 

und  daraus  folgen  nach  dem  Obigen  die  analogen  Gleichungen 

a'  =  (ß"Y-ßy")\  a'=^{ßy-ß-r)'. 
Aehnliche  Be'/:ii  h linken  sind  leicht  für  ß,  ß\  ß"  und  y,  y\  y"  zu 
erhalten,  überhaupt  ergiebt  sich  folgendes  Ö/stem  von  neuen 
Gleichungen : 

[«=±{ß-f~fy\  |3=+(r «'-/'•'),  )-=±{«T-«"n 
i3)^«=±(/J">-/»r"),  /»'=+(y"«-rO,  y'=±(«"^— <J"). 
(«"=±0»r -/»'r).  r'=±(r«'-r')>  r"=±(«^'— 

An«  der  enten  and  xweHen  d«r  Oleiekongen  8)'  siehen  wir  femsr 
(«"  +  «"•)  «1*+  jJ"«)  =  (l  -     (1  -  ^) 

oder 
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sniifttitttirt  maa  Ittf  teiiMa  inr  eniea  Gleiehuag  in  Nr.  9)  ent- 
nonutteneii  Weitb,  nXmlieh 

8o  wird  mu8  der  Yorij^ii  Gleichung 

d.  i«  unter  Kückäicbt  auf  die  dritto  (fleicliuug  in  Nr.  13) 

tt*+  jS'  +     -  -  !. 

Auf  ähnliche  Weise,  wie  hier  die  erste  Gleichung  in  Nr.  II)  ab- 
geleitet wurde  9  UMen  sich  die  ttbngen  Gleichuogen  derselben 
Gmppe  beweuen. 

Setzen  wir  in  der  soeben  entwiekelten  Formel  fttr  er,     y  ihre 
nach  Nr.  13)  bestimmten  Wertbe ,  so  erhalten  wir 

iß'y'-ß"  yj  +  (/  a  -  y"  «')«  +  («'  ß"  -  «"  ß  'f     J  j 

die  iiiike  Seite  ist  identisch  mit 

(a'«      +  D    + ß'""  +  -D  -  («'«"  ^-ß'ß"^-  //')' 

oder  vermöge  der  schon  bewiebeuea  zweiten  und  dritten  Gleicliuug 
in  Nr.  11)  einerlei  mit 

i-(aV'  +  /3'r+yy')'; 

nach  Substitution  dieses  Ansdroekes  geht  die  letste  Gleichung  in 
die  dritte  Gleichung  der  Gruppe  13)  fiber;  auf  analoge  Weise  er- 
geben  sich  die  fibrigen  Gleichungen  derselben  Gruppe. 

h.  Eine  zweite  Bemerkung  besieht  sich  auf  die  Frage,  ob  die 

Achsen  in  beiden  rechtwinkligen  Coordinatensystemen  in  derselben 
Ordnung  auf  einander  folgen  oder  nicht.  Denken  wir  uns  nämlich 
-  das  secundäre  System  so  weitherumgewendet,  dass  die  positive 
Seite  der  o:-  Achse  mit  der  positiven  Seite  der  .or'*  Achse  zusammen- 
fällt, so  können  wir  durch  Drehung  des  secundären  Systemes  um 
die  Achse  auch  denpositiTen  Theil  der  Achse  mit  dem  po- 
sitiven Theile  der  Achse  aur  Oolncidenx  bringen,  und  gleich- 
seitig muss  nun  die  2' •Achse  in  die  Achse  lu  liegen  kommen. 
Dabei  sind  aber  swei  Fälle  zu  unterscheiden;  nSmlieh  entweder 
fällt  die  positive  Seite  der  z  -  Achse  mit  der  positiven  Seite  der 
2- Achse  zusammen,  oder  umgekehrt  ist  es  die  negative  Seite  der' 
z'- Achse,  welche  auf  die  positive  Seite  der  2 -Achse  zu  liegen 
kommt.  Im  ersten  Falle  lassen  sich  beide  Systeme  zur  Congruenz 
bringen  und  mögen  homologe  Goordtnatensysteme  heissen,  im 
zweiten  Falle  können  sie  nur  als  sjmmetrisch- gleiche  betrachtet 
werden»  was  duroh  die  Beaeiehnnng  symmetrische  Ooordi- 
ntttensystene  aiaagedriiekt  werdmi  soll. 
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Die  Formeln  7),  8),  9)  beziehen  meh,  wie  ans  ihrer  Herleitnng 
unmittelbar  erhellt,  auf  beide  Arten  von  Ooordinateiisystemeii, 
dasselbe  gilt  yon  den  abgeleiteten  Gleichungen  13) ,  letstere  ent- 
halten  aber  das  Mittel  zur  analytischen  Sondernng  der  genannten 
Fälle,  und  swar  sind  es  die  doppelten  Vorseichen,  wodurch  die 
Unterscheidung  herbeigeführt  wird.  Setsen  wir 

a  ~-  cos  0»  r  -  I ,  ^  cos  W  0, 

so  füllt  x'  mit  X  zusammen ,  d.  h.  es  wird 

x'=ix\ 

nehmen  wir  gleichseitig 
so  wird 

y  '-^  //; 

bei  zwei  homologen  läyfitemeu  mu»ö  nun  z  mit  z  zuüammenfallea, 
also 

y  =  0,  y"=.  +  l, 

werden ,  bei  awei  symmetrischen  Systemen  dagegen  würde  sich 

2  = —  Z 

ergeben  müssen.  In  der  That  liefert  die  letzte  Gleichung  in  Nr.  13) 
vermöge  der  für  o,  a\  i,  ß'  angciiommenen Specialwerth e  y"— +  J, 
iiml  der  Vergleich  mit  dem  Vorigou  lehrt  nun,  das«  das  obere 
Zeiclicu  für  liomologe,  das  untere  für  symmctrischo  Coordinaten- 
systemo  gilt.  Durch  die  nämlichen  Substitutionen  überzeugt  man 
sich  leirlit ,  dass  in  den  Gleichungen  13)  überhaupt  immer  die  po- 
sitiven Vorzeichen  den  homologen  und  die  negativen  den  symme- 
trischen Coordinatensystemen  entsprechen. 

c.  Da  zwischen  den  neun  Cosinus  er,  a',  . . . .  /'  sechs  Glei- 
chungen bestehen ,  so  dürfen  nicht  mehr  als  drei  derselben  will- 
kürlicli  angenommen  werden  und  zwar  nur  solche,  die  nicht  gleich- 
zeitig in  einer  der  sechs  Gleichungen  8)  oder  1 1)  vorkommen.  Drei 
derartige  Grössen  sind  z.  B.  a,  ß\  y"  \  die  Bestimmung  der  übrigen 
sechs  Grössen  geschieht  dann  auf  folgende  Weise. 

Von  der  Summe  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  in  Nr.  8) 
Bubtrahlren  wir  die  dritte  Gleichung  in  Kr.  U),  ebenso  von  der 
Summe  der  ersten  und  dritten  Gleichung  in  Nr.  8)  die  zweite  Glei- 
chung in  10),  endlich  von  der  Summe  der  zweiten  und  dritten 
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Gleichung  in  8)  die  erste  Gleichung  in  10) ;  vir  erhalten  so  die  Re- 


in  denen  rechter  Uand  nur  bekannte  Grüsbeu  vorkommen.  Nach 
Nr.  13)  haben  wir  teraer  für« homologe  Systeme: 


15)  y"a-y«"=^'. 


so  dass  es  nur  einer  Aendernng  der  Vorseichen  von  a,  ß't  y"  he- 


ersetzen. Snhtrahiren  and  addiren  wir  das  Doppelte  der  Glei 
chungen  15)  zu  den  Gleichungen  14),  so  finden  wir 


(«  +  y'T+(«"-y)*^('  +ß'f'^ 
(/J'-yT+(y'  +  ^")*  =  (i-«)', 

(i3'  +  y'T  +  (y'"r?  =  (i  +  «'; 


die  linker  üand  zuerst  stehenden  Ausdrücke  sind  bekannt,  die  vo- 
rigen Gleichungen  führen  daher  zu  den  folgenden 


|g  — a':^/(| -f- + 

«" + y  =  y{i-ßy-u-yy, 

/  +  ß"  .^^(l-cv)'-(/3'-yT> 

/ --^"-=/(i+~«)*-tf'+yT. 


Man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  hieraus  die  sechs  Unbe- 
kannten ßy  a\  tt  \  y,  /,  ß"  dorch  Addition  und  Subtraction  ableiten 
lassen;  vorher  wollen  wir  aber  bemerken,  dass  die  unter  den 
Wurzelzeichen  stehenden  Quadratdifferenzen  in  Prodncte  zerleg- 
bar sind ;  setzen  wir  nKmlich  zur  Abkürzung 


so  lauten  die  obigen  Grleicbungen 


latioueu 
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ß-^a^J/Al},    a'-^f^yic,  y-{-ß"=j/-BC,' 
ß-a:^yCD,    u'^y^yjn^  y^ß'=./AW. 
Die  Werthe  der  Unbekannten  sind  biernach  für  homologe  Sy- 
steme: 

W=i(j/CÄ  +  yB0),-  ß"  =  i(}/cB^yÄi). 
Nach  der  früheren  Bemerkung  führt  die  Aendemng  der  Vor- 
selchen von  a,  ß\  y"  in  den  entsprechenden  Formeln  für  sym- 
metrische Sjsteme.  Setsen  wir  demgemSss  snr  Abkitrcnng: 

(1-«  +  /?'  +  /'  =  ^,, 
1  +  «^/?'  +  /'  =  ^,, 

so  gelten  für  symmetrische  Coordiuatensysteme  die 
Formeln : 

Hinsichtlich  der  Realität  der  sechs  Grössen  /S,  y,  c,  /,  a",  ß" 
bemerken  wir  noch  Folgendes.   In  den  Gleichungen  18)  kommen 
alle  Combinationen  zu  je  zweien  ans         C,  B  ror;  besiteennim 
irgend  zwei  dieser  Grössen  entgegengesetate  Vorseichen,  so  wirf 
eine  der  Unbekannten  jj,    u\  y,  a",  ß"  imaginftr,  mithin  das  be- 
treffende Coordinatensjstem  unmöglich.  Zur  Realitftt  der  yerlsag-. 
-  ten  Transformation  gehört  also ,  dass  die  Grössen         C,  D  das- 
selbe Vorseichen  haben ,  und  zwar  kann  dieses  nm  das  positive 
Zeichen  sein,  weil  A     B      C  -^^  1)  -^-^  -\-  ^  ist;  dabei  bleibt  aber 
die  Mügliclikeit,  dass  die  eine  oder  andere  der  genannten  Grössen 
verschwindet.   Die  Bedingung  f  ür  die  Kealität  der  ersten  Trans- 
formation besteht  also  darin ,  dass  keine  der  Grössen  A,  ß 
negativ  ist.  Eine  ähnliche  Bemerkung  gilt  für  die  zweite  Trans- 
formation mittelst  der  in  18)  und  19)  angegebenen  Werthe. 

§.  26. 

.  And«M  ▼«rfthM  rar  Tnuuftmwtimi  mhtwiiddiger  Syitmii 

Die  Coordinateuverwandhing  uucli  den  im  vorigen  Paragra- 
phen entwickelten  Formeln  hat  in  manchen  Fällen,  bei  denen  es 
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sieht  «af  . eilte  aehr  flynmetrieebe  Beefanung  aakomiDt,  die  ünbe- 
quemliehkeit ,  das«  ansser  den  gegebenen  drei  Qrtfesen  (or,  ß\  y") 
noch  zehn  andere  {J,  i9,  f\  />,  ß,  j-,  /,  «",  im  Auge  behal- 
ten werden  müssen,  und  os  ist  daher  nicht  uberilüübig,  ein  anderes 
Foriuehisystem  kennen  zn  lernen,  worin  ausser  den  priniiiiven 
und  secundärcu  Coordinaten  nur  noch  drei  Winkel  vorkomiiien, 
welche  die  Lage  des  neuen  Ooordiuatonflyitems  gegen  dag  ur- 
sprüngliche feststellen.  ^ 

Die  Ebene  m*if'  schneidet  die  Ebene  xy  in.  einer  Geraden, 
die  wir  nennen  wollen  und  deren  Lage  d«rcb  den  Winkel 
JCOXi  beBtimmt  wird,  den  sie  mit  der  positiTen  Seite  der  d;-Aehse 
einscblieist.  Wir  beieicbnen  dieeen  Winkel  mit  ^  und  säUen 
denselben^  von  OX  ausgehend,  Flg.  Itf. 

im  Sinne  derjenigen  i^Jircctcnj 
Drehung,  mittelst  welcher  die  ^y"^ — 
positive    Öeito    der   .r- Achse  X /       \  / 

durch  90*^  hindurch  in  die  po-         /  /       1  /  / 
sitive  Seite  der     Achse  .über-      /   /        u/       I  \ 
geführt  werden  kann.  Femer  m1    /— 2:::^^^^,..        /  \ 
sei  ^  der  Neigungswinkel  der  7^--  J 

«'y'- Ebene  gegen  die  «y-  K^**.^^/"^*^*'*^«^^!!:^.^^^ 

Ebene;  er  möge  in  demselben  ^  —--^^ 

Sinne  genommen  werden,  wie  eine  Drehung  Ton  der  positiven 
Seite  der  Achse  nacb  der  positiTon  Seite  der  2: -Achse,  so  dass 
also  in  dem  Falle,  wo  OJT,  mit  OX  identlseb  wÄre,  die  Drehung 
um  Ö  bis  zur  Coincidenz  der  Ebene  xy  mit  der  Ebene  x' y  in 
gleicher  Richtung  mit  der  Drehung  geschehen  würde,  welche  OY 
in  0  Z  überfuhrt.  Endlich  bezeichne  <p  den  Winkel  zwischen  OÄi 
und  der  positiven  Seite  der  o:' -  Aehse^  die  Drehungsriciituug  von 
tp  sei  dieselbe ,  wie  von  ^,  so  dass  also  in  dem  Falle  #  =  0  der 
Winkel  qt  als  Fortietxung  von  ^  erscheinen  würde  {L  XOX' 
+  7  Air  »=sO).  Durch  die  Winkel  ^,  ^  ist  die  laage  der  po- 
sitiven Seite  ex'  der  a;'*  Achse  bestimmt;  die  positive  Seite  or 
der  y -  Achse  liege  von  OX'  aus  nach  derselben  Gegend  des 
Raumes  hin,  wie  OY  von  OX  aus  gerechnet.  Was  endlich  die 
Achse  der  z'  betrieb ,  so  -erstreckt  sich  bei  swei  homologen  Syste- 
men ihre  positive  Seite  OZ  nach  derselben  Gegend  des  Rau- 
mes wie  OZ,  bei  symmetrischen  Systemen  nach  der  entgegen- 
gesetzten Seite.  *  • 
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AoM  diesen  Beetimmoiigeii  erkennt  man  leicht,  dass  sieh  das 
primitiTe  System  dnreli  drei  auf.  einander  folgende  Drehungen  in 
das  seenndire  fiberf&hren  ISsst;  man  bat  erstens  das  primitive 
Sjstem  in  directem  Sinne  nm  die  Achse  der  z  eh  drehen ,  bis  OX 

mit  OXf  zusammenfällt,  mittelst  einer  zweiten  directen  Drehung 
11111  die  Gerade  0A\  bringt  man  die  Ebenen  a*y  und  x  i/  znr  Coin- 
t'idenz,  zu^h  icli  fällt  OZ  mit  OZ'  oder  mit  der  entgegengesetzten 
Seite  von  (fZ'  zusammen,  jeiiachdem  die  Systeme  Iiomolog  oder 
symmetrisch  sind ;  mittelst  einer  dritten  directen  Drehung  um  die 
gemeinschaftliche  r  -  Achse  bringt  man  endlich  0  JTi  nach  OX'  and 
angleich  die  beiden  Systeme  entweder  zur  Cengraens  oder  zur 
symmetrisch  entgegengesetzten  Lage.  Diese  Bewegungen  werden 
duTch  die  sphilriscben  Dreiecke  anschaulich,  welche  entstehen, 
wenn  man  ans  dem  gemeinschaftlichen  Ooordinatenanfange  0  als 
Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  =  I  eine  KngelfiSche  beschreibt 
und  die  Coordinatenebonen  erweitert,  bis  sie  die  FlSehe  in  gröss- 
ten  Kreisen  schneiden.  Ist  nämlich  Ä  YZ  das  dem  primitiven  Co- 


Fig.  17.  Fig.  18. 


ordinatensysteme  entsprechende  sphärische  Dreieck,  X'  Y'  Z  der 
Repräsentant  des  secundären  Systemes  und  X,  der  Durchschnitt 
von  X  Y  mit  A"  Y\  so  ist  XX^  L  IM',  X'  =  ^,  Xi  X'  =  <p; 

nach  der  ersten  Drehung  hat  das  Dreieck  .1'  YZ  die  Lage  Xil\Zty 
nach  der  zweiten  entweder  die  Lage  A",  F^Z',  oder  hei  stattfinden- 
der Symmetrie  die  Lage  X^Y^Z^i  nach  der  dritten  Drehung  ist  es 
entweder  mit  X'Y'Z'  zusammengefallen  oder  ihm  symmetrisch 
entgegengesetzt. 

Die  genannten  Bewegungen  lassen  sich  analytisch  mittelst  des 
bekannten  Satzes  yerfolgen ,  dass  zwischen  den  primitiven  und 
secundären  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  uv  iu  der 
Kbeue  die  Gleichungen 
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statt  finden,  in  denen  m  den  Winkel  beseiclinet,  nm  welchen  das 

primitive  System  uv  in  directem  Sinne  gedreht  werden  muss,  da- 
mit die  positive  Richtung  der  f^- Achse  mit  der  positiven  Richtung 
der  «'-Achse  und  ebenso  die  positive  Seite  der  Achse  mit  der 
positiven  Seite  der  v  -  Achse  zusammenfalle.  Bei  der  ersten  Dre- 
liung  bleiben  die  z  ungeändert,  weil  OZ  die  feste  DrehungsacliAe 
war;  dagegen  haben  wir,  wenn  die  Coordinaten  in  Beziehung  auf 
die  Achsen  OX^  und  OY^  mit     und     beseichnet  werden 

1)  x^Xicas^  —  ^(«Mi^,  y=Xi9m^^y^ca9^'^ 
nach  der  iweiten  Drehnng  haben  die  Goordinatenachsen  die  La- 
gen OXt,  OF,,  0Z\  wobei  wir  homologe  Systeme  voranssetien ; 
hier  ändern  sich  die     nicht,  dagegen  verwandeln  sich     nnd  z 
in     und  z  ;  deronaeh  ist 

2)  ~     ''t'-*>  ^       '       ^  t    -  "  .Vt       #  +  r'  cos  # ; 
bei  der  dritten  Drehung  bleiben  die  z  ungestört,  dagegen  geht 
in  0?'  und         y  über,  dies  giebt  : 

3)  a;,  ~  X  cos  <p  —  y'  sin  (p  ,    j/^  —  .r'  sin  y  +     cos  (p. 
Füx  symmetrische  Systeme  würden  die  Gleichungen  von  Ähnlicher 
Form  sein  nnd  sich  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  —  z  an  der 
Stelle  von  z*  stünde.  Nach  Elimination  von    >    t  Mi  erhalten  wir 
nnn  folgende  Formeln  snr  Ooordinatenverwandlnng 

X  s=  x'  {cos  q>  cos  tj;  —  sin  tp  sin  rjf  co$ 

—  y  {sin  (p  cos  i/;  4*  C09  tp  sin  cos 
+  z  sin    sin  ^, 

4)  <     y  ™  x  {cos  q>  sin  il>  +  sin  q,  ios  ijj  ras  &) 

—  y  {sin  (p  sin     —  cos  q>  cos  i^  cos  ^) 
+  z'  cos  1^  sin  ^, 

z  =x'  sin  <p  sin  ^      y  cos  gj  sin  «0  cos 
darin  beziehen  sich  die  oberen  Vorzeichen  auf  homoli^e,  die  un- 
teren auf  symmetrische  Ooordinatensysteme. 

•Durch  Yeigleichung  der  Formeln  .4)  mit  den  firttheren  For- 
meln 7)  oder  1)  in  §.  35  ergeben  sich  die  Beziehungen 
«t  =  C99  {xx)  =     ce^  fp  eo9  ^  —  stntpsinnp  cos 
ß  s=  cos  {y'^i')  =  —  sin  q>  cos  iff  —  cos  tp  sin  ^  cos 
y  =  COS  (z  x)  ^  +  sin  1/;  sin  ^; 
«'=  cos  {oc'y)  ~~      CLIS  <p  sin  ip  -\-  sin  q>  cos^  cos^y 
ff  =  cos  iß'  y)  ~  —  sin  (p  mt  i/;  +  cos  q>  cos  ip  cos  ^, 
y  =  cos  {z'  y)  ~  +  cos  1/;  sin  &\ 
Anal.  Geom.  II.  7 
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=  eos  {-v'z)  ~  sin  <p  sin 
ß"s=cos  (y'r)  —  cos<p  sin  0, 
/'  =  eos  (zz)  =  +  cos^. 

Man  kann  diese  Rplationpn  aiu  li  mit- 
li'Ist  der  splifirl^rlir  II   Ti  ignjiiuiüctrie 
erhalten ,  wie  wir  kurz  an  zwei  ho- 
mologen Systemen  mit  Bticksieht  aof 
die  Torhin  benutzte  Fignr  nachweisen 
wollen.    In  dem  Dreiecke  XX^X* 
kennt  man  XX^  =5       A'iA"  =  ^, 
L  XXi  X*^lBlf  —  0,  mithin  ist  nach 
^X  der  Fnndamentalformel  der  sphJbi- 
schen  Trigonometrie 
eos  (X'  Ä)  =  cos  qp  ri,s  ip  -f-       9>  sin     cos  (If^  —  O) ; 
in  dorn  Dreiecke  .l'T,  1"  lindet  sich  aus  A'A',  ==  ^,  Af,  1^'  =  90^  +  Vi 

ro*  (F' JIT)  =  eos      +  9)  co*^  +  sm  (90^  +  q?)  <tri^      (180^— d)j 

im  Dreiecke  XXtZ'  ist  ATA,  ^  i/;,  A',Z'=:90^,  Z.  Jr;rt^'=:90^— 
mithin 

(Z'  X)  =  cos  9(fi  cos  ip  +  si/i  90"  sin  1^  co*  (9(/*  — 
Von  dem  Dreiecke  X,  A"  Y  kennt  man  X^X'  —  9>,  A'|  1'=  90^ —  ^, 
J'A,  A"  ^-^j  man  hat  folglich 

cos  {X'  Y)  ^=  cos  (p  cos  (90"  —  tl;)  +  «1«  9  sin  (90^  —  ^)  eo«  9 ; 
im  Dreiecke  AT,  Y  Y'  ist  A',  F  ==  90»  +  9ö»  —  ^  nnd  der 

eingeschlossene  Winkel  =  ^,  also 

eos  (  F'  F) = co#(90»+(p)  r«*«  (OO^—i/;)  +  sin  (90"  +  (p)  sin  (90°— t/;)  ro.v  0 ; 
das  Dreieck  X^YZ'  enthält  AjZ'  =  90",  A, l'i-=  90°  —  ^  und 
L  YX^  Z'  --=90"  4-  ^  «nd  giebt 
CO«  (2'  F) = eo89(fieos  (90» — ^)  +  m  9tf»»iii  (90»—^)  co«  (90»+d). 

Weil  ferner  ans  naheliegenden  Grttnden  L  XiZ'X'  ^  tp  und 

ZZ'  ist,  80  hat  man  in  dem  Dreiecke  X'  Z' Z  die  bekannten 
Stücke  2 =      A"Z'r^90",  Z.A"Z'Z^--90      9?,  mithin 

cos  (A"  Z)  =  cos  &  (  OS  90"  -f  i/«  #  «fm  90*'  ras  (90"      g)) ;  " 
im  Dreiecke  Y' Z' Z  kennt  man  J"2'=.-90",  ZZ'  L  Y' Z' Z 

s=L  A"Z'A|  "  qo,  folglich  ist 

cos  (F'  2)  ==r  ooÄ  ^  CO«  90^  +  5i>i  ^  «III  90»  CO«  ^ ; 
endlich  hat  man  unmittelbar  wegen  Z'  Z=^0 

eos  (Z'Zjsseos  ^, 
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Dies« Fonneln  itimmen  mit  den  yorigen  fUr  or,  y,  a,  . . .  y" 
überein ,  doch  wfirde  der  Nachweis  ihrer  Allgemeingiltigkeit  ein 
näheres  und  nmstXndliches  Eingehen  aaf  alle  möglichen  Combi - 
nationen  spitzer  und  stumpfer  qc»,  0  erfürderu,  während  die 
erste  Herleitung  von  selbst  vrdli«-  all^oiuPin  ist. 

Dnrch  Substitution  der  Wenlip  von  a,  /3,  . . .  y"  in  die  Glei- 
chungen 10)  des  vorigen  Paragraphen  ergeben  sich  die  folgenden 
Formeln : 

sc  =s  ae  (cof    cos  ^     singf  sm^  cos 
+  y  {cos  qp  Mit  ^  +  sin  tp  cos  ^  cos  d) 
^  z  sintp  sin  4^, 
5)     ^    .y  ~  —  ^  (sm  tp  cos  ip  +  cos  ip  sm^  cos  0) 

—  y  (  '»  '"  (p  sin  ^  —  cosg>  cos  ^  cos  9) 
+  z  cos  <p  sin  ^, 

+  (a-  sin  t^;  sin  ^      y  cos  i^t  sin  ^  -\-  z  ro.v  0), 
welche  den  Uebergang  vom  secundären  zu  dem  primitiven  Sy- 
steme vermitteln. 

Wir  erwähnen  endlich  noch  einige  hosonders  häuhg  vor- 
kommende Specialfalle  der  Gleichnngcn  4).    Wenn  die  Durcb- 
schnittslinie  OJCt  der  Ebenen  xy  und  xy"  sogleich  die  o?- Achse 
Jst,  80  hat  man  ^  =  0,  mithin 


r  x^x* costp  — y  sinip, 

)  y^x'siTi 


6)  <[  y  ^x'  sin^  cos9 y  cos^  COS0  +  z'  sin  4k, 
y  z^x  iinip  sin^  +  y  cos ip  sin  ^  +    cos ^. 
Wird  die  Linie  OXt  eur  Achse  der  x'  genommen,  so  giebt  dies 

ipz=  Oy  also 

X  =-=  x'  cos  1^  —  y'  sin  i/;  <'(is  ^  ^  :  s//i  ^jj  sm  ^, 
7^    }  y      X  sin  ip      y  ri>s  i^  cos  d'      z  cos  i^  sin  ^, 
z       u  sin  ^  +     cos  ^. 
Von  diesen  Formeln  wird  oft  in  dem  noch  specielleren  Falle  Ge- 
brauch gemacht,  wo  sämmtliche  Punkte  des  secundären  Sjstemes 
in  einer  Ebene  liegen,  welche  man  znr  xy'- Ebene  wählt;  es  ist 
dann  2'  =  0,  mithin 

xssx'  cosfff  —  y  sinip  cos  1^, 

y  c=  0?'  sm  iff  +  y*  cos  fp  cos  ^, 

t  =  y  sin  & ; 

haben  beide  Systeme  nicht  denselben  Coordinatenanfang,  so  be- 
zeichne man  die  ebenen  Coordinaten  von  0'  mit  a  und  h  nnd  setze 

dann  x~a  für  jc,  sowie  y  —  6  fUr  y ,  wobei  aber  nicht  zu  über- 

7» 
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sehen  ist,  (lass  a  und  b  der  primitiren  GleieKmig  von  OX'  genfi- 
gen müssen;  man  hat  jetzt: 

X  =—  a  -f-  .r'  cos  t^/  —  //'  ms  ^  sin  i|; 
^      y  rzz:  ^>  -f-  y  sin  ^  4-     ro«  ^  cos  ^ 

z  ~y  sin 

Dieselben  Formeln  können  auch  unabhängig  von  dem  Vorigen 
dnreb  eine  einfuche  geometriBche  Betrachtung  gefonden  werden. 

Flg.  19.  Ist  n&mlich  BX'  die  Horizontalapiir 

der  Ebene  BC^  in  welcher  ein  Ponkt 
P  liegt ,  der  Winkel  zwischen  OX  nnd 
BX'  gleich  der  Neigungswinkel 
der  Khono  ('  gegen  die  Ebene  .cy 
glelcli  t7,  ferner  ' Ä"  clor  positive 
2L  Theil  der  o;'- Achse  mit  O'  als  Anfang 
der  neuen  rechtwinkligen  Coordinaten, 
so  hat  man  in  der  ersten  Fignr  O'L' 

Fig.  20.  Femer  ist  in  der  aweiten  Fignr,  welche 

j   jp  die  Horizontalprojcction  der  ersten  dar- 

stellt,  Z.  0' Z' ~  Z.  Z' P' i?  = -^f;  und 
X —  a~L'  Q — L'R  ^  x  cost  i/; — L'P' .  siti  ^. 
»/  /,  r  -  (/(j  -f  BI''  y  sin  1/;  +  L'P',  cos  xi>, 
woraus  man  vermöge  des  Werthes  von 
L'P'  die  obigen  Formeln  erhält.  Sind 
die  Winkel  ^  nnd  0  nicht  unmittelbar 
gegeben  nnd  ist  dagegen  nur  die  Glei- 
chung der  Ebene  BC  bekannt,  so  bedarf  es  erst  der  Ermittelung 
7on  cos  sin  cos  ^,  sin  0.  Sie  geschieht  auf  folgende  Welse. 
Die  Grieiehung  der  Ebene  sei 

9)  jcc  +  Pf/  Cz^ 

mithin  die  Gleichung  ihrer  Horizontalspur : 

AiC  +  By==:I>  oder  y^^—^x  -f  ^; 

man  hat  nun  erstlich 


ian  Ii;  =  

^  B 

folglieh,  wenn  das  Wnrselaeichen  im  absoluten  Sinne  genommen 
und  Ä  stets  als  positiv  angesehen  wird, 
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cos  1^  ~  — 


B 


sin  ^  — - 


-r-  ■■  -       --1^  ■ 


f/A*  + 

t]^riiei*  hat  mau  für  ilen  Nciguugswiakel  ^ 

mitbin  durch  Sabstitution  der  vier  angegebenen  Werthe 

7?         .  AC 


COS  9  = 


10) 


-4 


X  — 


X 


y{A^+B^)  (A^-^-B^+C*) 
BC 


y 


•/^^  B*  y'J^ f  B^)      +     +  6'*) 


wobei  zu  berücksichtigen  ist,  dass  immer  die  Gleichung 
tl)  Aa'\-Bb  =  I> 

t  rt  iillt  sein  luuss.  iSit  lit  selten  w.Hhlt  man  zum  neuen  Coordinaten- 
aiifang  0'  ilcn  Fuss^punkt    ^  >  i 'erpendikels  vom  «rf^prünglicheii 


Coordiuateuaufang  0  aut  Ii*  ilorizontalspur  BJ^'  der  gegebenen 
£bene}  fär  diesen  Fall  sind  die  Werthe  tob  a  und  b 

12)  • 


6=^ 


^  +  ^*  ^  j^  +  B^ 
Die  Formeln  10)  vermitteln  tnalytiaeli  dieselbe  Operation,  welche 
in  der  deseriptiven  Geometrie  als  Umlegung  einer  Bbene  in  die 
Horizontalebene  bekannt  ist. 
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Fünftes  Capitel. 
Die  Cylinderflächen. 


§.  27. 

Bntitehiuig  und  Oleichiing  der  Cylindeiflächea. 

^Venn  eine  Gerade  so  bewegt  wird ,  dass  sie  einer  beetimmten 

Richtung  parallel  bleibt  nnd  gleichzeitig  eine  gegebene  ehifaeh 
oder  doppelt  gekrümmte  Linie  t'oriwaiirend  ychneidet,  so  entsteht 
eine  Fläche,  die  im  Allgemeinen  eine  Cy  lind  e r  f  1  ä  c  h  e  genannt 
wird;  die  bewegliche  Gerade  hcisst  ihre  Erzengungslinie  und 
die  Curve,  an  welcher  letztere  hingleitet,  die  Directrix  oder 
Leitlinie  der  Fläche.  Durch  die  Richtung  der  erzeugenden  Ge- 
raden nnd  durch  die  Directrix  ist  die  Natur  der  Flüche  völlig  be- 
stimmt und  man  kann  daher  die  Aufgabe  stellen,  aus  jenen  Daten 
die  Gleichung  der  Cylinderflftche  absnleiten. 

Wir  betrachten  zunttchst  den  zwar  speeiellerea  aber  sehr  ge- 
wöhnlichen Fall ,  wo  die  Directrix  eine  ebene  krumme  Linie  ist, 

nnd  nehmen  ihre  Ebene  sur  Coordi- 
natencbcne  a  y.  Die  Directrix  lässt 
sich  dann  als  die  stetige  Folge  der 
a\y- Spuren  aller  erzeugeiKlen  Gera- 
den, d.  h.  als  uy-H\)UT  der  Fläche 
selbst  ansehen.  Man  hat  nun  erstens 
für  jeden  Punkt  P  einer  zwar  ver- 
änderlichen, aber  einer  bestimmten 
Richtnng  parallelen  Gferaden  die  Glei- 

worin  A  und  S  die  constanten  Richtnngseoefßcienten ,  jtq  und 
die  verftnderllehen  Coordinaten  der  .r  y-8pur  der  erzeugenden 
Geraden  darsteileuj  weil  ferner  die  genannte  Syut  (/^j  auf  der 
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gegebenen  IHreetrix  liegen  soll,  so  müssen  nnd  |%  einer  ge- 
gebenen Gleichung ,  nftmlich  der  Gleichung  der  Oirectrix,  genügen, 
weiche  dnreh 

2)  F{xo,yo)=0 

dargestellt  werden  möge.  Aus  den  vorhandenen  drei  Gleichungen 
ergieht  sich  ein©  einzi're  Gleichung  zwischen  .r,  y,  ^,  nämlich  die 
Gleichung  der  Cylinderti;it-he ,  wenn  man  .r„  und  i/q  eiiminirtj  das 
Besultat  dieser  Elimination  kann  in  der  Form 

3)  F(x^Az,y  —  Bz)  =  0 

dargestellt  werden.  «r 

Ist  sweltens  die  Direetriz  eine  doppelt  gekrümmte  Curve ,  so 
mttssen  zwei  ihrer  Projectionen  gegeben  sein ;  nehmen  wir  hieran 
die  Projectionen  auf  die  xz  nnd  y 2 -Ebene,  so  haben  wir  awei 
Gleichungen  yon  den  Formen 

4)  q>(x,z)'^0,  c)  =  0. 
i>ie  erzeugende  Gerade,  deren  Gleichungen  Wiederum 

5)  x-^Az -^j-oi  !/^Bz-{'yo 

sein  mögen,  schneidet  der  Voraussetzung  zulolgo  die  Directnx  in 
einem  Punkte,  dessen  Coordinaten  Aj,  Zi  heisseu  mögen  und 
für  welche  die  yler  Gleichungen 

(    Xi^Azi-^Xo,      yt  =  ^*t+y»i 

tusammen  gelten.  Dnreh  Elimination  ron    ,  yi ,  Zi  folgt  hieraus  - 
eine  Gleichung  zwischen  ar,  und  y„  d.  h.  die  Gleichung  von  der 
X  y  -  Spur  der  Fläche.  Beaeichnen  wir  diese  Gleichung  durch 

7)  i^(^o,y«)=o, 

60  ist  jetzt  die  Sache  wie  vorhin  nnd  es  ergiebt  sich  wiederum 

8)  F{x~-Az,  y  -Bz)^^ 
altt  Gleichung  der  Cylinderfläche. 

BeiBpiels weise  erwähnen  wir  diejenige  Cylinderfläche,  deren 
Directrix  irgend  eine  Curve  zweiten  Grades  isti  als  Gleichung  der 
Leitlinie  haben  wir  in  diesem  Falle 

9)  «ar,»  +  jjy,»  -|-  aya?o|f»  -f  25 a:o  +  2 £ f/o  +  x  0 
mithin  als  Gleichung  der  entsprechenden  Qjlindexßäche  «weiten 
Grades 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  in  Nr.  8)  entwickelte  all- 
gemeine Gleichung  der  Cylinderfläche  in  dem  Falle,  wo  die 
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z-Aehae  parallel  mr  Bicbtnng  der  emugenden  Gerades  gel^ 
wM;  man  bat  dann  il  =    =  0 ,  folglieb 

11)  F(;r,y)  =  0,  (rbeUebig) 

diese  Gleichung  unterscheidet  «ich  im  Wesentlichen  nicht  von 
jener  der  ebenen  Directrix;  in  der  That  erhellt  auch  unmittelbar 
von  selbst ,  dass  unter  der  gemachten  VorauNsot/nns:  jeder  Punkt 
auf  der  Cyliuderfiäche  liegt,  dessen  or^-äpur  der  Directrix  ange- 
bört  und  dessen  z  beliebig  ist. 

Scbnitte  der  Cyl inderflächen.  Unter  den  verschie* 
denen  Lagen,  die  eine  £bene  gegen  eine  Cylinderflftebe  haben 
kann,  sind  feigende  herreranbeben.  Die  Ebene  kann  entens  pa- 
rallel anr  d;y-£bene  sein;  man  bätte  dann  in  Nr.  11)  dem  z  einen 
eonstanten  Werth  an  ertheilen,  da  aber  z  in  d^  Gleiebnng  selber 
nicht  verkommt,  se  bleibt  letztere  dadurch  ungelndert,  d.  b.  alle 
Parallelsehnitte  der  Cylindcrfiache  sind  congrnent,  was  auch  geo- 
metris(  h  immittelbar  erhellt.  Die  Kbene  kann  zweitens  parallel 
zur  Kichtuug  der  erzeugenden  Geraden,  also  der  Achse  parallel 
sein;  ihre  Gleichung  lautet  unter  dieser  Yoraussetsung 

^  +  f  =  '  beliebig) 

-  nnd  wenn  wir  sie  mit  der  Gleichung  11)  ausammenbalten,  so  be- 
kommen wir  diejenigen  Punkte,  welche  die  Ebene  mit  der  Cylinder- 
ftlebe  gemein  hat.  Dabei  bleibt  x  immer  beliebig  und  es  besteht 
daber  die  Reibenfolge  der  gemeinsamen  PnalLte  jedenfalls  in  einer 
oder  mehreren  Geraden,  deren  art/-  Spuren  dureb  die  Gleichungen 
II)  und  12)  oder  die  nicht  wesentlich  davon  verschiedenen 

/•(*.,y.)=0,  +  f  =  I 

bestimmt  werden.  Schneiden  sich  die  durch  vorstehende  Gleichon* 
gen  ausgedrückten  Spuren  der  Cjlinderfläche  und  der  Ebene  in 
einer  Partie  von  Punkten ,  so  schneidet  die  Ebene  die  Cylinder- 
fläche  in  eben  so  viel  Geraden,  welche  der  Richtung  der  FlXebe 
parallel  sind;  berühren  sieb  jene  Spuren  in  einem  Punkte,  so  be* 
rttbt  die  Ebene  die  CylinderflScbe  Iftngs  einer  Giaraden,  baben 
endlich  jene  Spuren  keinen  Punkt  gemein,  so  liegt  die  Ebene 
völlig  ausserhalb  der  C7linderflXebe.  Eine  ganx  beliebige  Ebene,  ^ 
deren  Gleichung 

13)  A^x B,if C.z^rzl)^ 

sein  möge ,  schneidet  im  Allgemeinen  die  Cylinderfläehe  in  einer 
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knumnen  I/inie.  Die  Projeetionen  der  letstereti  erhAlt  rasn  da- 
durch, dass  man  die  Gleichung  13)  mit  der  Gleichung  der  Cylinder- 
flXehe  Busammen  nimmt  nnd  eine  der  Coerdinaten     y,  z  eliminirt; 

die  Elimmatiüu  von  z  gicbt  die  Gleichung  der  .r  ?/ -  rrojectioii  der 
Durciiöcbnittslinie,  die  Elimination  von  //  liefert  die  Gleicliung  der 
Ä" z  -  Projection  ,  die  EHminatioTi  von  x  die  dleichnng  dery^-Pro- 
jection.  Will  man  dagegen  ^  wie  ea  in  vielen  Fällen  wünsehens- 
Werth  ist ,  die  Gleichung  der  ebenen  Durchscbnittslinie  selber  ha- 
ben, so  bedarf  es  einer  Transformation  der  Ooordinaten,  und  zwar 
wählt  man  dabei  die  schneidende  Ebene  anr  Ebene  der  netten  xy^ 
wie  dies  in  den  Formeln  8)  Ms  IS)  in  §.  96  geschehen  ist;  setst 
man  die  für  z  dort  angegebenen  Werthe  in  die  Gleichung 
der  CylinderflMche  ein,  so  erhält  man  augenblicklich  eine  Glei- 
chung zAvisclicu  den  neuen  ebenen  Coordinateu  der  Diirchschnittü- 
liaie,  d.  h.  die  Gleicliuner  der  letzteren.  Hiernach  findet  man  z-B. 
sehr  leicht,  dass  jeder  Schnitt  einer  CSliuderiiäcbe  zweiten  Gra- 
des ans  einer  Curve  zweiten  Grades  besteht. 

Beriihrangsebenen,  Tangenten  und  Normalen  der 
Cylinderfl&chen.  In  dem  Vorigen  liegt  bereits  ein  Mittel  anr 
Auffindung  derjenigen  Ebene,  welche  eine  gegebene  Oylinder- 
flftehe  in  einem  gegebenen  Punkte  P  bertthrt.  Man  zieht  nftmlich 
die  durch  P  gehende  erzeugende  Gerade,  legt  dnrch  ihre  xy  -  Spur 
eine  Tange ute  an  die  gleichnamige  Spur  der  I  liiche  und  con- 
stniirt  die  Ebene,  welche  jene  Erzeugungslinio  inid  diese  Tan- 
geute enthält-  die  hiermit  bestimmte  Ebene  berührt  die  Cylinder- 
fläche  längs  jener  erzeugenden  Geraden.  Jede  durch  den  Be- 
rührungspunkt der  Tangentialebene  gehende  in  dieser  Ebene 
selbst  liegende  Gerade  heisst  eine  Tangente  der  Ojlinderfläche; 
die  auf  der  Bertthmngsebene  im  Berührungspunkte  errichtete 
Senkrechte  nennt  man  die  Normale  der  FlKche  im  Punkte  P. 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  wollen  wir  den  ellip- 
tischen Cylinder  genauer  betrachten. 

§.  28. 

Der  elliptische  Cylinder. 
Durchschneidet  man  einen  beliebigen  elliptischen  Cylinder 
mittelst  einer  auf  der  Kichtung  der  erzeugenden  Geraden  senk- 
rechten Ebene,  so  ist  die  entstehende  Durchschnittsiinie  eine  ge- 
scbloseene  Ourre  «weiten  Gerades,  d.  h.  eine  Ellipse,  und  es  kann 


Digitized  by  Google 


daher  jeder  Bchiefe  elliptiBehe  CTÜnder  aneb  als  gerader  ellipti- 
scher  G7Uuder  aageaehen  werden.  Denken  wir  ans  diesen  senk* 
rechten  Queisehnitt  ab  Direetrix  der  FlSche,  nennen  a  die  grosse, 

h  die  kleine  Halbachse  der  Ellipse,  und  beziehen  die  FlJlche  auf 
ein  rechtwinkliges  Coor  linuteusystem ,  dessen  .r- Achse  mit  a  und 
de<isen  ^>  Achse  mit  0  ;6Ut>HmmenfäUt ,  so  ist  die  Gleichung  der 
Fläche 

0  5+^="''    (*  beliebig). 

Durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  legen  wir  ferner 
eine  Ebene,  deren  Horizoutalspnr  mit  der  4?- Achse  den  Winkel  ^ 
einscbliessen  und  deren  Neigungswinkel  gegen  die  ory- Ebene  =  0 
sein  mdge;  ihr  Durchschnitt  mit  der  Flüche  ist  dann  eine  Cnrre, 
deren  Gleiefanng  in  ebenen  Goordinaten  durch  die  Sabstitutionen 

sc^rzx'  €09^  —  ff  sin  iß  eos  4^, 

y  =  X*  S*l  1/;  -H  y'  CO«  ^  cos  ^, 

erhalten  wird.   Ks  einriebt  «»ich  auf  diese  Weise 


(cos*  rif  ,  siH^  «i^  \  *•  .  ^ö*  —  .  *     #  # 

( sin*        cos*  .  -     »1  , 

also  im  Allgemeinen  immer  eine  Ellipse.  Von  Interesse  ist  dabei 
die  Untersuchung,  ob  die  fragliche  Ellipse  nicht  unter  Umständen 
au  einem  Kreise  werden  könnte,  in  welchem  Falle  die  Gleichung 
an  der  Form 

gelangen  mttsste.  Hierzu  wttrdbn  nun,  da  «x  >  6  und  cos  0  im  AH- 

gemeinen  von  Null  verschieden  ist,  die  folgenden  Bedingungen 
erforderlich  sein 

cos    #01  ^  =  0, 

cos*  t/;  ,  sin'^         f  sin*  i|;     cos*  I 

hieraus  folgt  entweder 

«OS  ^  =  0  mithin  stipi  ^  =s  1  und  co^  ^  =  ^ , 

oder 

m  ^  =  0      „    eo«  ^  =  I    „  <?oi*  9  =  -j' 
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Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  wegeu  unmüglicb, dagegen 

liefert  die  andere  swei  Beantwortangen  der  Frage,  nftmllch 

b  '  b 
CO«  4^  s=3  -|-  ^  und  CO*  ^  =  

a  a 

Jeder  elliptische  Oylinder  lässt  sich  also  auf  zwei  verschiedene 
Arten  in  Kreisen  durchschneiden  und  kann  daher  auf  doppelte 
Weise  als  schiefer  Kreiscylinder  betrachtet  werden.  Bemerkens- 
Werth  ist  dabei,  dass  der  Neignngswinkel  der  Kreisebene  gegen 
die  jpy- Ebene  nut  dem  Winkel  übereinkommt,  unter  welchem  die 
Excentricitttt  der  EUipse  vom  Endpunkte  der  kleinen  Halbachse 
aus  gesehen  erscheint. 

Nehmen  Avir  die  Ebene  eines  der  Kreisschnitte  als  neue 
.ry- Ebene  und  den  Mittelpunkt  des  Kreises  zum  Anfangspunkte 
eines  rechtwinkligen  Coordinateusystemes,  so  ist  die  Gleichung  der 
Horiaontalspur,  die  wir  jetzt  auch  als  Directrix  betrachten  können, 

^.*  +  y.«  =  r».5 

wir  bezeichnen  femer  mit 

x:=:Az  und  y^.Bz 
die  Gleichungen  derjenigen  Geraden,  welche  durch  den  Kreis- 
mittelpunkt parallel  zu  den  ersengenden  Geraden  liegt  (der  soge- 
nannten Cylin  d  erachsc)  und  haben  jetzt  als  Gleichung  des 
schiefen  Krciscylinders  .oder  des  ursprünglich  ciiiptischeu  Cylinders 

2)  (.r  -  A  r)*  ^{tj—Bz)*^  r\ 

Um  die  Natur  des  Durchschnittes  beurtheilen  su  können, 
welchen  irgend  eine  Ebene 

mit  dem  vorigen  Ojlinder  bildet,  erörtern  wir  zuerst  den  Fall,  wo 
die  genannte  Ebene  sur  Berührungsebene  wird.  Hieran  gehört 
erstens,  dass  die  Ebene  parallel  sur  Richtung  der  erseugenden 

Geraden  (oder  der  Cylinderachse)  liegt,  was  durch  die  Bediuguugs- 
gleichung 

4)  AAi  4-        -f-  r,  ^=0 

ausgedrückt  wird ;  zweitens  ist  erforderlich ,  dass  die  Horizontal- 
spur der  Ebene  die  Horizontalspur  der  Oyiinderfläche  berühre; 
die  Gleichungen  der  beiden  genannten  Spuren  sind 

und  die  Bedingung  der  tangentialen  Lage  der  Geraden  gegen  den 
Kreis  wird  durch  die  Gleichung 
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auflgedrflckt,  wie  mftn  «.  A.  dareb  die  Bemerkwig  finden  kaoiit 
dM8  die  Entfernung  der  Greraden  yom  Coordinatenanfenge  gleich 
dem  Radius  des  Kreises  sein  muss.  Sind  nun  die  Bedingungen  4) 
und  5)  gleichzeitig  erföllt,  so  berührt  die  Ebene  den  Cylinder 
l.-inf^s  einer  Geiadcn;  ist  mir  die  erste,  nicht  aber  die  zweite  Be- 
dingung erfüllt,  80  hat  die  Ebene  mit  der  CylinderHaclie  entweder 
zwei  oder  gar  keine  Gerade  geinoin ;  ist  endlich  auch  die  Bedin- 
gung 4)  nicht  erfüllt,  so  schneidet  die  Ebene  die  Cylinderfläche  in 
einer  Ellipse ,  die  im  specieUen  J^'alle  auch  xu  einem  Kreise  wer- 
den kann. 

Die  Gleichungen  4)  und  5)  dienen  sur  Lösung  der  Angabe, 
, durch  einen  gegebenen  Punkt  x^ffiZf  eine  Bertthrangsebene  an 
die  Cylinderflftche  au  legen*.  Nennen  wir 

oder  kürzer 

6)  J4  +  Mrj'\'  Nt-^^l 

die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene,  so  hahcn  wir  erstens  als  Bs- 
diugung ,  dass  sie  durch  den  Punkt  a:,  y,  z^  geht 

femer  als  Bedingungen  der  Berührung  mit  der  Mäche 

AL  +  BM  N=0 

Durch  Auflösung  dieser  Oleichungen  ergeben  sich  die  Wertbe 

r[{x,^Äz,)^^{y,-Bz,J\ 

Man  erkennt  hieraus,  dass  keine  Berflhrungsebene  möglich  isti 
wenn 

d.  b.  wenn  sich  der  Punkt       Zj  innerhalb  des  ron  der  Oyliudsr- 

fläche  umschlosseneu  Raumes  befindet,  dass  zweitens  eineeiniiga 
Tangentialebene  existirt,  wenn 

U,—A2,\^'-{-{y,~Bz,Y=r\ 
in  welchem  Falle  der  Punkt  x^y^Zi  auf  der  Cylinderfläche  selber 
liegt,  und  dass  drittens  zwei  verschiedene  Bertthrungsebenen  mög- 
lich sind,  wenn 
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d.  h.,  wenn  der  Pnnkt  Xiff^z^  sich  in  dem  von  der  Flttche  aosge- 
flchlowenen  Raame  befindet.  Schreiben  wir  im  zweiten  Falle  ein- 
fach       2  für    ,    ,  ti ,  so  sind  die  obigen  Wertbe 
X — Az 


2:  = 


^  —  •"^3 — »   ;i  

und  raithiu  lautet  die  Glcicliuug  der  ßerüUmngsebcne 

wobei  nicht  zu  iil^erscheii  ist,  d&ss  hier  a:,  z  unveräuderlicli  sind, 
wenn  |,      ^  ^ich  ändern. 

Als  Gleichungen  derjenigen  Geraden,  welche  die  Berühntngs- 
ebene  im  Punkte  .vyz  senkrecht  schneidet,  findet  man  noch 

([A  {x^Az)  -f-  B(^—Bz)]  (t—x)  +  (x^Az)  (f—z)  =  a, 
\[A(x-Az)  +  B(3f-Bz)]  +  (f— «)=0; 

dies  sind  die  Gleiehungen  der  im  Punkte  xpz  auf  der  Cylinder- 
fische  eniehteten  Hormalen. 
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Sechstes  Capitel. 

Die  Kegelflächen, 


§.  29. 

Entitekimg  und  Oleickong  der  Kegelfächon. 

WettÄ  eine  Gerade  lo  bewegt  wird,  d«a0  iie  eineraeits  immer 
dürefa  einen  bestimmten  festen  Punkt  gebt  nnd  andererseits  eine 
gegebene  «infmeb  oder  doppelt  gekrümmte  Linie  fortwibrend 

schneidet,  so  entsteht  eine  sogenannte  Kegel  flache;  der  feste 
Punkt  heisst  der  Mittelpunkt,  die  bewegliche  Gerade  die  Er- 
ze \i  gu  n  g  s  1  i  n  i  e  und  die  feste  Curve  die  Directrix  oder  Leit- 
linie der  Fläche.  Man  muss  sich  dabei  die  erzeugende  Gerade 
in  ihrer  ganzen  unendlichen  Ausdehnung  vorstellen  nnd  es  bat  dies 
snr  Folge,  dass  jede  Kegelfläche  ans  awei  unendlichen  symmetrisch 
gleichen  Theilen  besteht,  die  sich  im  Mittelpunkte  vereinigen. 
LKsst  man  den  Mittelpunkt  der  Fläche  unendlich  weit  ron  der  Di- 
reetriz  wegrficken,  so  degenerirt  die  KegelflSche  in  eine  Cjlinder- 
flJlehe  und  es  kann  daher  diese  als  specieller  Fall  von  jener  gelten. 

Wie  ans  der  Entstehungsweise  der  Kegelfläche  hervorgeht, 
ist  letztere  hesüiiunt,  sobald  der  Mittelpunkt  und  die  Directrix 
ihrer  J^age  nach  gegeben  sind;  dies  giebt  Veranlassung  zu  der 
Fig.  22.  Aufgabe,  aus  den  genannten  Daten  die 

Gleichung  der  Kegeifläche  herzuleiten* 
Wir  betrachten  annttchst  den  zwar 
speciellen,  aber  sehr  gewöhnlichen 
Fall,  wo  die  Directrix  eine  ebene  Curve 
ist;  ihre  Ebene  nehmen  wir  aur  Ebene 
nnd  beaeichnen  die  Coordinaten  des 
Mittelpunktes  mit  9,  A.  Die  Glei- 
chungen  irgend  einer  durch  den  Punkt 
fqh  gehenden  Geraden  können  jetzt 
unter  der  Form 
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dargestellt  werden  nnd  dabei  sind  die  Coordinaten     und  ihrer 

xy-Spur  durch  die  Formeln 

bestimmt.  Die  Eiimiuatiou  vou  M  und  N  giebt 

als  Gleichangen  der  Geraden,  welche  die  Pankte  fgh  und  x^ff^ 
Terbindet.  Soll  diese  Gerade  mit  der  erxengenden  Geraden  (in 
iigend  einer  ihrer  Lagen  gedacht)  identisch  sein,  so  mnss  der 
Pnnkt  x^i/o      Directrix  angehören,  deren  Gleichung  dnrch 

dargestellt  werden  möge.  Nach  Elimination  von  ./„  nnd  y„  aus 
den  Gleichungen  I)  und  2)  ergiebt  sich  nun  eine  einzige  Gleichung 
awischen  j:,  y,  nämlich 

und  diese  ist  die  Gleichung  der  KegelHache. 

Eine  doppelt  gekrümmte  Directrix  stellen  wir  durch  swei 
Gleichungen  dar,  indem  wir  sie  auf  die  Ebenen  xz  und  yz  pro- 
jicirt  denken;  die  betreffenden  Gleichungen  mögen  sein 

4)  ip{x,z)-0,  ^(y,z)=:0. 

Den  Gleichungen  der  erzeugenden  Geraden  geben  wir  wieder  die 
Form 

und  nennen  at,  ^,  ?,  den  Punkt,  in  welchem  sie  die  Directrix  schnei- 
det.   Für  die  Coordinaten  dieses  Punktes  gelten  zusammen  die 

Gleichungen 

eliminirt  man  aus  ihnen  a*, ,  y, ,  so  bleibt  eine  Gleic^huug  zwi- 
schen Xq  und  yo  Ährig,  d.  h.  die  Gleichung  der  a-y-Spur  der 
Flttche.  Bezeichnen  wir  die  so  entstandene  Gleichung  mit 

80  ist  die  Sache  ganz  wie  Torhin  und  es  ergiebt  sich  wiederum 
als  Gleichung  der  Kegelflitehe. 
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Um  die  Bechatuig  bu  Yerdiafachen,  kann  man  znnllebst  die 
z-Aclue  darcli  den  Mittelpunkt  der  Flüche  legten,  es  ist  dum 

f=g^O,  folglich 

verschiebt  man  nachher  den  Anfangspunkt  der  Coordiuateu  in  den 
Mittelpunkt,  indem  man  z  für  h  —  z  seist,  so  wird  noch  einfacher 

Beispielsweive  betrachten  wir  den  schiefen  Kxeiskegel»  Dss 
Coordinatensystem  sei  rechtwinklig,  r  der  Halbmesser  der  Di* 
rectrix ,  die  Coordinaten  des  Kreismittelpunktes  mögen  p  und  q 
heissen,  der  Mittelpunkt  des  Kegels  liege  auf  der  r- Achse,  die 
Directrix  in  der  ay-Ehenej  die  Gleichung  der  Leitlinie  ist  in 
diesem  Falle 

(^0  — ;>)'+(yo  — = 
mithin  die  Gleichung  der  Kegclfläche 

Nimmt  man  den  Mittelpunkt  der  Fl&ehe  anm  Coordinatenanfsiig, 
so  dass  nun  die  Directrix  in  der  Entfernung  h  parallel  snr  neuen 
ory- Ebene  liegt,  so  ist  noch  einfacher 

die  Gleichung  der  Fläche. 

Schnitte  der  Kegelfläche.  Bei  der  Erörterung  der  ver- 
schiedenen Lagen  einer  Ebene  gegen  eine  Kegelfläche  unterschei- 
den wir  die  beiden  Hanptf&Ue,  ob  die  Ebene  durch  den  Mittel- 
punkt der  Kegelflftehe  geht  oder  nicht  Findet  das  Erste  statt,  to 
geben  die  Spuren  der  Fläche  und  der  Ebene  ein  leichtes 
Mittel  an  die  Hand ,  um  die  Natur  des  Durchsehnlttes  beider  Ge- 
bilde  kennen  zu  lernen.  Es  kann  näiniich  die  Spur  der  Ebene  die 
Spur  der  Fläclic  entweder  in  gewissen  Punkten  schneiden,  oder 
in  einem  Punkte  bcrülaen,  oder  keinen  Punkt  mit  ihr  gemeiu  ha- 
ben ;  im  ersten  Calle  sclmeidet  die  Ebene  die  Fläche  in  eben  so 
▼iel  erzengenden  Geraden ,  im  zweiten  Falle  berührt  die  £bene 
die  Fläche  längs  einer  erzengenden  Geraden,  im  dritten  Falle  hat 
die  Ebene  ausser  dem  Mittelpunkte  der  Kegelfläche  kernen  wei- 
teren Punkt  mit  letzterer  gemein.  Wenn  dagegen  die  Ebene  nicht 
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dnrefa  den  Mittelpunkt  der  Keg^elflXehe  geht,  so  wird  sie  diese  im 
Allgemeinen  in  irgend  einer  krnmmen  Linie  schneiden.   Die  Pro- 

jectioiien  der  letzteren  findet  man  dadurch,  dann  man  die  (rlcicbuug 
der  Kegelfläche  mit  der  Gleichung  der  Ebene  verbindt't  und  eine 
der  Coordinaten  .r,  t/,  :  cliniiiiirt,*  die  Klitiiination  von  r  giebt  die 
Gleichung  der  ./  y  -  Projection  der  Durchschiiittslfnie ,  die  Elimina- 
tion Ton  y  liefert  die  Gleichung  2  -  Projection ,  die  Eliniination 
▼on  X  die  Gleichung  der  yx  -  Projection.  Will  man  die  Gleichnng 
der  ebenen  Durchschnittslinie  selber  haben,  so  bedarf  es  einer 
Transformation  der  Coordinaten,  und  zwar  wfthlt  man  dabei  die 
schneidende  Ebene  znr  Ebene  der  neuen  j'y,  wie  dies  in  den  For- 
meln 8)  bis  12)  in  §.  26  angegeben  ist.  Nach  diesen  Bemerkungen 
findet  man  z.  B.  leicht,  das»»  der  Schnitt  jeder  Ke^tiltiäche ,  deren 
Directrix  eine  Curve  zweiten  Gradea  ist,  wiederum  eine  Linie 
desselben  Grade»  darstellt. 

Bernhrungsebenen,  Tangenten  und  Normalen  der 
Kegelflächen.  In  dem  Vorigen  liegt  bereits  das  Mittel  zur 
Oonstmction  deijenigen  Ebene,  welche  eine  gegebene  KegelflKehe 
in  einem  bestimmten  Punkte  P  berührt.  Man  sieht  nümlieh  die 
durch  P  gehende  erzeugende  Oerade,  legt  durch  ihre  or^-Spur 
eine  Tangente  an  die  gleichnamige  Spur  der  Fläche  und  con- 
8truirt  die  Ebene,  welche  jene  Erzengnngslinie  und  diese  Tan- 
gente enthält;  die  hiermit  bestimmte  Kbene  berührt  die  Kegel- 
fiäclie  längs  der  genuunten  erzeugenden  Gerjulen.  Jede  durch  den 
Berührungspunkt  gehende  in  dieser  Ebene  liegende  Gerade  heisst 
eine  Tangente  derlfläclie;  die  auf  der  BerUhmngsebene  im  Be- 
rähmngspnnkte  errichtete  Senkrechte  nennt  man  die  Normale 
der  Flüche  in  diesem  Punkte. 

§.  30. 
Der  ellipflsöhe  KegeL  - 

Durchschnei'lot  man  einen  elliptischen  Kegel  miltelst  einer 
Ebene ,  welche  auf  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  Di- 
rectrix und  der  Fläche  senkrecht  steht,  also  normal  zur  sogenann- 
ten Kegelachse  ist ,  so  bildet  die  Schnittcurve  eine  geschlossene 
Linie  zweiten  Grades,  d.  b.  eine  Ellipse.  Diese  nehmen  wir  als 
neue  Directrix;  ihre  grossere  Halbachse  möge  o,  die  kleinere  fr, 
die  Entfernung  des  Kegelmittelpunktes  von  der  Directrix  soll  c 

Aaal*  GeoiD.  U.  8 
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heisseDf  die  Coordinateiiaclison  clor  .r,  j/,  z  \e^(*r\  wir  der  Reihe 
nach  in  a,     c  und  haben  so  als  Gleichung  der  Directrix 

ferner  als  Gleicbaagen-der  ersengenden  Geraden 


•'•0  /  \ 

x~  —  -(z  —  c). 


mitbin  als  Gleiehnng  der  elliptischen  K^elflSche 

Noeh  einfachor  gostaltet  sich  da.-»  Ko5?nltat,  M  onn  wir  den  Anfanges- 
puiikt  der  Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  der  Fläche  verlegen; 
die  Directriz  liegpt  dann  in  der  Entfenmug  c  parallel  zur  -Ebene 
nnd  hat 

zur  Gleichung;  für  die  Gleichunp^  der  Fläche  erhalten  wir 

Der  Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  ar;>  Ebene  besteht  ans  zwei 
Geraden,  deren  Gleichungen  lauten 

dör  Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  ^2- Ebene  besteht  gleichfalk 
ans  zwei  durch  die  Gleichungen 

bestimmten  Geraden.  Man  erkennt  hieraus  die  geometrische  Be- 

c         c  c 
deutnng  der  Verhältnisse  —  und       es  ist  nämlich  »  die  Catan- 

«  ** 


Fig.  23. 


b  a 

gente  des  Winkels  JOZ,  wclclu  ii 
die  xr-Spnr  der  Fläche  mit  der 

z  -  Achse  einschliesst,  ebenso  ^  die 

b 

Ootangente  des  Winkels  BOZ 
zwischen  der  yz- Spnr  der  Fläche 
und  derselben  Achse.  Bezetch- 
 ^  neu  wir  die  genannten  Winkel 

mit  a  nnd  ß,  so  kennen  wir  der 

Gleichung  2}  die  Form 
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3)  cof  «  +  ^  rof  I?  =  t» 
ertbeilen ,  welche  in  manclien  Fällen  bequemer  ist. 

Eine  durch  die  Gleichuiii; 

4)  Ax ßf/ +  Cz=:^D 

charakteiisirte  Ebene  schneidet  die  Kegelfläche  in  einer  Curve, 
deren  Ilorizoutalprojection  durch  Elimination  von  2  gefnnden  wird; 
die  betreffende  Gleichung  lautet 

man  erkennt  hieraus ,  dass  die  Horisontalprojeetion  des  Schnittes, 

mithin  auch  letzterer  selbst,  eine  Linie  zweiten  Grades  ist.  Setzen 
wir  zunächst  2)^0  voraus,  in  welchem  Falle  die  Ebene  nicht 
durch  den  Kegelmittelpunkt  (Coordinatenanfang)  geht,  so  ent- 
scheidet sich  die  Natur  des  Durchschnittes  nach  der  bekannten 
Regelf  dass  die  Gleichung 

irf, +  ^1    +  3  Ci  0?  y -f- 2 />!  a?  +  2    y  +  i^i  =  0 
eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  cbarakterisirt,  jenachdem  der 
Ausd^ck 

negativ,  positiv  oder  gleich  Null  ist.  Durch  Anwendung  auf  die 
Gleichung  5)  folgt  der  Satz :  der  Durchschnitt  der  Ebene  mit  der 
Kegelfliiche  ist 

eine  Ellipse     für  ^  a«  +  ^«    <  C 
„    Hyperbel,,   A^a* -\- >  c*, 
„    Parabel     „    A*    -\-  r^^ 
immer  7)  ^  0  vorausgesetzt.  —  Lassen  wir  zweitens  J)  in  Null 
übergehen  ,  so  reducirt  sich  im  ersten  Falle  die  Ellipse  auf  einen 
blossen  Punkt  und  die  Ebene  hat  dann  mit  der  KegelflEche  nur 
den  Kegelmittelpunkt  gemein;  im  zweiten  Falle  degenerirt  die 
Hyperbel  zu  zwei  Geraden ,  im  dritten  Falle  verwandelt  sich  die 
Parabel  in  eine  Gerade  und  die  Ebene  berührt  die  Kegelfläche 
längs  dieser  Geraden.  Die  letzteren  Resultate  können  leicht  mit- 
telst der  Directrix  verificirt  werden.  Der  Durchschnitt  der  Ebene 

mit  der  Ebene  der  Directrix  ist  uäuilicli  für  ;  ü 

'  Ax  '\-  By  '\-  Cr  —  0 

d.  h.  eine  Gerade  j  diese  hat  mit  der  Directrix 

8* 
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keinen  l'uukt  gemein,  wenn  a* 0^  <C.  C* ]  sie  schneidet  die- 
selbe in  zwei  Punkten,  wenn  .4*n*-{-  Ii*  T'r*,  sie  beriilirt  die 
Directrix,  weim  B^b'^r^C^    \  hieraus  folgen  uamittelbar 

die  angegebenen  Eigenschaften  der  Ebene. 

Um  die  (  Heichung  der  Durchschnittslinie  selber  zu  erhalten, 
nehmen  wir  die  Schnittebene  FQH  snr  £bene  x'  y'  eines  nenen 

Ooordinatensystemes;  dieStreeke 
OQf  welche  die  £bene  von  der 

Achse  abschneidet,  heisse 
der  Anfangspunkt  der  neuen  Co- 
ordinaten  sei  G ,  ferner  G  F  die 
Achse  der  positiven  x\  L  GFO 
=  r\)  und  der  N'pij^iing'swinkel 
HJK  der  Kbene  gegen  die  xy- 
£bene  -=  9.  Wir  haben  jotat 
nach  den  Formeln  8)  in  §.  36 
x'  eosiff  —  y  9in^  cos 

y  =s  ^  -|-     «IM  ^  H~  ^  ^ 
z  ^       y  sin^ 

mithin  durch  Substitution  in  die  Gleichung  2)  und  bei  gehöriger 


X 


Anordnung 


6) 


+  3 


+  3 

gsinilf 


+ 

(a*  —  b*)  sin     cos  i^  cosd' 


xy 


b 


b*  6« 
Hieraus  lassen  sich  nach  bekannten  Methoden  die  Achsen  des 
Schnittes  ihrer  Lage  und  Grösse  nach  bestimmen,  wobei  wir  nicht 
weiter  yerweilen  wollen.  Von  Interesse  ist  nur  noch  die  Frage, 
ob  die  durch  Nr.  6)  dargestellte  Ounre  nicht  unter  Umstünden  su 
einem  Kreise  werden  kann.  Hier^  wttrden  die  Bedingungen 


8)  («*  —  b*)  cos  &  cos  1/;  ««  ^  =:=  0 

gehören ,  von  denen  die  letzte  wegen  der  Vorausset^uud  a  >  6 
nur  durch 
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^  -  -  90"  oder  ^  =-  90^  oder  0* 
erfüllbar  ist.  Für  &'^9(lP  liefert  die  Gleichung  7) 

also  ein  unmögliches  Resultat;  für    =  90^  wird  aus  Nr.  7) 

1       eos*&     sin*d'     ,       .  ^      c  l/b*  — «« 

-s  = — 3  :r—  oder  m^=s     ,  , 

«•  «J*  6/^«+^ 

mithin  ^  imaginär  (wegen  &<a);  endlich  für  -^^O  ergiebt  sich 

aus  Nr.  7) 

9)    -;  =  —-;  =—  oder  ämi^^  — 

'   fl«      6*        <*  ,,^  ft«4.c« 

Giebt  man  dem  für      ^  erhaltenen  Werthe  die  Form 


sin  d 


so  erseheint  als  Pröduct  zweier  ächten  Brüche,  mithin  ist  der 
Werth  von  siti  9  ein  ächter  Bruch ,  folglich  ^  immer  möglieh  und 
zwar  zweideutig,  weil  man  dafttr  eben  so  wohl  einen  spitzen,  als 
einen  stumpfen  Winke  l  nehmen  kann.  Demnach  wird  der  ellip- 
tische Kegel  durch  zwei  Systeme  von  Ebenen  in  Kreisen  ge- 
schnitten; alle  iliese  Ebenen  sind  der  a-- Achse  parallel  und  bilden 
mit  der  xy-  Ebene  gleiche  Winkel  entweder  nach  der  positiven 
oder  nach  der  negativen  Seite  der  ;  hin.  Stellt  man  die  Gleichung 
einer  der  ar- Achse  parallelen  Ebene  iu  der  Form 

10)  ByH-C2  =  i> 

dar,  so  bestimmt  sich  ihr  Neigungswinkel  gegen  die  «y- Ebene 
durch  die  Formel 

C?«  ^ 
cos*  ^  = -=s-r— oder  sm*^  = 


durch  Substitution  des  letzteren  Ausdrucks  folgt  aus  Nr.  9) ,  dass 
die  Ebene  10)  die  Kegelfläcbe  iu  einem  Kreise  schneidet,  wenn 
die  Bedingung 

erfüllt  ist. 

Wir  lösen  endlich  noch  die  Aufgabe,  ,  durch  einen  gegebenen 
Funkt  o^i^iZi  eine  Bertthrungsebene  an  die  elliptische  Kegelfläche 
SU  legen'.  Da  die  gesuchte  Ebene  jedenfalls  durch  den  Mittel- 
punkt der  Fläche  gehen  muss,  so  ist  ihre  Gleichung  von  der  Form 


i 
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feraer  habeu  wir,  weil  die«e  Ebene  durch  den  Punkt  x^y^z^ 
gehen  soll 

^iPi  +  i^yi +      =  0, 
endlich  wegen  der  Terluigten  BertÜmmg 

Einfacher  werden  diese  Gleichungen,  wenn  wir 

I=* 

setzen:  die  Gleichung  der  Beiiiliriinj:;sebene  itit  dann 

VI)  3/1+  iV,;  +  ^^-=0 

und  darin  gelten  für  M  uihI  A'  die  Bedinjjnngen 

o-,  +  A  y, 

Aus  diesen  Gleichungen  fnulot  sicli 


Demnach  sind  zwei  berührende  Ebenen,  eine  Tangentialebene, 
oder  keine  derartige  Ebene  möglich,  jenachdem 

> 

oder 


d.  h.  jenachdem  der  Punkt  Xtyi  2,  ausserhalb,  auf  oder  innerhalb 
des  von  der  Kegelfläche  umschlossenen  Raumes  liegt.  Schreiben 
wir  im  zweiten  Falle         z  für  or, ,     ,  S'i ,  so  ist 

oder  symmetrischer 

die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  xyz  der  KegelÜäche  gehen- 
den Berührungsebene. 

Hieraus  findet  man  leicht 

14)       {-.  =  _j£(J_.),  =  - 
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als  Gleichungen  der  im  i'uiikte  xt/z  auf  der  Kegeüäche  errichte- 
ten jl!<^ormalen. 

•     §.  3i. 

Der  elliptische  Kegel  als  schiefer  KreiskegeL 
Nimmt  man  irgend  einen  Kreisschnitt  des  elliptischen  Kegels 
als  neue  Direetrlx,  so  kann  der  elliptische  Kegel  auch  als  schiefer 
Kreiskegel  angesehen  werden ,  wodurch  die  Formeln  eine  andere 
Gestalt  bekommen.  Die  Kbene  eines  Kreisschnittes  withlen  wir 
snrd?^- Ebene  eines  neuen  rechtwinkligen  Coordinatensystemes, 
dessen  Anfang  im  ^littelpunktc  des  Kreissclinittes  liegen  möge; 
die  Gleichung  der  Directrix ,  welche  gleichzeitig  die  Horizontal- 
spur  des  Kegeld  bildet ,  iüt  jetzt 

^0*  +  yo*  ~ 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  a,  c  die  Coordinaten  der  Kegel- 
spitze, so  sind  die  Gleichungen  der  erzeugenden  Geraden 

x  —  a^  —  {z  —  c),    y  — 6  =  — GL—  (s  — c)j 

c  c 

dnrch  Elimination  von  ar«  und     ergiebt  sich 

1)  (6«  — cy)«=r*(«-.c)» 
als  Gleichung  der  KegelflSche. 

Ihr  Durchschnitt  mit  einer  beliebigen  durch  die  Gleichung 

2)  Ax  -f-  By-^-Czz^D 

repräsentirten  Ebene  ist  eine  Linie  zweiten  Grades,  deren  llori- 
zontalprojection  sich  durch  Elimination  von  r  aus  drn  Gleichun- 
gen beider  Flächen  bestimmt ;  die  Gleichung  der  erwähnten  Ho- 
rizontalprojection  ist  von  der  Form 

und  darin 

C,  =(^aH-  Cc)Ba-\-{Bb-{-Cc)Ab—ABf*. 
Vermöge  dieser  Werthe  erhält  man  nach  gehöriger  Rednetion  *) 


*)  Bezüichuet  mau  uUmiicli  üur  Abkürzung  ^4«  +  C7c  mit  ttWbSiBb 
•^Cc  mit  ^,  so  findet  sich  zanftchst 

—  {vß^ABab)^  .  ^ 

welcher  Ansdniek  nach  Bubstitntion  der  Werthe  Ton  «  und  f  die  oben  er« 
wlUmte  Form  annimmt* 


Digitized  by  Gov.*^. 


—   120  — 


und  hieraus  ergießt  hicli,  das«  der  Sclmitt  eine  Ellipse,  Parabel 
oder  Hyperbel  ist,  jeuachdeui 

>       jf  +  B" 

Die  geometrisehe  Bedeiitnog  hiervon  wird  aaf  folgende  Weise 
eiebtbar.  Durch  den  Mittelpunkt  der  KegeifliUshe  legen  wir  pa- 
rallel siir  schneidenden  Ebene  eine  Hilfsebene ;  die  Gleichung  der 
letiteren  ist 

A(x—a)  -f-  B(ff~h)  -h  C'(2  — c)=0 
und  die  Gleichung  ihrer  ilori/outalspur  (z--0) 

Ax  +  Btj^Aa  +  Bb  +  Cc. 
Für  die  Entfernung  p  dieser  Geraden  vom  Coordinatenanfange 
ergiebt  sich 

demnach  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse^  Parabel  oder  Hyperbel, 
jenachdem  (im  absoluten  Sinne)  r<^p,  rr=^p  oder  r>p  ist,  d.  h. 
jenaebdem  die  Horizontalspur  der  Hilfsebene  ausserhalb  der  Di^ 
rectrix  liegt,  sie  berührt  oder  schneidet. 

Geht  die  schneidende  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  der  Kegel- 
flüche,  ist  also 

so  wird  die  im  ersten  der  in  Nr.  4)  genannten  Falle,  d.  b.  die  für 

entstehende  Ellipse  zu  einem  Punkte ,  die  für 

Yorhandene  Parabel  degenerirt  in  eine  Gerade ,  längs  welcher  die 
Ebene  den  Kegel  berührt,  endlich  degenerirt  die  der  Bedingung 

entsprechende  Hyperbel  in  awei  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche 

gehende  Gerade. 

Um  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in  möglichst  einiachcr 
Form  zu  erhalten,  legen  wir  die  bisher  beliebige  j;- Achse  parallel 
zur  Horizontal.spur  der  schneidcudcu  Ebene,  so  dass  die  »/-Achse 
mit  der  Senkrechten  vom  Coordinatenanfange  auf  jene  Spur  au- 


Digitized  by  Cov.^^i 


—  12] 


sammenfalli ;  den  Fu68piiii](t  dieses  Perpciidikelg  nehmen  wir  zum 
Anfangspankte  eines  neuen  rechtwinkligen  Systeme»,  dessen 
Achse  die  Horizontalspur  der  Sehnittebene  ist,  wobei  die  posi- 
tiven x'  in  derselben  Bichtiing  wie  die  positiven  x  gezählt  werden 
mögen ;  die  y  •  Achse  legen  wir  in  die  Schnittebene  und  ihre  posi- 
tive Seite  nach  der  positiven  Seite  der  2  -  Achse  zu ;  endlich  sei  k 


Fig.  24. 


der  Abstand  des  neuen  von  dem 
früheren  Ooordinatenanfangeund 
^  der  Neigungswinkel  der  x'y'- 
Ebene  geigen  die  .ry -Ebene,  d.h. 
der  Winkel  awischen  den  Rich- 
tungen der  positiven  y  und 
Zufolge  dieser  Bestimmungen  ge« 
schteht  der  Uebergang  von  dem 
ursprünglichen  zu  dem  jetzigen 
Cooidiiiateusysteme  mittelst  der 
Sii1>stitutioneü  (Nr.  8  in  §.  26 
für  l/;:^0) 

a:^-x\       y  ~=  ^  +  y  cos^,       z^y  »m9\ 
die  Gleichung  1)  erhält  jetzt  die  Form 

6)    ^' « *+  Ä'y  *+2C?'a?V  +  ^D'af  +  SJry  +     =  0 
und  darin  ist 

A'  =  ^,   B'  =  (i^—f^tin^0  +  (bsm^  —  ecos^)\ 
C  ^  —  acsin^,  i>'=0, 

7^"      c  [/•«  sin*  &  —  k(b  sin  ^  —  c  cua  d}J ,     F'  =  c«  (Ä»~r*). 
Hieraus  folgt 

C'^  —  J'      —     [r^  sin^  &  —  {h  c  cos  ^)*] 

und  dieser  Werth  giebt  zu  erkennen,  dass  der  Schnitt  zvl  einer 
Bllipse ,  Parabel  oder  Hyperbel  wird ,  jenachdem 

ausfllllt.  Dieses  Resultat  stimmt,  wie  lefcht  au  sehen  ist,  mit  dem 
vorhin  erhaltenen  flberein« 

Soll  der  Kegelschnitt  zu  einem  Kreise  werden,  so  müssen  die 

Bedingungen  ^' ~  i?'  und  C'=0,  d.h. 

<;•==(«*  —  r*)  sin^  ^  +     sin  0  —  c  cos  d)*, 
a  c  sin  ^  =  0, 

erfüllt  sein.  Die  zweite  dieser  Gleichungen  wird  durch  ^=:0 
oder  &  =  180^.  erftlUt,  doch  giebt  dies  nichts  Anderes,  als  eine  buic 
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Directrix  parallele  Kbcue ;  da 
ferner  c  nicht  -~  0  nmn  kann,  weil 
sonst  die  Ke§felfl&che  zu  einer 
Ebene  degeneriren  würde,  so 
bleibt  nnr  noch  a  =  0  Übrig,  wo- 
durch gesagt  ist,  dass  der  An* 
faii^sponkt  des  neuen  Goordina- 
tensystemes  mit  dem  Mittelpunkte 
der  Kegelfläche  in  einer  und  der- 
selben auf  der  Directrixebene 
bcnkiecliten  Ebene  liegen  muäs.  Die  erste  der  Bediogungsglei- 
chungea  wird  jetzt 

c*  =  —  r*  <i#t*  &  +  (h  sin  &  —  c  cos  &  f 
und  liefert,  wenn  sin  ^  und  cos  d  durch  tan  d  ausgedrückt  werden 

Die  geometrische  Bedeutung  hiervon  ergiebt  sieh,  wenn  man  die 
beiden  Winkel  a  und  ß  <a  in  Rechnung  bringt,  welehe  die 
^z- Spuren  AC  und  BC  der  Kegelflftche  mit  der  y- Achse  ein- 

schliessen;  man  hat  nämlich 

tanß  = 


iana  — 


.     e    •  tan  a-^  tan  ß 


tan  a  tan  ß      6*  —  c*  —  r* 
folglich  «  +    ^  »  =  L  rO'Ä'.    Die  tjz-  Spur  der  Schnittebene 
liegt  demnach  80,  dass  L  CB*A'  =  LCBA  ist;  der  hiermit  be* 
stimmte  Kreisschnitt  des  schiefen  Kegels  heisst  dessen  Wechsel  - 
schnitt. 

Soll  durch  einen  gegebenen  Punkt  ^tfftXf  eine  berührende 
Ebene  an  einen  Kreiskegel  gelegt  werden ,  so  beseichne  man  die 

Gleichung  der  gesuchten  Ebene  vorläufig  mit 

8)  L^  +  M,j  +  Nt-^i; 

(lav  sieden  gegebenen  Punkt  ^i^i^t  enthalten  musö,  wird  aus- 
gedrückt durch 

Lx,  +  My,  -h  Nz^  ^  1, 
die  Berührung  der  verlangten  Ebene  mit  der  Fläche  liefert  femer 
die  Bedingungen 


Digitized  by  Gi.. 


—   123  — 

£limiiiirt  man  N  tau  den  beiden  ersten  Bedingnngflgteichiingen, 
so  hat  man 

(aar,  —  c«i)  L  +  cyO  ilf=  «,  —  c, 

und  (laiHUfi  tiuden  sicl^  die  folgenden  Wertho  von  L  and  /V,  in 
denen  zur  Abkürzung 

ö?i — ca^  =  Ut       62,  —  cyi  =  i; 
gesetzt  worden  ist: 

_  r  II  (zj  — c)  jr  V       +  P* — r*  (z,  —  cf 
^        r(i»«  +  »»)  * 

 r  p     —  c)  +         -f  t;«  —  — 

r  (m*  -j-  »*)  ' 

c 

Demnach  bat  die  Aufgabe  zwei  Auflösungen,  eine  oder  keine  Auf- 
lösung, jenacbdem 

> 

d.  b.  jenacbdem  der  Punkt  ausserbalb  des  -von  der  Kegol- 

fläche  umschlossenen  Raumes,  auf  der  Flache  oder  innerhalb  jeaes 
Raumes  liegt.  Im  zweiten  Falle ,  wo  wir  y,  z  für  a*, ,  y, ,  r, 
selireiben,  lautet  die  Gleichung  der  Berührungsebene  bei  vollstän- 
diger Entwickehmg 

9)    CM^  +  evtl  +  [r*(2  —  c)  —  au  —  <>p]{;  =  cr*(2  —  c). 
Hieraas  ergeben  sieb  noch  die  Gleichungen 


10) 


^  _   CU  


als  Gleichungen  der  durch  den  Punkt  xyz  der  KegelflScho  gehen- 
den Normalen. 
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Siebentes  Capitel. 
Die  Umdrehuugsflächen. 


§.  32. 

E&tftehiuig  und  OtoidLimip  der  Umdrehangifl&chftB. 

Denkt  man  sich  irgend  eine  einfaeli  oder  doppelt  gekrttmmte 

Linie  mit  einer  ihrer  Lage  nach  bestimmten  Geraden  verbunden, 
s»  ist  immer  eine  solche  drehende  Bewegung  der  Curve  möglich, 
(lass  joilor  ihrer  Punkte  einen  Kreis  heschreiht,  dessen  Mittelpunkt 
auf  der  festen  Geraden  liegt;  die  rotirende  Uurve  erzeugt  bei  die- 
ser Bewegung  eineifläche,  welche  eine  Rotations-  oder  Um- 
direhungsfläcbe  genannt  wird;  die  nnyeränderliche  Gerade 
keisst  ihre  Achse. 

Ans  dieser  Entstehung  der  Flftcbe  geht  unmittelbar  hervor, 
dass  alle  auf  der  Drehungsachse  senkrechten  Schnitte  der  FlSche 
Kreise  sind,  deren  Halbmesser  im  Allgemeinen  verschieden  aus- 
fallen, jenacbdem  die  Behnitte  durch  verschiedene  Funkte  der 
Achse  gelegt  werden.  Diese  Kreise  werden  die  Parallelkre  iso 
der  Fläche  genannt.  Ferner  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Fläche 
von  allen  Ebenen,  welche  die  Dreliungsachse  in  sich  enthält,  in 
congruenten  Curven  geschnitten  wird;  diese  Linien  eiiitaclier 
Krümmung,  durch  deren  Drehung  um  die  Achse  gleichfalls  die 
Kutationsfläche  erzeugt  werden  kann,  heissen  die  Meridiane 
der  Fläche. 

Um  die  allgemeine  Form  kennen  zu  lernen,  unter  welcher 
die  Gleichung  einer  Umdrehungsfläcbe  enthalten  ist,  denken  wir 
uns  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Drehungsachse  ein  recht- 
winkliges  Ooordinatensystem  gelegt  und  nennen  |),  y  die  Rich- 
tungswinkel der  Drehungsachse ;  ferner  sei  durch  einen  beliebigen 


Digitized  by  Cov.;v.i^ 


—   125  — 


Ponkt  a:yz  der  FISehe  ein  Parallelkreis  ¥ig,  S6. 

gelegt,  q  dessen  Halbmesser  und  p  der 
Abstand  seines  Mittelpunktes  vom  Coordi- 
natenanfang.  Die  Geraden  OM-^p  und 
MP~f/  lassen  sich  nun  als  die  ebenen 
recht  winkligen  Coordiiiatoii  fines  i^unktes 
der  Meridiaucurve  betrackteu  und  es  exi- 
stirt  daher  swischen  p  und  q  eiue  Glei- 
ebnng  von  der  Form 

1)  j^fW. 

oder,  wenn  statt  q  der  Radinsrector  OP^r  in  Rechnung  gebracht 
wird, 

d«.«  folgt*  y^-^np): 

welebe  Gleicbnng  Überhaupt  unter  der  Form 

3)  »*=  *•(!>) 

enthalten  ist.  Durch  Substitution  der  bekannten  Wertbe 

f^^x^  +  y'  +  z^ 

p     -  X  cos  a  -\-  y  cos  ß  -\-  z  cos  y 
ergiebt  sich  nun  als  Gleichung  der  Rotationsfläche 

4)  ^'  +     +  2*  -  ~  F  a  +  y  cos  ß      z  cos  y). 
Geht  die  Drehungsachse  nicht  durch  den  Ooordinatenanfang ,  son* 
dem  durch  einen  Punkt  abc,  so  bedarf  es  nur  einer  Verschiebung 
des  Coordinatensjstemes  nach  diesem  Punkte;  man  erhält  dann 

^/         F[(a!—a)  eo9  a  +  (y— 6)  cos /J  +  («  — c)  co*y] 
als  allgemeinste  Gleichung  der  RotationsflXehen. 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  diese  Gleichung,  wenn  man 
eine  der  ('(»ordiuatenachsen  mit  der  iJreliung.sachse  zusammen- 
fallen lässt;  gewöhnlich  wählt  man  hierzu  entweder  die  or- Achse 
oder  die  z- Achse.  Im  ersten  i  alle  ist  a  =  0,  j3  =  y  =  90^,  mit- 
hin nach  Nr.  4) 

welcher  Gleichung  auch  die  Form 

ertheilt  werden  kann;  im  aweiten  Falle  ergiebt  sich  analog  . 

«•  +  ^^»  +  ^•  =  ^'(0 

oder 
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Diese  Entwickeiongen  liefern  munittelbar  die  Gleichung  der 
Rotationsfläche,  wenn  die  Gleichnng  de«  Meridianes  [qs=Tf(p)] 
bekannt  ist,  was  namentlieh  in  dem  Falle  statt  findet,  wo  die  roti- 
rende  Carre  eine  einfach  gekrümmte  ist  nnd  Ihre  Ebene  die  Dre- 
hungsachse enthält.  Finden  diese  Umstände  nicht  gleichseitig 
statt,  so  hat  man  den  folgenden  Weg  elnsnsehlagen ,  wobei  der 
Einfachheit  wegen  vorausgesetzt  ist,  dass  die  r-Achbe.  mit  der 
Drehungsachse  zusammenfallt.  Bei  der  primitiven  Lage  der  roti- 
renden  Curve  mögen  die  Ooordinateu  irgend  ein*  s  ifirer  Punkte 
mit  äCßy  yoy  Zq  bezeichnet  werden,  die  Projectioneu  der  Curve  auf 
die  beiden  Verticalebenen  sind  dann  bestimmt  durch  swei  Glei> 
chnngen  von  den  Formen 

6)  a?o  =  9(«o).  y^^^i'^h 

dreht  sich  nun  die  Cnrve  nm  die  2 -Achse,  so  erhält  der  Ponkt 

^oyt'o  ^^1^^  aadere  Lage,  nnd  «war  mögen  y,  z  seine  neuen  Co- 
ordinaten  In  dem  Falle  heissen,  wo  die  Drehung  den  Winkel  o 
von  der  positiTen  Seite  der  ar- Achse  nach  der  positiven  Seite  der 

y- Achse  hin  durchlaufen  hat.  Man  kann  diesen  Winkel  in  der 
llorizontalprojection  sichtbar  machen,  wenn  man  die  einander  glei- 
chen Vectoren  der  Punkte  x„}/ß  nnd  ort/  /iolit,  co  ist  dann  der  Winkel 
zwischen  beiden  Vectoren.  Aus  sehr  einfachen  Gründen  h.at  man 

Xo~  X  cos  <a y  sini»,   yo  =  —  a:  sinm y  cos  z^^z, 
mithin  nach  Nr.  6) 

7)  xcosn-^  jf9in»=:s{p{z)^  ^  x sinn y  cos n^^ff(z); 
dies  sind  die  Gleichungen  der  rotirenden  Curve  in  irgend  einer 
ihrer  Lagen ,  wobei  der  Winkel  n  das  Intervall  von  bis  360^  sn 
durchlaufen  hat,  wenn  alle  möglichen  Lagen  der  Curve  ram  Vor- 
schein kommen  sollen.  Die  Elimination  von  o>  giebt 

8)  ^  o:« -f     =  [(p  (r)]*  +  [t^  (r)]«. 
als  Gleichung  der  erzeugten  Rotationsfläche. 

Beispiele  hierzu  liefern  die  Curven  zwoiten  Grades,  dereu 
entsprechende  Flächen  in  den  Fällen  sehr  einfache  Gleichungen 
erhalten,  wo  die  Drehung  um  eine  der  Hauptachsen  vor  sich  geht 
Denken  wir  uns  die  Ebene  xz  als  die  Ebene  der  in  ihrer  ursprüng- 
lichen Lage  befindlichen  rotirenden  Curve,  so  haben  wir  für  eine 
durch  den  Coordinatenanfang  gehende  Gerade 

c 

mithin  für  die  entstandene  Kegelfiäche 
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dasselbe  Resultat  ergiebt  Bich  aas  der  Gleichtiiig  9)  in  30,  wenn 
man  den  dort  erwEhnten  elllptiRehen  Kegel  fttr  6  =  a  sn  einem 
geraden  Kreiskegel  werden  lAsst. 

Die  Gleichungen  einer  in  der  Ebene  a:  z  befindlichen  Elli|)8e  sind 

wobei  die  Achsen  der  Ellipse  an  Coordinatenachsen  genommen 
sind ;  die  Oleicbnng  der  erzengten  UmdrehungsflXche ,  des  soge- 
nannten Rotationsellipsoides,  ist  folglich 

oder  bei  besserer  Anordnung 

Hierbei  luüsseii  wir  die  FiiWo  <i>c^  a  nnd  u^c  unterschei- 
den. Im  ersten  Falle  ist  die  Drehung  um  die  kleinere  Halbachse 
Yor  sich  gegangen  und  das  Ellipsoid  heisst  in  diesem  Falle  ein 
abgeplattetes;  im  zweiten  Falle  ist  die  Drehnngsachse  die 
grössere  Halbachse  und  das  EUipsoid  ein  gestrecktes;  im  lots- 
ten Falle  wird  die  rotirende  Curve  zu  einem  Kreise,  mithin  das 
Rotationsellipsoid  su  einer  Kugelflftche;  die  Gleichung  der 
letzteren  pflegt  man  gewöhnlich  unter  der  Form 

11)  ar»  +  y*-h2*  =  r* 

darzu.stellen,  wobei  r  =  c      a  den  constanteii  II al'  inesser  bedeutet. 

Für  oino  Hyperbel,  deren  Hauptaclise  2«  mit  der  .r  -  Aclisc  und 
deren  Nebenachse  2  c  mit  der  z- Achse  zusammenialU,  hat  mau 

mithin  als  Gleichung  der  erzeugten  Umdrehungsflftclie 

oder 

1-«)  — ^  7  — 

Diese  Fläche  heisst  das  i  n  fache  Ii  o  t  a  t  i  o  n  s  1 1  y  p  e  r  b  o  1  o  i  d . 
Jst  dagegen  c  die  Haupt-  und  a  die  Neben halbachse  der  Meridian' 
cnrve ,  so  gelten  für  sie  die  Gleichungen 
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und  daraus  ergiebt  sieh  als  Gleiclniiig  der  Umdrehungsfläche 
13) 


letstere  heisst  das  getheüte  Botationsliyperboloid,  weil 
sie  ans  zwei  getrennten  Stücken  besteht. 

Für  eine  Parabel ,  deren  Achse  mit  der  Drehungsachse  und 

deren  Scheitel  mit  dem  Coordiiiateuaufang  zusammenfallt,  hat  man 

wobei  k  den  Halhparameter  der  Parabel  bezeichnet;  die  ent- 
sprechende Umdrehungsfli&che  hat  zur  Gleichung 

14)  «»  +  /  =  2*z 

und  heisst  das  Rotati onsp araho lo id.  Giebt  man  der  Parabel 
die  umgekehrte  Lage,  so  dass  ihre  Achse  mit  der  ^«Achsezo- 
sammenfällt ,  so  findet  sich 


  ^  t 


und 


+  = 


4  h' 


Wahrenrl  die  Gleielmngon  rlor  vorigen  Umdreliungsflächen 
von  demselben  (zweiten)  Grade  waren,  wie  die  ihrer  Meridian- 
cnrven,  findet  bei  der  letzten  Fläche  diese  Uebereinstimmnng  nicht 
mehr  statt;  sie  führt  deshalb  keinen  besonderen  Namen. 

Um  ein  Beispiel  für  den 
Fall  zu  haben,  wo  die  ro- 
tirende  Curve  nicht  in 
einer  Ebene  mit  der  Dre- 
hungsachse liegt,  denken 
wir  uns  von  zwei  Bich 
kreuzenden  Geraden  die 
eine  um  die  andere  lier- 
nmgedreht.  Die  feste 
Gerade  sei  wieder  'die 
2: -Achse,  die  kttrzeato 
Entfernung  beider  Gera- 
den, in  der  ursprünglichen  Lage  der  letzteren  genommen,  sei  der 
Richtung  nach  zusttinm(?afallend  mit  der  ä  - Achse  und  der  Grösse 


Digitized  by  Google 


—    129  - 

iwth  =«,  endlich  heisse  y  der  eonstante  Neigungswinkel  PAP' 
=  90"  —  LPAP"  der  be\veglichen  Geradi  ii  ^egen  die  Ebene. 
Die  Gleichungen  der  rotirenden  Geraden  sind  jetzt  bei  deren  pri- 
mitiver Lage 

mithin  lautet  die  Gleiclning  der  erzeugten  Fläche 

iB*  -|-  ^  =  o*  +     co<*  y, 

oder  besser 

Der  Vergleich  mit  Nr.  13)  führt  za  dem  bemerkenswerthen  Resul- 
tate, dass  die  entstandene  Umdrehungsfläehe  ein  einfaches  Rota- 

tionshyperboloid  ist,  welches  die  kürzeste  Entfernung  a  bei- 
der Geraden  zur  llnupthalbachse  und  a  tan  y  zur  Nebenachse  bat. 
Daraus  folgt  auch  umgekehrt,  dasö  sich  auf  jedem  einfachen  Ro- 
tationshyperboloide unendlich  viel  gerade  Linien  zielien  lassen  j 
jede  solche  Gerade  steht  senkrecht  auf  irgend  einem  Halbmesser 
des  kleinsten  Farallelkreises  und  ist  gegen  die  £bene  des  letateren 

um  einen  Winkel  y  geneigt,  der  sich  durch  die  Formel  Um  y  =  — 

bestimmt. 

Schnitte ,  Berfihningsehenen  und  Mormalen  der 
Rotationsflächen. 

I.  Das  Verfahren  zur  Bestimmung  dos  Durchschnittes  einer 
Umdrehung>,iläche  mit  einer  El)ene  oder  beliebigen  anderen  Fläche 
ist  im  Allgemeinen  das  nämliche,  wie  bei  den  schon  besprochenen 
Gattungen  von  Flächen;  elinnnirt  man  nämlich  aus  den  Gleichun- 
gen der  sieh  schneidenden  Flächen  das  eine  Mal  das  andere 
Mal  y  y  so  erhält  man  im  ersten  Falle  die  Gleichung  der  a;y-Pro- 
jection,  im  anderen  Falle  die  Gleichung  der  x«-Projection  des 
Durchschnittes.  Bei  einem  ebenen  Schnitte  kann  auch  eine  Trans- 
formation der  Coordinaten  TOrgenommen  werden,  welche  die  Glei* 
chung  des  Durchschnittes  selber  kennen  lehrt.  Ein  Taar  nicht  su 
gewöhnliche  Beispiele  hierzu  sind  folgende. 

Durchschnitt  einer  Kugel  mit  einem  eUiptischeu 
Kegel.  BeKchreibt  mau  aus  den»  Mittelpunkt«*  eines  elliptischen 
oder  schiefen  Kreiskegels  eine  Kugelääche,  so  ist  der  Durchschnitt 
AmI.  G««ii&.  u.  9 
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Mder  FUlelieir  «n  sogenaiuiter  sphsrisclier  KegeUcbniit  (splüt- 
riscbe  Ellipse) ,  für  dessen  Punkte  die  beiden  Gleiebnngen 

a?*  4-y'  +  2*  =     und  j-*  roi*  a  +  v*       |5  —  T*==  0 

zusammen  gelten  (Nr.  II  iu  62  luul  Xr.  3  in  ^.  30).  Als  Glei- 
chung der  Horizontalprojection  findet  sich  hieraus 

I  — ^  —  I ' 

(r  sin  ©)*     (r  si«  ß)*  * 

letztere  ist  folglich  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a         Bin  a 

nnd  b'  =  r  Hn  ß.  Die  Yerticalprojection  bst  zur  Gleicbnng 


r«  cot*  ß 


(reo8ßy 


cot*  ß  —  col»  « 

and  istf  a  >    yoransgesetzt,  eine  Ellipse  mit  den  Halbscbaen 


r  cdl  ß 


c"  =  r  CO*  /I. 


Die  rrojectiou  auf  die  Kl  one     bestimmt  sich  durch  die  Gleicbaag 


r*  cot*  a 


+ 


(r  cos  o)' 


cot*  ß  —  cot*  a 

und  ist  eine  Hyperbel ,  deren  Hauptbalbachse  e'"  ^  r  cos  tt  in  der 
Richtung  der  z  liegt  und  deren  Nebenbalbacbse 

r  cot  a 


j/cot*  ß  —  cot*  a 

ist.  in  der  Figur  sind  die  drei  Projectionsebenen  auf  die  in  §.  2 
erwähnte  Weise  aus  einander  gelegt;  OA  und  0^  sind  die  Ver- 


Fig.  28. 


tic aispuren    des   elliptischen  Kegels^ 
weiche  mit  der  r  -  Achse  die  Winkel 
AOC=-a  und  BOCz=zß  bilden,  OC 
ist  der  Kugelhalbmesser,  OA'  ^  a\ 
OB'^b\  OC"  ==  c",  OC"'  =  c " ;  die 
in  der  Figur  niebt  angegebenen  Halb- 
achsen a**  nnd  h"'  finden  sieh  leicht 
aus  der  Bemerkung,  dass  die  Vertical- 
ellijxse  durcli  den  Punkte  und  tlit-  Hy- 
perbel durch  den  Punkt  B  gehen  nm.ss. 
Durchschnitt    eines  Kotati  on  sparaholoides  und 
eines  elliptischen  Kegels.    Unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  Achsen  beider    lachen  zusammenfallen,  sind  die  Gleichungen 
der  letateren 
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a**  4-  y*  "  2A^2 ,       ar»  cot*  a  +  y*  cot*  ß  z*. 
Die  Horixontalprojectioii  des  DarchschnitteB  hat  die  Gleichung 

(«•  +      =  (2*  cot  ufa^  +  (2*  cot  /J)V 
and  ist  die  sogenaimta  FnBBpunktencurye  einer  aas  den  Halb- 
achsen a  =  3Ar  col «,  d'  =s  2  Ar  eot  ß  constrairten  Ellipse.  Als  Glei- 
chang  der  Verticalprojection  des  Bnrehschnittes  ergiebt  sich 

{rul^  ß      cot*  a)  x*'^{z  ~k  cot*  ß)*      A«  CO/*  /S; 
sie  bedeutet  eine  Ellipse,  deren  iialbacbseu 


kcot*ß 


j/cot*  ß~  cot*a' 

sind  and  deren  Mittelpunkt  in  der  Höhe  k  cot*  ß  über  dem  Coordi- 

naienaafaDge  auf  der  s  -  Achse  liegt  Die  Gleichung  der  seitlichen 

Verticalprojection  lautet 

(z^k  cot*  «)•  —  (cot*  ß  —  cot*       =  Ä»  col*  «; 

ihr  entspricht  eine  ans  den  Halbachsen 

.  kcot*a 


b'"  ^ 


}/cot*ß  —  col^a 


constmirte  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt 
ia  der  Höhe  k  cot'^  a  üher  Jeiii  Coordiua- 
tenanfange  auf  der  z  -  Achse  liegt.  In  der 
Figur  ist  OA'^a\OB'r=b\  0B"^~=1c" 
und  der  Mittelpunkt  M  dieser  Linie  der 
Mittelpunkt  der  Verticalellipse ;  die  Haupt- 
halbachse a"  der  leateren  Ittsst  sich  leicht 
mittelst  der  Bemerkung  finden ,  dass  die 
Ellipse  durch  den  Punkt  A  geht.  Femer 
ist  Oä"^^c'*  und  die  Mitte  N  dieser 
Linie  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel;  die 
Nebenhalbachse  der  letzteren  kann  leicht 
auä  u"  hergeleitet  werden.  Man  wird  übrigens,  wenn  es  auf  eine 
Zeichnung  aukommt,  am  zweckniässig.sten  zuerst  die  Ueideu  Ver 
ticalprojectionen  constriiiren  und  aus  diesen  die  Horisoatalprojec- 
tion  ableiten. 

II.  Legt  man  durch  einen  gegebenen  Punkt  Peiner  Botations- 
flUche  einen  Parallelkreis  und  einen  Meridian,  constrnirt  man  fer- 
ner die  beiden  Geraden,  welche  jene  swei  ebenen  Cnrven  in  P 
berühren,  und  legt  endlich  durch  diese  sieh  schneidenden  Tan- 
genten eine  Ebene ,  so  heisst  letatere  eine  Bertthrungsebene  der 
FUtche  und  P  ihr  Bertthrungspunkt.   Ihre  Gleichung  wird  am 

9* 


Digitized  by  Gi. 


—   132  — 


Fig.  30. 


kttraeAten  auf  folgende  Weise  ge- 
funden. Der  Mittelpunkt  des  durch 
P  gelegten  Parallelkreises  sei  A, 
sein  Halbmesser  ist  dann  NP^ 

Yx^  4~  ,  und  wenn  man  in  P  an 
den  Kreis  eine  Tangente  legt,  so 
schneidet  letztere  die  £bene  xz 
in  einem  Punkte  dessen  Goor- 
dinaten 

— 0,  Z 
X 

sind;  dieselbe  Tangente  sehneidet  die  -Ebene  in  einem  durch 
die  Coordinaten 


0, 


y 


bestimmten  Tunkte  V.  Ferner  sei  ONP  der  durch  den  Puukt  P 
geführte  Meridianschnitt ,  ^  die  im  Punkte  P  an  den  Meridian 
gelegte  Tangente  und  0  fV^i  das  von  letaterer  auf  der  Achse 
abgeschnittene  Stttck;  die  Strecke  t  ist  immer  bekannt  nnU,att8  der 
bekannten  Meridiangleichnng  leicht  an  finden.  Legen  wir  nun 
durch  den  Punkt  IP,  dessen  Coordinaten  0,  0,  t  sind,  und  durch 
die  Punkte  Üj  V  eine  Ebene,  so  finden  wir  als  Gleichung  derselben 

hiermit  ist  die  Berührungsebene  im  Punkte  xyz  soweit  bestimmt, 
dass  es  in  jedem  individuellen  Falle  nur  noch  der  Substitution  des 
Werthes  von  i  bedarf. 

Hieraus  ergeben  sich  auch  die  Gleichunj^en  der  den  Ver- 
ticalprojectionen  einer  im  Punkte  a:y  z  aul  der  Berulirungsebcne 
errichteten  Senkrechten,  nämlich 


2)  I 


dies  sind  die  Gleichungen  der  Kormalen  im  Punkte  xijz. 

Als  Beispiel  diene  das  Rotationsellipsoid;  jeder  Meridian  des- 
selben ist  eine  aus  den  Ifnlbachsen  a  und  c  construirtc  Ellipse, 
und  nach  einem  bekannten  Satze  schneidet  die  Tangente  im  Punkte 

PYon  der  z- Achse  die  Strecke  /  =  —  ab.  Hierau»  folgt 
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oder  vermöge  der  Gleichung  der  Fläche  (Nr.  10  in  g.  32) 

t—Z       c«  * 

demnach  lautet  die  Gleiehnng  der  Bertllintiigflebene 

oder  in  besserer  Form 

fr       fr  c* 
Die  Glei^bungeu  der  Normale  sind 

Wir  unterlassen  die  weitere  AnsfÜbrung  dieser  Betracbtnn- 
gen ,  weil  die  banptsäebHcbsten  der  vorbin  erwftbnten  Rotations- 
flächen nur  specielle  Fftlle  von  allgemeineren  FUeben  sind,  mit 
deren  Untersuchung  sieb  die  nächsten  Capitel  beschäftigen. 
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Achtes  Capitel. 

Die  Flächen 'zweiten  Grades. 


§.  34. 

JNMQMioii  d«r  aU^emeinen  Oleioluuig  dw  Flaoh«ii 

iwditen  GiadM. 

Iii  den  drei  letzten  Capiteln  kamen  mehrere  Flächen  vor,  deren 
GleichnngfMi  vojii  zwoiton  Grade  sind,  <J<h*1i  blieb  dabei  imentschie- 
(len,  oh  mit  jenen  Flaclien  die  ganze  Reihe  der  möglichen  Flächen 
zweiten  Grades  bereits  erschöpft  ist  oder  nicht;  das  Letztere  würde 
namentlich  dann  der  Fall  sein,  wenn  Flächen  zweiten  Grades 
existiren  sollten,  die  weder  Cylinder-,  noch  Kegel-,  noch  Umdre- 
hungsflächen  sind.  Um  hierüber  an  entscheiden,  betrachten  wir 
die  allgemeinste  Gleichung  sweiten  Orades  swieehen  drei  Coordi- 
naten,  nXmlich 

und  untersuchen,  welche  verschiedenen  Flächen  dieselbe  repra- 
sentirt.  Wir  werden  dahei  im  Allgemeinen  denselben  Weg  ein- 
schlagen, den  die  analytische  Geometrie  bei  der  Discussion  der 
Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  zwei  Ooordinaten  so  befolgen 
pflegt 

Ans  der  Lehre  von  der  Transformation  der  Ooordinaten  ist 
bekannt,  dass  der  Grad  einer  nächengleichnng  bei  dem  lieber- 
gange  zu  einem  neuen  Ooordinatensysteme  ungeändert  bleibt;  wXre 
demnach  die  Gleichung  I)  auf  ein  beliebiges  schiefwinkliges  Co- 

ordinatensystera  bezogen,  so  wiadt^  niaii  diesem  ein  rechtwinkliges 
System  der  a;' subbtituiren  können  und  eine  neue  Gleichung 
von  der  Form 


Digitized  by  Google 


—  135 


+  J6;V  +  a^y  -f-  2/V  +  Ä"  =0 
erhalten.  Letatere  ist  toh  gani  Khnlicher  ZiiBammensetciing,  wie 
die  «rspriiiif  liehe  Gleiehang,  wir  brauchen  daher  anaere  Diseits- 
non  Torlinflg  nur  auf  den  Fall  su  beziehen,  wo  da«  an  Gnmde 
Hegende-  Goordinatcnsystem  ein  rechtwinkliges  ist. 

Irgend  einen  Pnnkt  xyz  der  an  untersuchenden  FlMche  zwei- 
ten Grades  verbinden  wir  mit  einem  beliebig  im  Kaume  gewählten 
Punkte  I Y]  1^  durch  eine  Gerade  und  bezeichnen  mit  r  die  Entfer- 
nung]: der  Punkte  xyz  nnd  h,r]^,  ferner  durch  a,  y  die  Winkel, 
welche  r  mit  den  senkrecht  auf  einander  bteheuden  Coordinaten- 
achsen  der  x,  2if  nnd  z  bildet:  für  die  Ooordinaten  ;r,  y,  z  haben 
wir  nun  einerseits,  weil  der  Punkt  xyz  auf  der  erw&bnten  fläche 
Hegt, 

andererseits,  weil  der  Punkt  xyz  zn  der  Geraden  r  gehört, 

2)  r  cos  a  -\-        y  -  -  r  cos  ß  +  rjy    z:^  r  cos  y  +  ^. 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  I)  erhält  letz- 
tere die  Form 

wobei  9,  m,  n  zur  Abktenng  für  folgende  Ausdrücke  dienen 
s  =  ^  cos*  «  +    CO«*  ß  +  Cco«*  Y 

-\-  2  D  cos  a  cos  ß     2  E  cos  a  cos  y  -\-  2  F  cos  ß  cos  y 
oder  auch  bei  etwas  anderer  Anordnung 

8  "  (A  cos  et      D  cos  ß      E  ros  y)  cos  a 
4j        )      +  (  ff  cos  a  -\-  Ii  f'os  ß      F  cos  y)  cos  ß 
■f  iß  cos  a  +  F  cos  ß      C  cos  y)  cos  y, 

m^iAcosu-^-  Dcosß Ecosy)^ 
+  (peosa  + Bcosß-^  Feo8f)fi 

^)       1  {Ecota-^  Fcosß+  CcoSf)t 

-I-  Gco8a+Hcasß'\*Jcosfy 

Betrachtet  man  £,  i|,  t  und  er,  y  als  gegebene  Grössen,  d.  h. 
geometrisch,  denkt  man  sich  durch' den  Punkt  {i}^  eine  Gerade  in 
bestimmter  Bichtnng  gezogen,  so  sind  die  Werthe  yon    m  und  it 
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bekftnnt,  onbekannt  dngegen  r,  y,  d.  b.  diejenigen  Grössen, 
welche  den  DmehBchnitt  jener  Oeraden  mit  der  Flftche  bestim- 
men; in  diesem  FaUe  fübri  die  Gleiehong  3}  sur  Kenntniss  von  r 
und  naehher.geben  die  Gleielrangen  3)  die  Coordinaten  des  Dnieli- 
Schnittes.  Die  Beachtung  des  Umstandes,  das«  die  Gleichmig  5) 
eine  quadratische  ist,  mithin  höchstens  awei  reelle  Wurzeln  be- 
sitzt, liefert  mm  aiigcublicklich  den  Fundamentalsatz:  eine  ge- 
rade Linie  kann  mit  einer  Fl K che  zweiten  Grades 
nicht  mehr  als  zwei  Punkte  gemein  haben. 
Die  erwähnten  Werthe  von  r  sind 

r  =   und  r.  ; 

rie  fallen  reell  nnd  ▼ersehieden  ans,  wenn  m*  —  ng  positiv  ist,  die 

Gerade  schneidet  dann  die  Fläclie  in  zwei  Punkten ,  deren  Ver- 
biudiingblinie  eine  Sohne  der  Fläche  bildet;  für  w'  ».s  =  0 
folgt  r,  die  Seluie  wird  dann  zu  Null  und  die  Gerade  zur 

Tangente  an  der  Fläche;  ist  endlich  —  //,s  negativ,  so  liegt 
die  Gerade  ausserhalb  der  Fläche,  ohne  einen  Punkt  mit  der  lets- 
teren  gemein  zu  haben. 

Ansser  den  genannten  Hauptföllen  bedarf  noch  ein  specieller 
Fall  näherer  Untersuchung.  Verbindet  man  swei  belieVn^^o  Punkte 

j  i/z  und  -v^t/fZf  der  Fläche  durch  eine  Oerade  und  waldt  auf  letz- 
terer den  Punkt  willkürlich,  so  lassen  sich  daraus  «,  ßt  y  mit- 
telst der  Formeln 

« 


CQSß 


cos  y  =^  -  — 


ableiten  und  dann  erhalten  m,  n  von  selbst  solche  Werthe,  dm 
r  und  Tt  reell  ausfallen;  dies  vorausgesetzt,  kann  man  auch  beai' 

theilen,  welchen  Werth  m  annehmen  wird,  wenn  man  den  Pnnkt 
^fj^  auf  die  Mitte  der  Sehne  lep^t.  In  diesem  Falle  siuti  iiMuilich 
r  und  r,  gleich  grd.s.s,  aber  von  entgeg^engesetzten  Vorzeichen  nnd 
es  niuss  folglich  die  für  r  angegebene  Gleichung  eine  rein  ([uadra- 
tische,  d.  h.  m  =  0  sein.  Führen  wir  zur  Abkürzung  die  Bezeich- 
nungen ein 
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b^D  e<t$»     Beosß     Fcos y, 
B eo$ u     F cos ß  Croty, 
rf=s  fir  COS  n  +  H  COS  ß  -\'  I  cos  y, 

so  ist,  vermöge  des  Werthos  von  »i, 

8)  <i|4-H  +  <^?+^'  =  o 

die  Bedin^nnj;  dafür,  dass  der  Pnnkt  ^ijj;  auf  der  Mitte  der  in  der 
Kichtung  »ßy  gezogenen  Sehne  liegt. 

Lassen  wir  die  einmal  bestimmten  Werthe  von  or,  ß,  y  unge- 
ändert,  vXlirend  |,  17,  ^  sich  ändern,  so  erhalten  wir  eine  Schaar 
paralleler  Sehnen  und  deren  Mittelpunkte;  ftir  die  Ooordinaten  der 
letzteren  gilt  fortwährend  die  Gleichung  3),  sie  repritaentirt  also 
den  geometrischen  Ort  jener  Punkte.  Letzterer  ist  aber,  wie  man 
unmittelbar  bemerkt,  eine  Ebene  und  man  kann  daher  den  wich- 
tigen Satz  aussprechen:  die  Mittelpunkte  aller  parallelen 
Sehnen  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegen  in  einer 
Ebene.  Jede  derartige  Ebene  mag  eine  Diamotraicbeue  der 
Fläche  helssen. 

Aus  den  Richtungswinkeln  a,  ß^  y  der  parallelen  Sehnen  er- 
geben sich  unmittelbar  die  Stellungswinkel  der  zugehörigen  Dia- 
metralebene, wenn  msn  die  Formeln  18)  in  §.  14  auf  die  Gleichung 
8)  anwendet,  wobei  jene  Stellnngswinkel  kurs  mit  « ,  ß\  y  be- 
aeiehnet  werden  mögen;  man  erhält 


eö$  a  ==  ■   — 

^fl* -f    -h  c« 

cos  ß'=  =, 


ro.v  y 


Femer  lässt  »ich  der  Neigungswinkel  o  der  parallelen  Sehnen 
gegen  ihre  Diametralebene  bestimmen;  er  ist  nämlich  das  Comple- 
ment  des  Winkelt» ,  welchen  die  parallelen  Sehnen  mit  einer  auf 

der  1  )ianietralebeno  errichteten  Senkrechten  einschliessen  j  zufolge 
dieser  Bemerkung  hat  man 

cos  (90" —  ü))  =  sin  0) 
=  CQS  a  cos  «  4-  cos  ß  cos  ß'  4-  cos  y  cos  y 

d.  i. 

a  cos  oA^b  cos  jS  +  r  cos  y 
smii9=  —    ^  -   
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oder  noch  emfaelier,  wenn  tnan  giefa  an  die  Gleiehungen  7)  nnd  i) 
erinnert, 

10)  sin  u)  =         *  =• 

Von  besonderem  Intcrosne  ist  hier  die  Frage,  ob  die  Richtung 
der  parallelen  Sehnen  8o  g-ewälilt  werden  könnte,  dass  die  znge- 
börip^e  Diaraetraiebene  senkrecht  auf  den  Bebnen  steht  (mau  be- 
greift im  Yoraufl ,  dass  eine  bolche  Diametralebene  sich  besonders 
gnt  in  einer  nenen  Coordinatenebene  eignen  mttsste) ,  was  nnter 
den  Bedingungen   

«'  =  «1     /J'  =  /J»  r=y 

der  Fall  sein  würde.  Dnrch  SnbBtitntion  dieser  Werthe  Terwan* 
dein  sieh  die  Gleichungen  9)  in  die  folgenden 

11)  CO#«s=— ,        C0fj9=s— ,         co*y=:— , 

8  ,        S  S 

oder  wegen  *  =  «  ros  ("f*^  |?  +  ^  y 

1{a  cos  a      h  cos  ß  -\-  c  cos  y)  cos  a  =  a, 
(a  cos  m b  cos  ß     e  cos  y)cosß^  6, 
{a  C05  o  +  6  C05  /J  +  c  cos  f)coty=s  c. 
Denkt  man  «ich  die  Werthe  von  a,    c  dngesetst,  so  enthalten  die 
vorstehenden  drei  Gleichungen  die  drei  Unbekannten    /),  y,  welche 
ausserdem  noch  an  die  Tierte  Bedingung 

13)  co«*a  +  <?o«*/J+ co«*y=I 

gebunden  sind.  Gleichwohl  Ist  das  Problem  der  Bestimmung  von 
ft,  fi,  /  desswegen  noch  nicht  unmöglich ,  denn  man  kann  sich  auf 
folgende  Weise  überzeugen ,  dass  die  dritte  der  Gleichungen  12) 
eine  blose  Conscqueuz  der  beiden  vorhergebenden  und  mithin 
UberÜüssig  ist.  Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  12)  mit 
cosm^  die  zweite  mit  cosß  und  addirt>  so  wird 

(ö  cos  a'\-  b  cos  /S  +  c  cos  y)  (coä*  a  +  cos*  ß)^a  cosw^b  cos  ß\ 
hier  braucht  man  nur  co<*  a  +  cos^  ß  dnrch  1  —  cos*  y  sn  ersetsen, 
um  nach  gehdpriger  Hebung  sofort  die  dritte  Gleichung  in  12)  su 
erhalten.  Wollte  man  nun  die  Gleichungen  13)  und  13)  auf  ge« 
wShnliche  Weise  als  drei  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten 
(cos  tt,  cos  ß,  cos  y)  behandeln,  so  würde  die  Elimination  von  zweien 
der  letzteren  auf  eine  sehr  complicirte  Gleichung  von  hohem  Grade 
führen,  es  ist  daher  besser,  die  obigen  Gleichungen  so  zu  betrach- 
ten, als  ob  sie  vier  Unbekannte,  nämlich  a,     y,     enthielten,  und 
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▼or  der  Hand  t  zvl  eatwiokelii,  woraus  sieh  nachlier  «,  /3,  y  leielit 
abl«iten  lassen. 

Setzt  man  die  Werthe  von  «,  6,  c  in  die  Gleichungen  !  l)  ein 
und  vereinij^t  nach  Wegschaffung  der  Brüche  die  gleichartigen 
Grössen,  so  gelangt  man  zu  It  n  folgenden  drei  Gleichungen 
(.4  —  s)  cos  ci      D  cos  ß  ~\-  E  cos  y  0, 
D  OOS  a  -Y  {B —  ä)  CO*  jS  -+  F  ro#  y  ==  0, 
E  co$u-\-  Fcosß-h  (C — s)  cw  y  —  0; 
die  erste  Gleiehnng  diyidiren  wir  durch  DE  und  addiren  beider- 
seits dies  giebt 

costt    eosß    eosy  cosaf 

ans  der  zweiten  Gleichung  sieben  wir  dnrcb  Division  mit  JO  F  und 

Addition  von  — -  : 

C08\ 

und  durch  ein  ähnliches  Verfahren  ans  der  dritten  Gleichung 

Cosa 


f«  .  cüxß  .  cosv      rosß/^        ^  .  /)F\ 


F 

Zur  Abkürsung  setzen  wir 


,cosß     cosy_cnsY(    ^  EF\ 


14} 


DE  DF  MF 

F  E  D 

^  cosa  rosß  cosy 

T'  ~E'  "5^* 


wo  M,  N  bekannte  Grössen  sind»  S  dagegen  unbekannt  ist;  wir 
haben  jetzt  nach  dem  Vorigen 

o     costt,       _v    ^      cosß  cosy  . 

oder  "* 

DES  ,     DFS  fFS 

lo)      cot    ==  COM. ß  =  COS  y  ^  -TL* 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich  zwei  andere  bilden, 
welche  unmittelbar  die  AufllKsung  unseres  Problemes  liefern;  man 

erhält  nämlich  einerseits ,  wenn  man  die  obigen  Werthe  von  cos  a, 

cos  ßj  cosy  in  die  Formel  i6)  einsetzt  und  die  entstehende  Glei- 
chung auf  S  reducirt, 

'   =  . 
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dividurt  man  ferner  die  erste  der  Oleicbnngen  16)  dnrcb  die 
zweite  dureli      die  dritte  dnrch  2>  and  ftddirt  die  Qnotienten ,  so 

ergiebt  sich  auf  der  linken  Seite  wieder  S  und  es  ist  demnach 
„     DE    S         DF    S      ,   EP  S 


F  s—L  •    E s—M  •    D  s—N 
oder 

,^  DJS;    1         DF    \         EF     \    \  ^ 

Diese  Gleiclinng  wird  erfüllt  sowohl  dttreh  fi^— 0,  als  dnrcb 

^      F  s—L       E  s—M       D  s—N^^' 

im  ersten  Falle  müsste  nach  Nr.  15)  entweder  cos  a  —  cos  ß-~  cos  y 
sein,  was  der  Gleichung  13)  widerspriclit ,  oder  es  miis^te 
f^lcichzoitig  s  —  .V  —  3/,  s  r—  -V  worden,  was  nur  unter  der  be- 
sonderen Voraussetzung ,  dasö  X«,  3/,  iV  gleiche  Werthe  haben,  ge- 
»  schehen  könnte;  versparen  wir  einstweilen  die  Untersnchung  die- 
ses Speeialfalles ,  so  ist  im  Allgemeinen  S  von  Kuli  verschieden, 
mithin  bleibt  noch  die  Bedingung  19)  sn  Erfüllen.  Diese  enAilt 
die  einzige  Unbekannte  s;  hat  man  deren  Werth  durch  Aan^tenng 
der  Gleichung  ermittelt,  so  findet  sich  S  ans  Formel  17) ,  nachher 
dienen  die  Gleichungen  16)  zur  Bestimmung  der  Winkel  a,  j3,  y. 
Man  erkennt  hieraus ,  dass  die  Fra^e  nach  der  Möglichkeit  einer 
senkrechten  Lae^r  der  parallelen  Sehnen  f^epren  die  ihnen  ent- 
sprechende Di.amctralcbene  in  letzter  Instanz  auf  die  Frage  nach 
den  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  19)  zurückkommt;  letztere  be- 
darf deshalb  einer  genaueren  Untersuchung. 

§.  35. 
ForfsetBung. 

D^h  Mttltiplication  mit  dem  Prodncte  der  Differenzen  $ — A 

s  —  AI  und  s  —  N  erhält  die  Gleichung  18)  die  Form 

(s^l)(s-M)(s-N):~^is^M)(s-N) 

-  ^       L)  is  -  N)  -  ^(S-L)  (s -  M)  '-^  0*) 
und  nach  Division  mit  I^EF 


*)  Führt  man  die  ajigedeuteten  Multiplicationen  aus  und  setzt  owsk* 
her  die  tür  iV/,  N  angegebenen  Werthe  ein,  so  kann  man  die  obige  Olei« 
chnng  zach  in  die  folgende  ▼erwandehi 
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DEF 

i3-L)(s^M)     {^l)(s~N)  {s-M)($^N) 
~  Iß 

Diese  Gleichung  ist  vom  dritten  Grade,  und  da  jede  cnbische  Glei- 
chung mindesteus  eine  reelle  Wurzel  besitzt,  .so  fol^t  daruurt,  dasö 
es  in  jeder  Fläche  zweiten  Grades  wenigstens  <>iuc  Schaar  pa- 
ralleler Seimen  giebt,  die  von  ihrer  zugehciriycn  Diametralebene 
normal  halbirt  werden.  Um  aber  zu  entacheidcn ,  ob  die  beiden 
übrigen  Wnrseln  reell  oder  imaginttr  sind,  betrackten  wir  die 
Gleiolrnng 

DEF 

_  {9—l){s^M)     {s—L){s—N)  {s~M){s-^N) 

jjß  ^2  pt         — '» 

denken  uns  darin  s  und  i  als  veränderliche  Grössen  und  fragen, 
wie  viel  es  reelle  Werthe  von  s  giebt,  für  welche  t  verschwindet. 
Diese  Frage  lässt  sich  ancb  unter  einen  geometrischen  Gesichts- 
punkt bringen,  wenn  man  s  als  Abscisse,  i  als  Ordinate  eines  Punk- 
tes in  der  £bene  und  die  Gleichung  21)  als  Gleichung  einer  ebenen 
krummen  Linie  betrachtet;  man  hat  dann  su  untersuchen,  wie 
Tiele  Fankte  diese  Gurre '(eine  Parabel  dritten  Grades)  mit  der 
Abscxssenaehse  gemein  hat.  Dies  geschieht  auf  folgende  Weise. 

Das  Product  DEF  kann  eben  so  wohl  positiv,  als  negativ  sein, 
im  ersten  Falle  möge  dessen  reci]>i  ker  Werth  mit  +  x,  im  zwei- 
ten Falle  mit  —  y  bezeichnet  werden ,  so  dass  n  in  beiden  Fällen 

den  absoluten  Werth  tou  -r-^    ausdrfiekt.  Die  Grössen  Z,  M,  N 

sind  im  Allgemeinen  yon  einander  verschieden,  es  giebt  also  unter 
ihnen  eine  kleinste,  eine  mittlere  und  eine  grösste,  und  um  einen 
bestimmten  Fall  Tor  Augen  zu  haben,  wollen  wir  anniahmen,  dass 
1<M<,N^  mithin  jede  der  Differenzen  L  — L  — N,  M— N 
negativ  sei;  diese  Voraussetzung  beeinträchtigt  übrigens  die  All- 


—  />«(«~.C)  — £«(«-/?)  —  F9{s~A)  —  2D£F=0, 
Diese  einfache  Form  der  ursprünglichen  Gleichung  würde  In  dem  FaUe  be- 
quem sein,  wo  es  sieb  bei  numerisch  gegebenen        ....Fnm  den  Zshleu. 
Werth  von  «  handelte,  dagegen  gestattet  sie  keine  ao  leichte  Entscheidung 
der  Frage  nach  der  Ansah]  der  reellen  Wurxeln. 
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gemeinheit  der  Untersuchung  nieht,  deaii  man  wird  bald  bemer- 
ken, dm  die  Dachberigen  £r)Hrterangen  gai»  gleichfdnnig  auf 
jede  andere  Rangordnung  der  Grössen  X,  iV,  N  passen.  Der  Glei- 
clinng  20)  geben  wir  snnicbst  die  Form 

22)  <  = 

(*-£)(.-*)  (,-ir)  {+«-  ^-^jJ-^-^^^^^  -  -j^i^j 

und  denken  um  s  als  unendlich  wachsende  negative  Zahl;  die 
i^otienten 

I  I  l 

j— *— ilf' 
haben  in  diesem  Falle  die  Noll  anr  Grenae,  nnd  das  Prodnet 

(s-^L){s-M)  (s~N) 

erhält  einen  unendlich  wachsenden,  aber  negativen  Werth,  weil 
bei  hinreichend  grossen  negativen  jeder  einzelne  Factor  dessel- 
ben negativ  wird.  Wir  drücken  dies  kurz  durch  die  Formel  ans: 

jpttr  #  =  —  OD  wird  I  =  ( —  oo)  (+  »)  =  T  oo. 
Nehmen  wir  zweitens  =     so  giebt  die  Gleichung  21)  unmittelbar 

(X-itf)(X~A) 

d.  b. ,  wenn  man  sieh  an  das  Über  dib  Differenaen  L  —  M  nnd 
L  —  N  Gesagte  erinnert, 

für  $  =  L  wird  t  negativ. 

Daran  schliessen  sich  ferner  die  Bemerkungen 

£tlr  *  =  Jlf  wird  /=  -  b.  positiv, 

(N~L){N—M)  ,  , 
„  Ä  =  iV     „    /  =  —  ^  ~  ^  d.  h.  negativ. 

Wir  denken  uns  znletst  s  als  unendlich  wachsende  positive  Zahl 
und  benutzen  dabei  wicdtu-  die  Form  22);  auch  in  diesem  Falle 
haben  die  dort  erwähnten  Quotienten  die  Null  zur  Grenze,  da- 
gegen wachst  das  Product  {s — X)  (s-r-M)  {s — N)  ins  positiv  Un- 
endliche, d.  h. 

für  «  =  -|-  00  wird  <  =  (-f-  Qo)  ( jh  »)  =  +  oo. 
Naeb  diesen  Ergebnissen  kann  man  sieb  leicht  ein  Bild  von 
dem  Verlanfe  der  in  Rede  stehenden  Cnrve  entwerfen;  för  ein 
positives  DEF  bat  sie  die  in  Fig.  31  angedeutete  Gestalt,  ftlr  ein 
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i  ig.  32. 


/  T\ 

X 

/     Li/  \  -V 

IP  P\ 

negatives  i> Font  spricht  sie  Fig.  31. 

der  Fig.  33;  in  beiden  Dar- 
stellimgeti  sind  Xr,  if ,  ü  die 
Endpunkte  der  Abscisten 
«r=s£,  f  =  iir,  »  =  JV,  wo- 
bei man  eich  den  Anfangs- 
punkt (lerCoordinaten  an  be- 
liebiger Stelle  auf  (ier  Achte 
der  s  denken  kann.  Aus  dem 
Anblick  dieser  Figuren  (oder, 
venu  man  will ,  aus  bekann- 
ten algebraischen  Sätsen) 
gebt  nun  bervor,  dass  es  je- 
denfaUs  drei  Punkte  i>«, 
1>3  giebt,  in  denen  die  Cnrve  die  Abscissenacbse  sebneidet;  nennen 
wir  *i ,      «3  die  Abscissen  von  -P, ,  so  baben  wir  drei  ver- 

schiedene Werthe  von  .9,  für  welche  f  =  0  wird,  d.  h.  drei  reelle 
Wurzeln  der  Oleicliung  20j.  Für  ein  positives  DEF  liegt  die 
kleinste  Wurzel  zwischen  L  und  iW,  die  folgende  zwibclien  ISl  und  .V, 
die  dritte  zwischen  i\rand  -|-  QC ;  bei  negativen  DEF  ist  die  kleinste 
Wnrsel  awiscben  —  oe>  und  X,  die  mittlere  awiscbeu  L  und  Af,  die 
grösste  awiscben  M  und  N  enthalten. 

Den  drei  verschiedenen  Werthen  .s  —  ,s, ,  s  .v, ,  v  =  -  ent- 
sprechen nach  Formel  17)  drei  verschiedene  Werthe  von  .V,  die 
wir  der  Reihe  nach  mit  S^ ,  5,,  bezeichnen  wollen;  diese  liefern 
nach  Nr.  16)  drei  verschiedene  Kichtnngen  der  parallelen  Sehnen 
und  zwar  mögen  die  betreffenden  Bichtangswinkel  durch  ai  >  > 
Ott,  ßt,  Y2>  «»»  A»  y»  unterschieden  werden.  Wir  haben  daher  den 
Satz:  Für  jede  Fl&che  zweiten  Grades  lassen  sich  im 
Allgemeinen  drei  Hanptrichtungen  angeben,  bei  wel- 
chen die  parallelen  8  e  h  ü  i-  n  v  o  n  d  e  n  z  u  g  e  h  ö  r  i  g  e  n  D  i  a  • 
metr  al  e  1)  e  n  e  n  normal  lialbirt  werden.  Jede  derartige 
Diametralebene  mag  eine  Hauptebeue  der  Flache  heissen. 

Bevor  wir  die  gegenseitige  Lage  der  Hanptebenen  unter- 
suchen ,  entwickeln  wir  erst  einige  Relationen  zwischen  den  drei 

Wurzeln  der  Gleichung  20).  Da  , ,  ,  die  «genannte  Gleichung 
erfüllen,  so  geniig-en  sie  aucli  der  nicht  wesentlich  davon  verschie- 
denen Gleichung  18);  es  ist  also  gleichzeitig 
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F  s,~-L  '    E  it—M  '    J>  9t— N 
Ihirch  Bubtraction  der  zweiten  von  der  ersten  Gleichung  und 
aaebherige  Multiplicatioa  mit  J)JSF  toigt 

da    — 'i       '^nW  verschieden  ist,  so  mtiss  der  Inhalt  der  Paien- 

thesc  =0  sein;  auf  analoge  Weise  kann  man  die  erste  der  ▼ori* 
gen  Gleichungen  mit  dor  dritten,  sowie  die  zweite  mit  der  dritten 
verbinden,  was  i^usammen  die  folgenden  Be^ieliungeu  giebt: 
i/*^^  /?*F«  E*F* 


23) 


£ß£*  ß^F*  M*F* 


L)ic  Winkel,  welche  die  llaupti  ichtnngen  mit  den  Achsen  eia« 
schliesseu,  bestimmen  sich  Nr.  16),  nämlich 


cos  «1  s= 


DES^ 
DES^ 


DFSi 


J>FS, 


cos  Yi  = 


EFSy 


DFS. 


EFS, 

EFS, 


cos  a«  =  - — =:  ♦ 
*• — ^ 

und  daraus  sind  die  Winkel  zwischen  den  Hauptriehtnngen  selber 

leicht  abzuleiti  II.   Bezeichnen  wir  die  gesuchten  Winkel  mit  (r,r,), 

cos  (r,  r,)  "  cos  oti  cos  a,  +  <  oä^  /i,  ras  ß.^  -f-  ro^»'  y,  cos  j  j , 
CO*  (r|  r,)  =  CO«  «i  co*  +  co*  |J,  co*  +  cos  co5  y,, 
cos  (r,  r,)  -  ^  cos     co«  er,  +  cos     cos  ß^  -|-  cos  y,  cos  j-, ; 

nach  Substitution  der  angegebenen  Oosinuswerthe  vereinfachen 

sich  diese  Ausdrücke  sehr,  sobald  man  die  Gleichungen  S$)  betcli- 

tet;  es  bleibt  nftmlich 

cos  (rj  r,)  =  0,        cos  (r,  r,)  ^  0 ,        COS  (r,  rj)  =  0, 

d.  h.  L  {r,  r,)  =:  L  (r,  r,)"r=  Z.  (r,  r,)  =  90^. 
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Daraug  folgt  angenblicklieb  der  Bobdne  Sata:  die  drei  Hanpt- 
ebenen  einer  Flftcbe  xweiten  Orades  steben  eenk- 
reebt  auf  einander. 

Die  vorige  Untorsuclnuij^,  die  wir  bisher  völlig  allgemein  ge- 
halten haben,  kann  iu  speciellen  Fullen,  uainontlich  wenn  mebrerL* 
der  GrÖHsen  J.  B,  (\  T>  .  .  .  h\  /#,  .>/,  ^'  t  in  uulor  gleich  werden, 
einige  Modiiicatiunen  erleiden j  so  verdient  /.  H.  der  Fall  L^=zM 
^  N  hpsondcre  Aufmerki»amkeit.  Vermöge  der  Bedeutung  Ton 
hy     N  ist  dann 

DE  ff  F  EF 

mitbin  nacb  Nr.  7) 

M  +  —  l  cos  a D  co$    '\'  Ecosy 

für  die  eiugeklammerte  »Summe  schreiben  wir,  wie  früher,  S  und 
entwickeln  auf  gleiche  Weise  />  und  c;  dies  giebt 
a^Afeosa+  DES,  b=:^Mco»ß+  DES,  ezz^Mrosy-^ 

=  M  (coÄ*  a  +  co^  ß  +  CO«*  y) 

+  S  (DE  €0$  tt  •\'  D  F  cos  ß EF  cos  y) 

=     +  DEFSK 

Von  den  aufzulösenden  drei  Gleichungen 

(A  —  -s  )  cos  et  D  ms  8  -f  E  cos  y  -=  0, 
L)  cos  ß  -j-  (Z)"—  s)  rus  ß  -f-  F  ros  y  0, 
E  cos  «  +  Fcos  ß      {€ — .v)  cos  y  -  -  0, 

▼erwandelt  sich  die  erste  nacb  Suhstitution  der  Werthe  von  A 

und  s  in 

(DE  \ 
—  DEFS*\  cos  a-t  0  cos  ß t;  cos  y  ü 

oder  dnrcb  Division  mit  DE 

cos  a  ,  cos  ß  .  cos  y       „  ^. 

d.  i. 

S^FS*  cos  a^O. 
Bebandelt  man  die  übrigen  Gleichungen  auf  dieselbe  Weise,  so 
bat  man  Überhaupt  folgende  iielationen 

Atua.  Geom.  U.  •  10 
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diesen  Gleichungen  kann  man  auf  zweierlei  iffeise  genügen ,  ent- 
weder durch 

24)  ">»«  =  ^.    ^ß^Tü'    «»)'  =  Js' 

oder  durch 

25)  S  =  0. 

Ab«  den  Cneiebongen  S4)  ergiebt  aieh,  indem  man  ^nadrirt  tiiid 

•  oder 

 DEF  ' 

wodurch  mithiit  uacli  Nr.  24)  auch  «f,  j?,  y  gefunden  sind.  Diese 
Auflösung  stimmt  mit  derjenigen  übereiu,  welche  die  Formeln  18), 
17)  und  16i  liefern,  wenn  man  lu  at  htet,  dass  die  Gleichung  ib)  für 
L:z=.M^  N  nur  vom  ersten  Grade  ist.  Ausserdem  geniigen  der 
Aufgabe  auch  alle  die  Winkel,  für  welche  die  Gleichung  25)  be- 
steht; zum  Unterschiede  von  den  vorigen  Winkeln  mögen  diesel« 
ben  mit  a\  ß\  y  bezeichnet  werden,  es  gilt  dann  Air  sie  die 
Gleichung 

eo9u  .  eosB'  .  eosv 

-p-  +  ^  +  -g^-o. 

Diese  Bt  ingung  kann  auf  unendlich  viele  Arten  befriedigt  werden, 

und  zwar  ist  dieselbe  wegen 

.  einerlei  mit 

S  (cos  a  cos  a  -f"  ^0$  ß  cos  ß'  -\-  cos  y  cos  y  )  =  0. 
Da  5^  nicht  verschwindet,  SO  muss  der  Parenthesehinhalt  gleich 
Null  sein  und  es  folgt  daraus,  dass  nicht  nur  die  zuerst  bestimmte 
Richtung  sondern  auch  jede  däranf  senkreclite  Riehtttn^ 

uß'y  eine  Hauptrichtung  ist.  Dieser  besondere  Fall  tritt  übri- 
gens bei  Rotationsflächen  zweiten  Grades  ein,  wie  wir  kurz 
seij^en  wollen.  Ist 

die  Seheitelgleichung  eines  Meridians  fUi  die  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten  p  und  q ,  bind  ferner  A,  v  die  Richtungswinkel  ddr  Dre- 
bangeachse,  so  lautet  nach     32  die  Gleichung  der  Kotati onstlüciie 
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=  [(a-  —  «)  CO»  k  -h  Cv  —  h)  cos  a  -f  (2  —  c)  cos  vf 
+  2  A  [(.r  —  a)  cos  A  +  (y  ^  ft)  co*  ^  +     —  c)  CO»  p] 
+  Ar  [(dr--a)  co9  X  +  (y  —  6)  cd»  ^     («— c)  cos  vf 
und  BaQhdem  man  sie  anf  die  normale  Pom  einer  FlXehenglet 
ehttng  2 weiten  Orade«  gebracht  liat,  ist 

~(l-f  Ar)fo«»X—  I, 
B-~  (I  -f-X)  ro«»;t—  I, 
C  —  (I  -j-k)  cof^v  —  I, 
=  -  (1  -|-  ^'  j         '  f<» 
^      ( I  -|-  Ar)  ro.v  A  CO*  v, 
(I  -f-  A-)  crt*  a  co.v  V. 
In  der  That  hat  man  vermöge  dieser  Werthe 

d.  h*  • 

* 

femer  ergiebt  sieh  mittelst  der  Formeln  '26)  und  24) 

cos  a^cotk^      ,  cos        cos  .i ,        cos  y  =r  cos  i'  J 
wie  vorauszugehen  war,  ist  hier  die  Richtung  der  Drehungsachse 
die  erste  Hauptrichtung,  ausserdem  sind  noch  alle  zu  letzterer 
senkrechten  Richtungen  gleichfalls  Hanptrichtnngon ,  was  geome- 
trisch unmittelbar  erhellt. 

Wäre  eiicllicli  noch  bpecieller  ^^=^-^6^  und  i>  --^  E^F^O^ 
80  Würden  a,     e  die  Werthe 

A  cos  a ,        h  -  -  Acos  ßj  Ä  COS  y 

erhalten ,  woraus  weiter  folgt 

Die  Gleichungen 

.  {A — s)  cosu  ^  D  cos  ß E  cos  y  =^  0, 
jDcostt  (B  — *)  cos  ß  -i-  fcosy^Oy 
Ecog  tt  +  Fcos  ß  4-  {C — s)  cos  y  0, 

werden  jetzt  von  allen  beliebigen  o,  ß,  y  erfüllt,  d.  L.  jede  Rich- 
tung- kann  als  ilauptrichtung  angesehen  werden.  Dieser  Fall  tritt 
bei  der  üugelfläche  ein,  deren  allgemeine  Gleichling 

•    (a:— (y— +  {z—cf  =  r« 
durch  Aufl(jsung  der  Quadrate  und  MultipHcation  mit  einem  belie< 
bigen  Factor  A  leicht  auf  die  vorausgesetzte  Form  zu  bringen  ist. 

10* 
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§.  36. 

S  c  h  1  u  8  s. 

Nachdem  wir  die  Ueberzeugung  gewonnen  haben,  dass  für 
jede  Fläche  aweiten  Grade^  drei  auf  einander  senkrechte  Haupt- 
ebenen angegeben  werden  können,  liegt  es  selir  nahe,  dieselben 
an  Coordinatenebenen  an  wühlen.  Dabei  ist  aber  ein  Umstand  sa 
beachten;  die  Realität  jener  Ebenen  schliesst  die  Möglichkeit  nicht 
ans,  dass  ihr  Dnrchschnittspnnkt  ins  Unendliche  falle  nnd  man 
kann  daher  nicht  ohne  Weiteres  den  Durchschnitt  aller  drei  Hanpt- 
ebenen  zum  Coordinatenanfang  machen*).  AVii  atlinien  daher 
einstweilen  nur  zwei  Ilau^itchenon  zu  (Coordinatenebenen  uud  le- 
gen den  öoorciinaieniinfang  beliebig  auf  den  geradlinigen  Durch- 
schnitt derselben ,  so  dass  die  dritte  Coordiuatenebene  der  dritten 
Hanptebene  parallel  liegt.  Ist  nun  in  dem  neuen  rechtwinkligen 
Coordinatensysteme,  dessen  Goordinaten  x\  y\  z  heissen  mögen, 
die  Ebene  y'z  eine  Hanptebene,  so  mnss  Jeder  in  dieser  Ebene 
liegende  Punkt  yz*  der  Mittelpunkt  einer  darauf  senkrechten  (mr 
X'  Achse)  parallelen  Sehne  sein,  d.  h.  jedem  Goordanatenpaare  yz 
müssen  swei  gleich  grosse  und  dem  Zeichen  nach  entgegeagesetste 
x  entsprechen.  Hieraus  folgt,  dass  die  traubformiite  Gleichung, 
welche  die  Form 

Ä'x'^  -f  ^V*+  CV*+  2/>Vy'  +  2  A'a'2'  4-  iF'y'z' 

H-  2 Cr'  H-  27/ V  -f  2 1'z  +  Ä"  =  0 
besitaen  wttrde,  rein  quadratisch  in  Beziehung  auf  o:'  sein  mnss; 
sie  lautet  daher 

A'x**  +  JPy«  +  C'«'»  +  3  ry'z  +  2  H'y'  +  3  /V  +  IT'  =  0. 

Ist  aweitens  die  Goordinatenebene  x*it  eine  Hauptebene,  so 
entsprechen  jedem  willkttrlich  gewählten  Goordinatenpaare  xi 
zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  //,  es  verschwinden  daher  anch 
die  Coefficienten  aller  mit  der  ersten  Potenz  von  y  beliafteten 
Glieder,  d.  h.  die  Gleichung  jeder  Fläche  zweiten  Gra- 
deskannaufdieForm 

27)  A'x'^  +  B't/^  +  C'z*  +  Wz  +  K'  =  0 

gebracht  werden. 

*)  In  der  nnalytischeu  (ieometrie  dor  Kbene  koiniiit  ein  nhnlicher 
Fall  vor.  JJie  Parabel  besitzt  nämlit-h  so,  wie  die  Kllipse  uiul  die  H;*- 
perbel,  zwei  auf  einander  aenkrecbte  H!iiii»tdiaraeter ,  deren  Uurchschnitt 
(der  Mittelpunkt  der  Curvo)  im  l  uendliclien  liegt  und  eben  desswegeu  Dicbt 
som  Coordinatenanfang  taugt. 
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Eine  weitere  Vereinfeehang  entsteht  dadnreh,  dass  man  den 

/• 

Anfangspunkt  der  Coordinaten  auf  der  ;  -  Achse  um  die  Strecke  — , 
verbchiebt ;  setzt  man  nämlich 

X  =ir  ,      y  — y  ,      z  =«  — ^, 
so  verwandelt  »ich  die  obige  Gleichung  in 

28)  ^      +       '« -h  C'z"'  -h     +  A^'  ==  0/ 

wobei  man  die  beiden  unveränderlichen  Grössen  zusammen  mit 
einem  einsigen  Buchstaben  beaeichnen  könnte. 

Die  soeben  ausgeführte  Verschiebung  des  Coordinatenanfangs 

ist  in  dem  Falle  C  =■  0  unthunlich,  weil  dann  ^  entweder  unend- 
lich oder  keine  bestimmte  Giöbbe  wäre;  für  diesen  Fall,  in  welchem 

also  statt  Kr.  27) 

29)  ^V«-f  ^  V'4-2/V-h  A''==0 

SU  schreiben  ist,  dient  eine  andere  durch  die  Substitiitionen 

$  Ii  I  II 

angezeigte  Coordlnatenänderung;  sie  giebt 

30)  +  BY*  +  3i'«"  =  0. 

Auch  diese  Transformation  ist  unausführbar  fär  i*  c=:  0;  man  hfttte  ^ 

dann  statt  der  Gleichung  29) 

wodurch  eine  gerade  CyliuderfiHche  charakterisirt  wird;  da  übri 
gens  die  vorstehende  Form  bereits  in  der  Form  28)  enthalten  ist, 
so  giebt  sie  keine  Veranlassung  zu  einer  neuen  Uniwandlnng.  Bei 
Unterdrückung  der  nicht  mehr  nöthigen  Accente  haben  wir  nun 
folgendes  Theorem:  Wenn  man  zwei  Hauptebenen  einer 
Fläche  zweiten  Grades  zu  den  Coordinatenebenen 
der  xz  und  yz  nimmt,  so  lüsst  sich  die  Gleichung  der 
Fläche  auf  die  eine  oder  andere  der  beiden  Formen 

31)  Aa^-^-  -{-C^^K 

32)  Aa^^By'^^lIz 
zurückführen;  die  Flächen  zw  eiten  Grades  zerfallen 
daher  in  zwei  verschiedene   Arten,  jeiiüclidem  ihre 
Gleichungen  der  einen  oder  der  anderen  Form. auge- 
hören. 
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Den  geometriüclieu  ünteiäcliied  zwischen  beiden  Gattungen 
von  Flächen  erkennt  man  auf  folgende  Weise.  Zieht  man  durch 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  eine  ganz  beliebige  Gerade, 
deren  Richtungswinkel  fff  ^f^x  heissen  mögen,  so  gelten  für  jeden 
Punkt  xyz  derselben  die  Gleichii&gen 

.r  r  cos  g? ,  11-=^^  <^os  i^  ,  z  =  r  cos  i 
durch  deren  Substitution  in  Nr.  31)  der  Radius vector  r  des  Durch- 
schnittes von  der  Geraden  mit  der  Fläche  bestimmt  wird ;  die  re- 
snltirende  Gleichaug  ist  eine  rein  ijuadr.itiscTif'  und  giebt  folglich 
zwei  gleich  grosse  und  entgegengesetzte  Werthe  von  r.  Demnach 
halbirt  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  alle  durch  ihn  gelegten 
Sehnen  der  Flftche,  ist  also  der  Mittelpunkt  der  Fläche  und 
zugleich  der  Durchschnitt  der  Hauptebenen,  weil  die  Gleichung 
31)  auch  in  Beziehung  auf  z  rein  quadratisch  ist.  Umgekehrt  vcr- 
liHlt  es  sich  mit  der  Gleichung  32);  das.s  liier  der  Coordiuateu- 
anlaiig  nicht  der  Mittelpunkt  der  Fläche  ibt,  erkennt  man  augen- 
blicklich aus  der  q^uadratischen  Gleichung  für  in  welcher  der 
Ooefficient  von  r  nicht  verschwindet ;  dass  aber  auch  kein  anderer 
Punkt  uvw  den  HittelpunlLt  bildet,  zeigt  die  allgemeinere  Substi- 
tution 

Diese  führt  zur  Gleichung 

(A  co^  <p  ^  B  cos'  t/;)  r*  -f  2  (^A  u  cos  (p  ^  B  v  cos  ^  —  /  cos  x)  f 

und  hier  mflsste  fUr  alle    ,  ^ ,  x 

Au  eo9  tp  +  JB V cos Iff  —  Icos%:-^0 
«ein,  W9M  ans  naheliegenden  Gründen  rmmtfglich  ist. 

Femer  ist  für  die  zweite  Gattung  von  Flächen  die  P^bene  .ry 
keine  ilauptebene,  letztere  liegt  vielmehi  in  unendlicher  p^ntfer- 
uung  von  dieser,  wie  sich  gleich  ergebt,  weuu  man  eine  Schaar 
von  Sehnen  parallel  zur  r- Achse  legt.  Die  erste  Art  von 
Flächen  zweiten  Gradßs  umfasst  demnach  die  centra- 
len Flächen,  die  zweite  die  nichtcentralen  Flächen. 

Endlich  würde  noch  zu  entscheiden  sein,  wie  viel  individuelle 
Flächen  zweiten  Ghrades  in  jeder  einzelnen  Gattung  enthalten 

Änd ;  hierzu  bedarf  es  nur  einer  Untersuchung  über  die  verschie- 
denen niüglichen  Vorzeichen,  welche  die  Grössen  JP,  C,  i>,  A',  / 
in  den  Gleichungen  31)  und  32)^haben  können. 
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a.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  keine  der  Grössen  ^,  Jf^ 
C,  AT  verschwindet,  können  wir  die  QlMcliang  31)  doreh  Jf  diTi- 
diren  uncl  es  sei  dann 

bilden  wir  nnn  alle  mdgliclien  Combinationen  der  Vorzeichen ,  ao 
entstehen  folgende  acht  Gleiehnngeu : 


"~i  7t  Ii  ^' 
ar    o'  c' 


 \--  — r  t 

 —   r  —  1 


1. 


Dieben  entsprechen  aber  nicht  acht  verscliiedene  FlächeiJ,  uameui- 
lich  sind  die  Flächen  iluer  Natur  nach  identisch,  deren  Gleichun- 
gen in  einer  Gruppe  beisammen  stehen.  Schreibt  man  z.  B.  in 
der  zweiten  Gleichung  derjenigen  Grupp«,  welche  zwdi  positivii 
Zeichen  neben  einem  negativen  enthält ,  .r, ,  r, ,  2^,  für  jr»  fft  z  und 
4ii,      ^1  fttr  a,  6,  e,  so  verwandelt  sidi  dieselbe  in 

und  wird  dadnreh  identiseh  mit  der  ersten  Gleklinng  derselben 

Gruppe;  beide  Flächen  unterscheiden  sich  daher  nicht  der  Art 
sondern  nur  der  Lage  nach,  und  ai^f  gleiche  Weise  kann  die  Gleich- 
heit der  übrigen  in  einer  Gruppe  befindlichen  Flachejji  nachge- 
wiesen werden.  Ausserdem  i«t  noch  zu  beacliten ,  dass  die  letzte 
der  vorigen  Gieichongen  keinen  geometrischen  iSiuu  hat,  weil  die 
Summe  mehrerer  negativen  Zahlen  nicht  =  4~  1  sein  kann.  Dem- 
nach bleiben  nur  die  drei  Gleiebiuigeii  * 


33) 


■ 


7t+      ^  —  ^^ 

.X«  V* 
—  -  ILj-  L  1, 
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als  Repräsentanten  von  drei  w  irklich  verscliiedenen  Flächen  übrig. 
Ist  zweitens  A'  =  0 ,  so  setzen  wir 

^=±i.    *=±|,.  c=±i 

und  erhalten  durch  Combination  der  Vorzeichen  die  Formen 


«4        |if  2* 


ic«      «*  2* 


Die  beiden  Gleichungen  der  ersten  Gruppe  sind  identisch  (wie  die 
blose  Multiplication  mit  —  I  zeigt)  und  reprasontiren  keine  Fläche, 
sondern  nur  einen  Punkt,  weil  ihnen  auf  keine  andere  Weise  als 
durch  a:=:0,  ?/^0,  r  -  -  0  genügt  werden  kann.  Die  beiden 
Gleichungen  der  zweiten  Gruppe  charakterisiren  gleichfalls  eine 
und  dieselbe  Fläche,  näudich  den  elliptischen  Kegel.  ÜebrigenB 
ist  diese  Fläche  implicite  bereits  in  der  zweiten  Gleichung  von 
Nr.  33)  enthalten ;  setzt  man  nämlich  in  letzterer  ai=Sa\  b^ib\ 
e  s=s  ß4!\  so  wird 

und  hieraus  wird  für  d  =  0  die  Gleichung  der  Kegelfläche. 

Wenn  nicht  /i,  aber  einer  der  Coefficienten      C,  etwa  6' ver- 
schwindet, 80  repräsentirt  die  Gleichung 

Ax*  -I-  lhfz=K 
im  Allgemeinen  eine  Cylinderfiäche,  deren  erzeugende  Gerade  der 
z  -  Achse  parallel  ist.  Die  nämliche  Gleichung  erscheint  auch  als 
Ipecieller  Fall  einer  der  Gleichungen  33),  wenn  man  e  (oderft 
oder  a)  unendlich  gross  werden  {ässt.  Für  ir=  0  wird  daraus  ent- 
weder ein  blosser  Punkt  (bei  gleichen  Vorzeichen  von  A  und  ß) 
oder  ein  Complex  von  zwei  zur  t- Achse  parallelen  sich  schnei* 
denden  Ebenen  (bei  eiit;^pgengeisetzteu  Vorzeichen  von  ./  und  B). 
Verschwinden  zwei  der  (Joefticienten  -4,  C\  etwa  die  beiden 
ersten ,  so  repräscutirt  die  Gleichung 

c«*  =  a: 

.     .  • 

bei  positiven  —  zwei  zur  ay- Ebene  parallele  Ebenen,  die  für 

A' 

if=: 0  zusammenfallen,  für  ein  negatives hört  die  Gleiclmiig 
auf,  geometrisch  bedeutsam  zu  sein. 
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c.  Um  in  XhnliGlier  Weise  die  FlSchen  zweiter  Art  zu  disca* 
tiren,  setzen  wir  zanttcbst  Torans,  dass  keine  der  Grössen  I 
verscliwinde;  naeh  Division  mit  /  sei 

7       *  «  '        /  —  ±  P 

1111(1  jede  der  (Trö.sson  a  und  h  an  sich  positiv.  Die  Combination 
der  Vorzeichen  liefert  folgende  vier  Gleiciiungen 

ab  I  ab 

ab  ab 
Hier  könnem  wiederum  die  in  einer  Gruppe  beisammen  stehenden 
Gleichungen  »ur  Identität  gebracht  werden  und  zwar  dadurch,  das« 
man  der  z  -  Achse  die  entgegengesetztf  Lage  giebt,  d.  h.  2^  —  z 
»etztj  demnach  bleiben  nur  die  zwei  duich  die  Gleichungen 


34) 


a  0 

a  ft^*' 


repräsentirten  Flttehen  als  reell  versehiedene  übrig. 
Für  i  =  0  reducirt  sich  die  Gleichung  Ö2j  auf 

wovon  die  geometrisehe  Bedeutung  bereits  angegeben  wurde.  Ver- 
schwindet einer  der  Ooeffieienten  A  und  etwa  der  letztere,  .so 
reprjUentirt  die  Gleichung 

einen  pai iihulischen  Cylinder,  dessen  orzeng-endc  (ierade  der 
//-Achse  parallel  ist;  für  /=0  degeuerirt  derselbe  zur  ^z- Ebene, 
für  ^  —  0  zur  a:y-  Ebene. 

Scbliessen  wir  nun  alle  die  speeiellen  Fülle  aus,  in  denen  eine 
Flüche  zweiten  Grades  zu  einem  Kegel ,  Cylinder  oder  zu  einem 
ebenen  Gebilde  wird ,  so  haben  wir  als  Gesammtresultat  der  gan- 
sen  Discussion  den  Satz:  die  Flüchen  zweiten  Grades  zer- 
•fallen  in  ffinf  besondere  Flächen,  von  denen  drei 
einen  Mittelpunkt  und  die  übrigen  keinen  Mittel- 
punkt besitzen. 

Wir  untersuchen  jetzt  diese  individuellen  Flüchen  der  Reihe 
nach  einzeln. 
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§.  37. 
Das  EUipioia. 

Die  erste  you  den  centralen  Fläehen  «weiten  Grades  wiid 

nach  Nr.  33)  durch  die  Gleichung 

charaktoriäixt,  mittelst  deren  man  leicht  Auskunft  über  ihre  Ge- 
stalt erlangen  kann.  Um  zunächst  die  Spnren  oder  sogenanntea 
Hanptscbnitte  der  Fläche  kennen  sn  lernen,  setsen  wir  der  Beihe 
nach  t^O,  y=sO,  a;  =  0,  und  erhalten  dem  entsprechend 

t^t^,        !f^+^=.i.  * 

diese  Gleichungen  gehen  zn  erkennen,  dass  alle  drei  Hauptschnitte 
Ellipsen  sind,  und  zwar  besitzt  der  Schnitt  mit  der  xy-  Ebene  die 
Halbachsen  a  und  der  -  Schnitt  die  Halbachsen  a  und  i\  end- 
lich der  ^2 -Schnitt  die  Halbachsen  b  und  c.  Legt  man  ferner  ia 
der  Höhe  h  über  der  .r  y  -  Ebene  eine  zu  dieser  parallele  Ebene, 
d.  h.  nimmt  man  z  unveränderlich  =  A,  so  schneidet  letatere  Ebene 
die  Fläche  in  einer  Linie,  welche 


oder 


i 


zur  Gleichung  hat^  der  Durchschnitt  ist  folglich  eine  Ellipse  mit 
den  Halbachsen 

— /c»— Ä*  und  -//c«'-^ 
c  c 

Ihre  grössten  Werthe  erhalten  dieselben  für  Ar=o,  bei  wachsen- 
den h  nehmen  sie  ab,  rednciren  sich  fttr  A  =:  auf  Nnll  (in  wel- 
chem  Falle  der  Querschnitt  zu  einem  Punkte  wird)  und  werden 

endlich  imaginMr  für  ä  >•  c.  Man  kann  sich  demnach  die  Fläche 
durch  die  Peripherie  einer  veränderliclieu  J^IHjise  erzeugt  denken,* 
wenn  letztere  parallel  zur  ary- Ebene  verschoben  wird  und  gleieli- 
zeitig  ihre  Scheitel  auf  zwei  festen  Ellipsen  fortrücken,  deren  eine 
in  der  a;^- Ebene  aus  dem  Halbachsen  OA  =X  OC~r,  und  deren 
andere  in  der  yz- Ebene  ans  den  Halbachsen  0^  =  ^,  OC^c 
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constroirt  ist.  Die  Linien  a,  Fig.  83. 

fr,  c  nennt  man  die  Halbachsen 
der  Fläche  nnd  leistete  ein 

dreiac  h  b  i  g  t' s  ElHpsoid. 
Für  b-=  a  c  VLTwaudi'lt  sicli 
dasselbe  iu  da^  ah«^o])lattete 
Rotationsellipsoid  mit  c  ai» 
Drehungsaclise,  fürcs6<<a 
in  das  durch  Drehung  nm  die 
a;- Achse  entstandene  gestreckte  Rotationsellipsoid;  ftfar  a>fr  nnd 
c  =  QO  geht  das  dreiachsige  EUipsoid  in  einen  elliptischen  Cy» 
linder  über,  dessen  Normalquerschnitt  die  Halbachsen  a  nnd  b 
besitzt. 

Eiiie  beliebige  Ebene,  deren  Gleichung 

2)  .  Ax  +  By  ■\-  Cz--  ~-D 

schneidet  das  EUipsoid  in  einer  krummen  Linie,  für  w^eicUl^  die 
Gleichung  der  Horizontalprojection  durch  Elimination  von  z  ^xm 
den  Gleichungen  1)  und  *2)  bestimmt  wird}  d«s  ^snltat  dijdser 
Ißichten  Reehniing  ist  yon  der  F<>nn 

3)  ^1  a:*  +  ^,  jf^  +  aCi^y  +  3i),a?  +  2i^,y  +  F,  ^ 0, 
worin  A^^      , folg0iid,e  Werthe  besitsen 

4B 


BD 


Pem  zufolge  ist 


und  da  der  Ausdruck  rechter  Hand,  mithin  auch  — A^  Bi ,  jeder- 
setk  negativ  bleibt,  so  eharakterisirt  die  Gleichung  3)  im  Allge- 
meinen eine  Ellipse ,  deren  Mittelpunkt  die  Ooordinaten 


4) 


B^  T)^  —  FJf 


begitzt.  Die  Halbachsen  dieser  Ellipse  sind  nach  einem  bekannten 
Satze  reell,  wenn  der  Ausdruck 

5)         A,  E,'  4-  -h  {Pi—Ay  B^)F^  —  ^C,  Z>,  ^, 

positiv  ist;  hat  der  vorstehende  Ausdruck  den  Werth  Null,  so  ver- 
schwinden die  Halbachsen  der  Ellipse  und  es  reducirt  sich  die 
Gufye  auf  ihren  durch  die  Oleic^iingen  4)  besdnunten  liittelpunk«^ 
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ist  endlich  der  erwühate  Ausdruck  negatir,  so  werden  dieHalb- 
aebsen  der  Ellipse  imaginär  und  die  Gleichung  3)  Terlieit  ihn 
geometrische  Bedeutung.  Vermöge  der  Wertiie  von  ^, ,  ^  . . .  f| 
geben  die  Formeln  4) 

  ADa*    BDh* 

als  elteue  Coordinaton  des  Mittelpunktes  der  Schnittprojection; 
die  Coordinateu  des  Mittelpunktes  der  Sclmittellipse  selber  siud 
die  nämlichen  x^^  und  das  ihnen  vermöge  der  Gleichung  3)  ent- 
sprechende 

_  CZ?c« 

Femer  wird  der  in  Nr.  5)  Teraeicbnete  Ausdruck  gleich  dem  fol- 
genden 

dess'en  Vorseicben  lediglich  von  dem  Inhalte  der  Parenthese  ab* 
hängt.  Unter  Rttcksicht  auf  den  Umstand,  dass  die  Scbnitteoive 
immer  derselben  Natur  wie  ihre  Projection  sein  muss,  haben  wir 
als  Gesammtresultat  der  vorigen  Erörterungen  den  Sata:  wenn 
der  Ausdruck 

6)  J      A^a'  -h  fi*b*  -|_  CV  —  2^ 

einen  positiven  Werth  erhält,  so  schneidet  die  Ebene  2)  das  Ellip- 
»oid  1)  in  einer  Ellipse,  deren  3IitTrlpunkt  durch  die  Coordinai«n 

bestimmt  ist;  für  ^  =  0  hat  die  Bbene  mit  der  Fläche  Dai4en 
einen  durch  die  Goordinaten 

bestimmten  Punkt  gemein;  bei  negativen^  besitzen  beide  Fläehen 
keinen  gemeinschaftlichen  Punkt. 

Von  Interesse  ist  noch  die  Frage,  ob  es  solche  Lagen  der 
schneidenden  Ebene  giebt,  dass  die  entstehenden  Sc|intttellipeen 

auch  bei  dem  dreiachsigen  Ellipsoid  zu  Kreisen  werden ,  wie  dies 
bei  den  Rotationsellipsoiden  der  Fall  ist.  Um  hinsichtlich 
Achseiiverhältnis^e  eine  bestiiamte  Vor^^f i  lluntr  zu  haben,  setzen 
wir  «  >■  6  >»  c  voraus,  worin  keine  Beeinträchtigung  der  Allorempin- 
heit  liegt,  weil  es  jederzeit  frei  steht,  die  grösste  der  Halbach^ea 
Sur  «-Achse,  die  mittlere  snr     Achse  and  die  kleinste  sor 
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z- Achse  SU  wShleti.  Wir  schneiden  ferner  das  EUipsoid  dnreh 
eine  Ebene,  deren  HoriBontalspnr  mit  der  ar* Achse  den  Winkel 

ti,  eiTisclili.^sst  und  deren  Neigungswinkel  gegen  die  xy-'Ehene  ♦ 
heissen  inoge.  Der  Durchschnitt  dieser  Ebene  mit  der  .r  -  Achae 
sei  der  Anfangspunkt  eines  neuen  Coordinatensystems  und  seine 
Entfernung  vom  Mittelpunkte  des  Ellipsoides  >  k-  die  Hori/ontal- 
spnr  der  Ebene  nehmen  wir  «nr  Achse  der  x  und  senkrecht  dar- 
auf die  Achse  der  y'  in  der  Ebene  selbst.  Die  Gleldiung  des 
Durchschnittes  heider  Flftchen  ergiebt  sich  nun  ans  Nr.  1)  durch 
Substitution  der  Werihe  (g.  28,  Nr.  8) 

a:  s=  *  +  CO*  ^  —  y' f«tt  1C  0 
y=  x'  sin^\>  -\-  y  cos  coi  ^ 
z  =:  y  sin  & 

und  zwar  ist  das  Resultat  von  der  Form 

7)     A  'x*  +  B  'y'  +  2  C'xy  +  2  /)  '.r'  +  2  E'y  -f  ^'  0, 
worin  A\  B\  C\  auf  die  es  nur  ankommt,  folgende  Werthe  haben 

^a*— ftl"^  cos  xp  sin  ^  ciis^ 

Die  Gleichung  7)  repräsentirt  einen  Kreis,  wenn  die  Bedingungen 
r*  nr^  0  und  A'  =^  B'  gleichzeitig  erfüllt  sindj  die  erste  giebt  ent- 
weder 

cos'»"0  oder  «*rt^  =  0  oder  cos  «^^Oj 
die  aweite  Bedingung 

liefert  im  Falle  co$^-^^  für  eosi^  den  (wegen  unmög- 
lichen Werth   

der  aweite  Fall  sin    ^  0  führt  au  dem  Ausdrucke 


sin  &  = 


welcher  gleichfalls  imaginär  ist;  für  coa  =  0  endlich  erhält  man 
ans  Nr,  8)    ^  
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Der  reeliter  Htod  0t«h6B(le  Anscliiiek  ist  reell  nnd  jedeneit  <  I, 
weil  er  als  P^ednet  s#eier  Hebten  Brtfelie  dargestellt  verdeft 

konnte.  Die  Formel  9)  giebt  für  d-  zwei  verschiedene  Werthe,  6B 
existiren  dahor  irn  Allgemeinen  zwei  verschiedene  Systeme  pa- 
ralleler Ebenen,  welche  das  Eliipsoid  in  Krpisr  u  schneiden  j  wegen 
0^  =  9(y*  stehen  alle  derartigen  Ebenen  senkrecht  auf  der  arz- Ebene, 
d.  h.  auf  der  Ebene  der  grössten  und  kleinsten  Achse ,  ihre  Glei- 
drangen  (oder  atich  die  ihrer  o; 2: -Sparen)  haben  die  gemeinsehaft- 
liehe  Form 

d.  b.  snfolge  des  Wertbes  von  tan  ^ 

oder   

10)  .  a?  +  a  j/b*^<^  .zi^eky^^  —  öK 

Die  Schnitte  sind  reell,  -so  lange 

J         {a*  (««  — c»)  —  («»  — Ä*} 
podtlT  ist,  d.  h.  so  lauge 

bleibt^  sie  werden  für 

*^ — 

2a  Punkten,  deren  Coordinateu  sind; 


0,  ±- 


c  yt^ 


st 


wobei  alle  Oombinationen  der  Yoraeicben  gelten ;  endlicb  hfiren 
die  Kreisschmtte  anf,  zu  existiren,  wenn  Ä"  die  angegebene  öriJsse 

überschreitet.  Die  vier  erwiilinten  Punkte,  welche  als  Kreise  mit 
annullirten  Halbmessern  zu  betracliten  sind,  pliegt  man  die  vier 
Kreisp  unkte  des  EUipsoides  zu  nennen. 

Diese  Ergebnisse  sind  übrigens  leicht  graphisch  darzustellen, 
wenn  man  dieFIttche  auf  zwei  den  Coordinatenebenen  xy  und  a:« 
parallele  Ebeneii  projiiiirt;  in  der  Horiiontalprojection  bat  nlaii 
die  beiden  Halbaebsen  0'^'=3a,  0*B'  =^b^  in  der  Verticalpio- 
jection  die  Halbaebsen  0"Ä"  a,  0"C"  =  c;  beschreibt  man  sns 
0"  mit  b  als  Halbmesser  einen  Kreis,  welcher  die  TertiealeBilMS 
n.  A.  in  D  schneidet,  so  ist 

sm  A'0"D  — 
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Fig.  34. 


mithin  &  entweder  =^  L  A"0"D 
oder  gleich  dessen  Nebenwinkel 
A"0"E,  AU«  auf  der  Ebene 
der  Verticalprojection  (Bildebene) 
senkrechten  und  zu  0" D  oder 
0" E  parallelen  Ebenen  schnei- 
den das  Ellipsoid  in  Kreisen  (drei 
derselben  sind  in  der  Figur  an- 
gegeben nnd  erselieinen  in  der 
Horisontalprojection  als  Ellip- 
sen) ;  die  Halbmesser  der  Kreise 
werden  nm  so  kleiner,  je  weiter 
sich  die  Schnitte  vom  Mittelpunkte 
der  Fläche  entfernen ,  und  gehen 
zuletzt  in  Null  über.  Die  Mittel- 
punkte aller  erwähnten  Kreise 
liegen  auf  denjenigen  Durchmes- 
sern der  Verticalcllipse,  welche 
entweder  cur  dehnenrichtung  OD  oder  zur  Riehtung  OE  gebäreii, 
die  Endpunkte  der  Durchmesser  sind  die  Tier  Kreispunkte  de^ 
Fläcbe  und  in  der  Figur  durch  Asterisken  beEeiclmet 

Wir  betrachten  endlich  den  Fall ,  wo  die  Ebene  nur  einen 
Punkt  mit  der  Fläche  gemein  hat,  d.  h.  letztere  iu  diesem  Punkte 
berührt,  niul  lösen  die  hieran  sich  knüpfende  Aufgabe,  ,  durch 
einen  gegebenen  Punkt  xyz  des  Ellipsoides  eine  Tangentialebene 
an  letzteres  zu  legend  Nennen  wir 

die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene,  so-mtlssen  nach  dem  Vorigen 

die  Bedingungen 

Aa*  Bh^ 


M  * 

M  * 

 — 1  f- 

D 


D  '         "       D  ' 
erfüllt  sein;  aus  den  letzten  Gleichungen  folgen  die  Werthe 


A         "*3~  f 


Dz 

-  ■ 


welche  der  ersten  Bedingung  genügen,  weil  der  Punkt  xyz^  ver- 
möge der  gemachten  Voraussetzung ,  auf  der  Flache  lieo:t.  Nach 
Substitution  der  Werthe  von  A^  B^  C  erhalten  wir  aus  Na.  Ii) 
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ab  Gleichung  der  Berttfarangsebene  aiu  Punkte  xyz-y  ihre  Spuren 

schneiden  von  den  Qoordinatenachsen  die  Strecken  — ,    — ,  - 

X     y  z 

ab  und  sind  hicrnacli  sehr  leicht  zu  construiren. 

Eine  auf  der  Bertihrungäebene  im  Bertthmngspankte  er* 
richtete  Senkrechte  hat  die  Gleichungen 

wemit  die  dnrcli  den  Punkt  xyz  gehende  Normale  der  Flieke 
bestimmt  ist. 

§.  38. 

Das  ein&ehe  Hyperboloid. 

Setat  mau  in  der  Gleichung  der  zweiten  centralen  i^läche 

1^  ^ 

der  Reihe  nach  2si=0,yssO,irssO,so  erhült  man  als  Gleichan- 
gen  der  Sporen  oder  Hanptschnitte : 

demgemäss  ist  der  Hauptschnitt  mit  der  o-y- Ebene  eine  aus  dea 
Urtlbaelisen  a  und  b  gebildete  Ellipse,  dir  sogenannte  Kehl- 
ellijjse,  der  a:r- Schnitt  ist  eine  Hyperbol,  welche  a  zur  Haupt- 
und  r  zur  Nebenhalbacbse  hat,  der  yr- Schnitt  ist  gleichfalls  eine 
Hyperbel  mit  der  Haupthalbachse  b  und  der  Nebenhalbachse  r. 
Für  eine  in  der  Höhe  h  parallel  zur  Ebene  gelegte  Ebene  hat 
z  den  Constanten  Werth  z  s=  A  und  es  ist  folglich  die  Oleiehnng 
ihres  Schnittes  mit  der  Fl&che 

oder 

der  Schnitt  ist  folglich  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 


•^V'-h/r   uud  -}/(^-j-h*. 
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Letztere  erhalten  für  A  =s  0  ihre  kleinsten  Werthe  und  wachsen 
mit  h  gleichzeitig  ins  Unendliche.  Demzufolge  kann  man  sich 
die  Flitche  dnrch  die  Peripherie  einer  verKnderliehen  Ellipse  er- 
zengt denken,  wenn  letztere  parallel  zur  .^y- Ebrtu»  vorschobeii 
M'ird  und  ihre  Scheitel  auf  zwei  festcu  llyperbeln  tortruckei»,  de- 
ren eine  in  der  xz- Ebene  aus  den  .  p.  ^ 
Halbachsen  OA~CD  =  a,  OC^ 
AD=iCf  und  deren  andere  in  der  r  q 
y2-£hene  aus  den  Halbachsen  0B= 
CE=b^  OC=BE=c  construirt  \ 
ist,  wobei  c  für  beide  Hyperbeln  als          \  \  ^>  : 


Kebenhalbachse  dienjt.   Die  Linien  )0k£ 

by  c  nennt  man  die  Halbachsen  / 
der  Fläche  und  letztere  ein  drei- 
achbigeö  Hyperboloid.  Für 
verwandelt  sich  dasselbe  in  das 
einfache  Rotationshyperboloid,  für 
a'^b  und  c=  oc  geht  es  in  denselben  elliptischen  Cylinder  Über 
wie  unter  gleichen  Umständen  das  dreiachsige  EUipsoid.  Endlich 
Ist  noch  die  Verftndening  zu  erwähnen ,  welche  die  Fläche  in  dem 
Falle  erleidet,  wo  die  Asymptotenwinkel  AOJ>  t=  a  und  BOD  =  ß 
constant  bleiben  aber  die  Halbachsen  bis  zu  Null  vermindert  wer- 
den j  giebt  man  der  Gleichung  1;  für  diesen  Zweck  die  Form 

tan^  a  +    tan*  /3 '  —  2*  = 

und  lässt  nachher  c  in  Null  übergehen,  so  bleibt 

a  +  fy*  frt;<*  |3 '  —    ==  0 

als  Gleichung  der  resultirenden  Fläche;  diese  ist  ein  elliptischer 
Kej^rel,  wie  schon  in  36,  I.  bemerkt  wurde.  l>ie  Gleichung  des- 
selben kann  auch  in  der  Form 

dargestellt  werden  und  ftlhrt  zu  einer  nahen  Beziehung  beider 

1  l  iehen.  Der  in  der  Höhe  z  =  Ä  parallel  zur  a:;^ -Ebene  gelegte 
(Querschnitt  des  Kegels  ist  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

^nnd^,  mithm  sind  die  Differenzen  zwischen  den  Halbachsen 

e  c 

der  durch  das  Hyperboloid  und  durch  den  Kegel  iu  gleicher  Höhe 
gelegten  Schnitte 

Anml.  Geom.  II.  11 
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b    ,   h  hc 

für  unendliche  wnclisemlo  h  haben  beide  Differenzen  die  Null  zur 
Grenze  d.  h.  je  entfernter  von  der  ary- Ebene  eine  Parallelebene 
zu  Si  l  gfle«;!  wird,  destoweniger  differiren  die  (^>uerHehnitte  der 
beiden  Flächen  von  einander.  Znfol^e  dieser  Jiigenschaft  heisst 
die  durch  Nr.  2)  charnkfei isirte  Fläche  der  Asymptotenkegel 
des  einfachen  Hyperboloides. 

Eine  beliebige  Ebene ,  deren  Gleichung 

3}  Ait^By-^-Cz^L 
sein  möge,  sebneidet  das  Hyperboloid  in  einer  Linie  zweiten  Gra- 
des, ftlr  welebe  die  Gleicbnng  der  Uorisontalprojection  dnrcb  Eli- 
mination von  t  gefVinden  wird ;  sie  hat  die  Form 

4)  A,x^-\-B^\f-\-'H:^xy-^lD^X'\'lE^y-\'F^^^ 
und  zwur  i.st 

Hieraus  ergeben  sieb  die  Werihe 

^«  --^«^1- — — 

fi/  +    A«+  {C*-^A,  B,)  F,  —  2C,  D,  E, 

a*  6«  6«  ' 

mittelst  deren  Vorzeichen  bekanntlich  die  Natnr  der  betreffenden 
Liniez  weiten  Grades  beurtheilt  werden  kann.  Dabei  sind  folgende 
Fälle  zu  unterscheiden. 

Ist  C|*  —  Ai  Bf  negativ  also 

so  wird     positiv*)  und  dasselbe  gilt  von  dem  Ausdrucke 

^  s=  —  ^««  —  5»6»+CV  +  2^5 
die  Gleicbnng  4)  bedeutet  in  diesem  Falle  eine  Ellipse,  deren 
Mittelpunkt  durch  die  Coordinaten 


*)  Diese  Bemerkiuig  Ist  desswegen  nicht  fiberflilflsig,  weil  dasswette 
Vnterscheidimgsseicheii  fUr  die  Kegelschnitte  ein  positives  At  vorawsctst. 


Digitized  by  Gov.*v.i^ 


bestimmt  wird. 

Im  sweiten  Falle  Cg*  —  ÄtB,=siO  oder 

ist  Ji  wiedenim  positiv  and  die  Gleiobung  4)  reprftsentirt  eine  Pa- 
rabel, wenigstens  so  lange,  als  J  nicbt  verschwindet  d.  h.  D  ^  0 
ist;  für  D=:0  degenerirt  die  Parabel  sn  zwei  parallelen  Geraden, 

deren  Gleicliungen  unmittelbar  angegeben  werden  können.  Die 
Gleichung  4)  lautet  nänüicli  für  /)  =  0 

.V«     "^-^     feM  y'-t— 

d.  i.  wegen  der  vorher  erwähnten  Bedingung 

B'h^  ,,^a^,  ^AB 


oder 


iPb        An  y 


woraus 


l.st  eulilich  drittens  T,*  —  ^,  ^,  positiv  also 

so  bedeutet  die  Gleichung  4)  im  Allgemeinen  eine  Hyperbel,  deren 
Mittelpunkt  die  Coordinaten 

ADi^  BPh* 

besitat.    Für  reducirt  sieb  dieselbe  auf  ihre  Asjmptoten, 

denn  wenn  man  in  Nr.  4)  die  fitr  diesen  Fall  gültigen  Werthe 

^1—— ^T^— »       ^«-^  '       ^«  ? 

einsetzt,  so  erhält  man 

oder  für 
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diese  Gleichung  repTftBeniirt,  wie  ihre  Redaction  auf  jC|  zeigt, 
svei  Gerade ,  welche  den  dnrch  die  Coerdinaten 

-F    '^'^^  T 
bestiuimton  Punkt  gemein  haben.    Diese  Ergebnisse  sind  leicht 

auf  den  Schnitt  selber  zu  übertrngon  und  sehr  gut  in  Worte  zu 
fassen,  wenn  man  den  geometrihchen  Sinn  der  Untersclieidiing 

jfii^-^S^b^^C^c*  berücksichtigt    Legt  man  nämlich  durch  den 

Coordtnatenanfang  parallel  snr  Schnittebene  die  Hilfsebene: 

so  kann  letztere  gegen  den  Asymptotenkegel  drei  verschiedene 
Lagen  einnolunen ;  sie  hat  mit  demselben  entweder  nur  den  Ke- 
gelraittelpunkt  ;;emein,  oder  sie  borübrt  ibn,  oder  sie  schnei- 
det ihn  in  zwei  Geraden,  und  diese  drei  Fälle  sind  es,  welche 
nach  §.  30  den  oben  gemachten  Unterscheidungen  entsprechen. 
Hiernach  lässt  sich  das  Gesammtresnltat  der  Untersnehnng  aaf  fol- 
gende Weise  zusammenstellen :  Um  die  Natur  des  Schnittes  su 
benrtheilen,  den  eine  beliebige  durch  die  Gleichung  S)  ausge- 
drückte Ebene  mit  dem  einfachen  Hyperboloid  bildet,  lege  nuui 
durch  den  Mittelpunkt  der  Fliehe  parallel  zu  dieser  Ebene  eine 
Hilfsebene;  wenn  letztere  mit  dem  Asyuiptotenkegel  nur  Jen  Mit- 
telpunkt gemein  hat,  so  ist  der  entstandene  Schnitt  eine  Ellipse, 
deren  Mittelpunkt  durch  die  Coordiuaten 

_  ADi^    ^^fe'  __  CDi^ 

^'  D*  —  I^^J 

bestimmt  wird;  wenn  aweitens  die  Hilfsebene  den  Asymptotenke- 
gel  berttlirt,  so  ist  der  Schnitt  eine  Parabel,  welche  in  demspe- 
eiellen  Falle,  wo  die  Hilfsebene  mit  der  ursprünglichen  Ebene 
identisch  wird,  zu  einem  System  von  zwei  parallelen  Geraden  de* 
generirt;  schneidet  t  lulUeli  die  llilfsebene  den  Asymptotenkegel 
in  zwei  Geraden,  so  ist  der  Schnitt  der  ersten  Ebene  mit  der 
Fläche  eine  Hyperbel ,  deren  Mittelpunktscoordinaten 

sind;  dieser  Punkt  liegt  ausserhalb  des  von  der  Fläche  umschlos- 
senen Raumes  wenn 


fö)'- (5)' 


>1 
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d.  h.  wenn  ^  positiv  ist,  er  liegt  innerhalb  debselben  bei  negativen 
f  iidlid!  für  /f-    0  beäudet  er  sieh  aiü  der  Tlache  ßelbst,  beme 
Coordiiiateu  sind  dann 

Aa*  ßb*  _  6V 

imd  die  Hj^erbel  wird  in  diesem  Falle  su  swei  durch  diesen  Punkjt 
j^en^eni  Geraden. 

Volk  den  hiermit  erschöpften  möglichen  Lagen  einer  Ebene 
gegen  das  einliftche  Hyperboloid  wollen  wir  ^einige  noch  etwas  spe- 
cieller  betrachten. 

'  Zunächst  mag  untersucht  werden,  Ob  der  elliptische  Schnitt 
der  Fl;u  he  zu  einem  Kreise  werden  kann.  Denken  wir  uns  die 
Lage  der  schneidenden  Ebene  durch  den  AbKrlmitt  Ä  ,  welchen  sie 
anf  der  y  -  Achse  bildet ,  durch  ihren  Neijrniii^hw  iuki  l  ^  sfeijen  die 
«y- Ebene  und  durch  den  Winkel  bestimnil,  welch«  n  ihre  ll  ni- 
^^talspnr  mit  der  .r  -  Achse  einschliesst,  so  haben  wir  zur  Trans- 
^malion  der  Coordinaten  die  Formeln 

X  =      X  cos  ^  —  y  9in  ^  cos  4k 
y  z=  k  +  jp'  stft  ^  +  yeo$  ipcos9^ 
'  ■     '  '         z=  y  9in9, 

nhd  zwar  ist  der  Dnrdischnitt  der  Ebene  mit  der  y -Achse  der  An- 
fang des  neuen  rechtwinkligen  Coordinatensystemes  der  arVi  •O" 
wie  di»  ll'.rizontalspur  der  Ebene  dessen  .r- Achse.  Nach  Snb- 
stitiitioii  der  olii^^en  Ausdrucke  erhalten  wir  aus  Nr.  l)  als  Glei- 
chung des  Schnittes 

l*awar  ist  darin 


,i,V^i.i    .  «   -         ,  («* — 4t*)  sin  tlf  cos  ^  eos  & 

J'i  i'xjE^et^  Schnitt  wird  einem  Kreise  wenn  A*  B'  und  zu- 
^d^h^W^iat.  Die  letatere  Bedingung  giebt  entweder  «1=90^, 
oder  1^;  =90",  oder  ^  =  0^.   Setaen  wir  rorans,  ds«s  a>ft  sei^ 

^^  (Uuch  die  Allgemeinheit  insofern  nicht  beeinträchtigt  wird ,  als 

t  s  tK^isteht,  die  x  - Achse  durch  die  grössere  der  beiden  Halbach- 
1^  «und  b  au  legen,  m  erhalten  wir  uu^  der  ersten  Bedingung 


cos*  ^)     sin*    _  j  ,  cos*y\         _  s'm^Q^ 
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4>(»wohl  für  1^  —90"  als  für  90*  uumögliche  Kebultatej  dage- 
gen giebt  dio  bup^obiiiou  r^f  ~  (f 

Der  reehtor  Hand  stehende  Ausdruck  ist  immer  reell  und  ein 
Produkt  zweier  ftckten  Brüche  mithin  <  I ;  daraus  f  olgt ,  dass  ein 
Krcissclmitt  der  Fläche  bei  zwei  verschiedenen  X e ig un<;s winkeln, 
nämlich  i>  und  180"  —  {>,  möglich  ist.  Die  Ebenen  aller  derarti- 
gen »Schnitte  sind  jmrallel  und  stehen  wegen  ip  =;=  0°  senkrecht  auf 
der  ^2-Ehene;  mit  Rücksicht  auf  die  in  30  (S.  117)  erhaltenen 
Kesultate  kann  man  überhaupt  den  bemerkenswerthen  Satz  aus- 
sprechen ,  dass  alle  Ebenen ,  welche  den  Asjmptotenkegel  in  Krei- 
sen schneiden,  auch  mit  dem  einfachen  Hyperboloid  kreisförmige 
Schnitte  bilden.  Die  Gleichungen  dieser  Ebenen  (oder  auch  die 
ihrer  y^-Spiiren)  haben  die  gemeinschaftliche  Form 

«=  (y — Ar)  tan^ 
d.  1.  infolge  des  Werthes  Yon  im  0 

7)  c  y'a^*  {y  -  -  Ä)  +  h  //V-f^«.  ;  0. 

Die  Mittelpunkte  der  Kreisschuittc  liegen  auf  zwei  Durchmes- 
sern der  aus  den  Halbachsen  b  und  c  construirten  Hyperbel, 
diese  Durchmesser  schneiden  aber  die  Curve  nicht;  das  einfache 
Hyperboloid  besitzt  demnach  keine  Kreispnnkte.  Man  kann  diese 
Verhältnisse  ebenso  leicht  wie  bei  dem  Ellipsoid  graphisch  sur 
Anschauung  bringen,  wenn  man  die  Fläche  auf  zwei  Ebenen  pro- 
jicirt,  von  die  eine  der  «y- Ebene  und  die  andere  der  y 2- Ebene 
parallel  ist. 

Aus  dem  Früheren  ergab  sich,  dass  ein  einfaches  Hyperbo- 
loid von  einer  Ebene  in  geraden  Linien  geschnitten  werden  kann, 
oder,  was  Dasselbe  ist,  dass  sich  auf  der  Fläche  gerade  Linien 
ziehen  lassen  ;  diese  Eigenschaft ,  welche  das  Hyperboloid  mit  dem 
Kegel  und  Cylindcr  gemein  hat,  wollen  wir  direkt  betrachten,  in- 
dem wir  die  Bedingungen  aufsuchen ,  unter  welchen  eine  durch 
die  Gleichungen  ihrer  beiden  Verticalprojectionen 

bestimmte  Gerade  auf  der  Fläche  liegt.  Piess  wiirde  nun  der 
Fall  sein,  wenn  alle  den  vorstehenden  Gleichungen  genügenden 
x^y^z  ausserdem  noSh  die  Gleichung  der  Fläche 
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befriedigen;  nach  Sulwtitiition  der  Werthe  Yon  t  wird  mm 

der  letsteren  Gleielmng, 

und  diese  kann  für  alle  z  uur  dann  bestehen,  wenn  folgende  Be- 
dingungen erfüllt  sind 

Mu  .  Nv     ^        M*  ,  N*  I 

Von  diesen  Gleichangen  sagt  dic'  oi-nIo,  dass  die  Korizontal- 
epnr  der  verlangten  Oeraden  auf  der  Uonzoutalspur  der  ±^läche 
liegen  mnss,  was  geometrisch  unmittelbar  ▼orausgesehen  werden 
konnte;  denken  wir  uns  diese  Bedingung  dadurch  befriedigt,  dass 
wir  den  Punkt  up  willkührlich  auf  der  Keblellipse  wählen»  so 
enüialteo  die  ttbrigen  »wei  Gleichungen  die  beiden  Unbekannten 
M  und  Aj  ab  deren  VVcrthe  finden  wir 

-«=  +  T— ^  .  —  +  r— , 


JV=  +  =  +  — » 


a»  ^ 


wobei  sieh  die  Vorzeichen  auf  einander  beziehen.  Vermöge  der 
Bealitllt  yon      .Y,  n ,  o  haben  wir  nun  zwei  Systeme  von  geraden 

Linien  anf  dem  Hyperboloid ;  für  irgend  eine  Gerade  des  ersten 

^ytitcmeis  gelten  die  Gleiciiuiigen 

bc  (IC 
und  für  jede  Gi^rade  des  anderen  öystemeb  : 

'  }fc.  ac 

Legen  wir  eine  Gerade  des  aweiten  Systemes  durch  einen  an- 
deren Punkt  fittTi  der  Kehlellipse,  so  ist  ftlr  sie 

ü  Vi  b  U , 

aus  der  eveten  Gleichung  von  9)  und  der  ersten  Gleichung  in  1 1 )  folgt 

bc    u — «, 

a     2J  4-  i'/ 
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ans  der  Eweiten  Gleichung  in  9)  verbanden  mit  der  «weiten  Glei- 
chung in  II) 

Da  beide  Punkte  up  und  u^v^  auf  der  Kehlellipse  liegen,  so  ist 
gleichzeitig 

mithin  durch  »SuKtiactiou  und  Zerlegung  der  Quadratdifterensen 
giebt  man  dieser  Gleichung  die  Form 


6 
a 


u 


(I  V 


8o  erkennt  man  die  Identität  der  vorigen  beiden  Werthe  von  t\ 
geometrisch  heisst  diess :  jede  Gerade  des  einen  Bystemes  sehnm« 

det  alle  (Geraden  des  zweiten  Systemen.  Der  J  )urch.schuitt  kaun 
ebenso wolil  auf  der  unteren  als  auf  der  oberen  Hälfte  der  Fläche 
statt  finden;  der  erste  Fall  tritt  bei  negativen  :  ein,  d.  i.  wenn 


K  +  Mj  und  V  —  r,  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  der  zweite 
Fall,  wennt/  +  U|  und  ü  —  gleiche  Vorzeichen  besitzen.  Der 
üebergang  von  der  einen  Lage  des  Durchschnittes  zur  anderen 
ist  an  den  beiden  Stellen  sr=ri^  Vi-=iV  und  =  —  ,  Pi= — v\ 
bei  der  ersten  liegt  der  Durchschnitt  auf  der  KehlelHpse,  bei  der 
zweiten  im  Unendlichen,  weil  dann  die  Geraden  9)  nnd  11)  paral* 


Fig.  36. 


lel  werden.  In  der  Figur  ist  der 
Punkt  UV  mit      der  ihm  diametral 

gegenüberliegende  mit  TV  bezeich- 
net; M  1\  und  N sind  ilic  durch 
die  Punkte  M  und  iV  gehenden  («e- 
radeu  des  ersten,  ilfi*,,  iVOg  die  des 
zweiten  Systemes.  Die  Gerade  Ml\ 
schneidet  auf  der  unteren  Hälfte  der 
Fläche  alle  Geraden  des  sweiten 
Systemes,  deren  Horizontalspnren 
links  awischen  M  und  If  liegen,  auf 
der  oberen  Hälfte  der  Fläche  alle 
Geraden  des  zweiten  Systemes,  de- 
ren Horizoutalsparen  rechtö  zwi- 
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sehen  M  und  iV  liegen  j   endlich  iüt  MP^  jj  NQ^  und  ebenso 

MPJ/NO,, 

Aus  den  Gleichungen  9)  erhall  mau  noch  durch  Elimination 

TOD  Z 


II  ,      tß  H*   .  V 


mid  ebenso  ans  Nr«  Ii) 

d.  h.  geometrisch :  die  Horizoutalprojec-  Fig.  37. 

tionen  aller  auf  der  Fläche  liegenden  Ge> 
raden  berühren  die  Kehlellipse.  Dies 
giebt  ein  einfaches  Mittel  znr  Consirnk- 
tion  der  beiden  durch  einen  gegebenen 
Punkt  P  der  Flüche  gehenden  Geraden ; 
von  derHorizontalprojectionP*  deaPniik- 
tes  ans  legt  man  nämlich  an  <lit^  Kclih'l- 
lipse  zwei  Taugciiten,  dor«n  Beriila  unj^b- 
punkte  S'  und  T'  heisseii  mögen;  die  Ge- 
raden PS'  und  PT'  sind  dann  die  verlangten  Linien. 

Legt  man  durch  irgend  eine  Gerade  des  einen  und  durch  eine 
sie  schneidende  Gerade  des  anderen  Systemes  eine  Ebene ,  so  er* 
hlllt  man  eine  von  den  Ebenen,  welche  die  Fläche  in  zwei  Gera- 
den scbneiden ,  fttr  die  Coefficienten  ihrer  Gleichung 

12)  Ax+  By+Cz-^J) 
gilt  dann  die  Kigcuächalt 

1 3)  .4" «» -I-  5«  6*  —        '^r,  Jß* 

und  die  roordinaten  des  Punktes,  welcher  hIs  Dnrclischnitt  der 
beiden  Geraden  sowohl  der  Ebene  als  der  Fläche  angehört,  sind 
.  wie  früher 

Aa* 

Wir  legen  weiter  in  der  Höhe  2  =  ^parallel  zur  xy- 

Ebene  eine  neue  Ebene;  sie  schneidet  das  Hyperboloid  in  einer 

Ellipse,  deren  Gloicliung 

ist,  wofttr  wir  schreiben 
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die  nümlielie  Ebene  schneidet  ferner  die  durch  12)  dargestellte 
Ebene  in  einer  Geraden,  deren  Gleichung  ist 

wofür  wir  bchreibeu 

15)  A^x-^JS^y^l, 

Vermöge  dieser  Werthe  ergiebt  sich 

woraus  felgt,  dass  die  Gerade  16)  die  Ellipse  Ii)  berührt  Auf 
ähnliche  Weise  kann  man  eine  noch  allgemeinere  Eigenschaft  der 
Ebene  13)  entdecken;  Iv^t  man  nSmIieh  durch  den  vorhin  genann> 

teil  l'iiiikt  irgend  einen  Schnitt  s  der  Fläche ,  dessen  Kbene  von 
selbst  die  Ehnne  J*2|  in  einer  Geraden  (j  .sclineidet,  so  ist  letztere 
jedesmal  Tan-^ente  an  *\  Dcin^eniabs  muss  die  betrachtete  Ebene 
als  lubegritl"  aller  lurch  den  genannten  Punkt  gehenden  Tangen- 
ten der  Fläche  d.h.  als  die  II  erührungse  bene  in  diesem  Punkte 
angesehen  werden,  wie  sich  später  noch  auf  anderem  Wege  eige- 
ben  wird. 

Daran  knüpft  sich  die  Bestimmung  der  Bertthrungscbene  fär 
einen  gegebenen  Punkt  xpz  der  Fläche.  Beseichnen  wir  die  Glei- 
chung der  verlangten  Ebene  mit 

so  mttssen  dem  Vorigen  zufolfrc^  die  Ik'dingungen 
und 

.in^  Bh^  Cc* 

erfüllt  sein.  Aus  den  letzten  Gleichungen  ergeben  sich  die  Werthe 
von  Ay  /?,  6',  sie  genügen  der  ersten  Gleichung  und  daher  ist 

die  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  wyz. 
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Hiernii>)  toi^^eu  noch  die  lilciciiuugeii  der  Nuimaleu  iu  diei>6m 
Paukte;  sie  aiud 

oder,  auf  die  beiden  Verticalebenen  belogen, 
,7)     5  ({;_»). 

§.  39. 

Bas  getheilte  Hyperboloid. 
Die  Gleicbuug  der  dritteu  ceutralcu  llücliu  war 

seist  man  der  Beihe  nach  2  =  0,  y  =  0,  «  =  0,  so  ergeben  sich 
als  Gleichungen  der  Spuren  oder  Hauptschtiitte  der  Fläche 

tlie  erste  dicker  CUeichiiugeu  cluuakterisirt  kciiio  rcollc  Curve,  die 
Fläche  hat  denmacli  mit  der  .r>/- Ebene  keinen  1  unkt  j^etnoiii;  dio 
beiden  anderen  Gleichunj^en  geliören  zu  Hyperbeln  und  zwar  be- 
sitzt der  xz  -  Schnitt  die  llauptlialbachsc  c  und  die  Nebenhalbachse 
a,  der  t/z -Schnitt  die  nämliche  Haupthalbacbse  und  die  Neben* 
halbachse  6.  Für  eine  in  der  Entfernung  h  parallel  zur  xy-  Ebene 
gelegte  Schnittebene  Ut  z=^h  mithin  die  Gleichung  des  Schnittes 

oder 

(l/*CZ?)+(^/Ä.— 

folglich  der  Schnitt  im  Allgemeinen  eine  Ellipse  mit  den  Halb- 
achsen 


Letztere  sind  so  lange  imaginür  als  A*  <c*,  d.  h.  A  zwischen 
—  c  tind  +r  enthalten* ist,  alle  zu  solchfin  h  gehörenden  Ebenen 

öchneiilen  niidiin  die  Flache  nicht;  lür /t*=  c*  besteht  jene  Hllipsc 
aus  einem  blossen  Punkte,  die  Ebenen,  für  welche  oder 
z  —  —  /*,  beruhieu  daher  die  Fläche;  ist  aber  Ä'  >  c*,  so  werden 
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die  Achseu  der  Ellipse  reell  und  wachsen  mit  h  gleichzeitig  ius 
Unendliche.  Demzufolge  kam»  man  .sich  die  Fläche  durch  die  Pe- 
ripherie einer  veräudcrüchou  Ellipse  erzeugt  denken ,  wenn  letz- 
tere parallel  aar       Ebene  yeraeliobeii  wird  und  ihre  Scheitel  auf 

swei  feBten  Hyperbeln  fortrücken,  deren 
eine  in  der  x«- Ebene  aus  den  Halbach- 
sen 0C=<?,  0^=  CD  ==0,  nnd  deren 
andere  in  der  y«- Ebene  aus  den  Halb- 
achsen OC=^c,  OB^CE—h  coiistrnirt 
ist ,  wobei  c  für  beide  Hyperbeln  als 
Haupthalbachse  dient.  Die  Jjinien  a, 
b  y  c  nennt  man  die  Halbachsen  der 
Fl&che  und  letztere  ein  dreiachsiges 
getheiltes  Hyperboloid.  Türb^u 
verwandelt  sich  dasselbe  in  das  getheilte 
RotatioDshyperboloid ,  ftir  a>  b  nnd 
cr=:or:  wird  es  ZU  einem  elliptischen  Cy- 
liuder.  Ertheilt  man  der  Gleichung:  l) 
durch  Einfühlung  der  Anymptotenwinkel 
COD^a  und  COE~ß  die  i  orm 
cot*  ft  +  CO/ » /5  —  =  —  6« 
nnd  lässt  nachher,  ohne  Aenderang  von  a  und  cm  Noll  über- 
gehen ,  so  ergiebt  sich 

X*  rot*  o  -f-  ^  cot*  ß  —    =  0; 
das  Hyberboloid  degenerirt  danii  zu  einer  elliptischen  Kegelfläche, 
Die  Gleichung  derselben  kann  auch  in  der  Form 


2) 


1.«         r»  • 


dargestellt  werden  ,  aus  welclier  durcli  t'aüt  wörtlich  dieselben 
Schlüsse  wie  in  §.  38  folgt ,   dass  dieser  elliptische  Kegel  der 
Asy mp  t  o t  e  n k  e  g  e  1  des  getheilten  Hyperboloides  ist. 
Eine  beliebige  Ebene,  deren  Gleichung 

3)  Ax+Btj  +  Cz^D 

sein  möge,  schneidet  die  Flache  in  einer  Linie  zweiten  Grades, 
für  deren  Horizontalprojection  folgende  Gleichung  gilt 

worin 
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Hieraus  ergeben  mch  die  Wertbe 

^1  iS^i'  +         +  f '^i*— /f,      /'i  —  2 C,  i>, 

 a«6«c*  ^  ' 

mittelst  deren  Vorzeichen  15'^  Natur  des  Schnittes  beurtheilt  wer- 
den Icann.    Dabei  sind  folgende  Fälle  zn  anterscbeiden. 
Wenn  erstens  C|* — -^iBt  negativ  also 

und  mithin     positiv  ist,  so  bedeutet  die  Gleichung  4)  im  Allge 

meinen  eine  Ellipse,  deren  Achsen  ebensowohl  reell,  als  —0, 
als  imaginär  sein  können.  Das  Krste  findet  unter  der  Betlingung 
statt,  dass  Uer  Ausdruck 

einen  positiven  Werth  hat;  die Mittelpunktscoordinaten  der  Schnitt- 
projection  sind  dann 

ADa*         ,  BDb* 
und  — 


F6r  ^  =  0  redncirt  sieh  diese  Ellipse  auf  ihren  Mittelpunkt,  des- 
sen Coordinaten 

D  '  D 
sind;  endlich  ffir  negative  ^  wird  die  Curve  iiiinginiir. 
Im  zweiton  Hauptfallc  6',*  —  J,  ß,=  0  oder 

bedeutet  die  Gleichung  4)  eine  Parabel  so  lange  A  nicht  verschwin- 
det d.  b.  i>  ^  0  ist  Fttr  D  =  0  dagegen  bringt  man  die  Glei- 
chung durch  eine  ähnliche  Transformation  wie  im  vorigen  Para- 

gra^ilicn  auf  die  Form 

welcher  keine  geometrische  Bedeutnutr  zukonunt. 
Im  dritten  Hauptfalle  C*  —  A,     >  0  4)der 
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ibt  dio  lV(»it'ctioii  don  Schnittes  jederzeit  eine  Hjrperbel,  deren 
Mittelpunkt  die  Coordinaten 

besitst.  Diese  Erörterungen  Über  die  Frojection  des  Schnittes  sind 
leiebt  auf  den  letsteren  «a  Übertragen ,  wobei  an  berüeksicbtigen 

ist,  dass  den  .lit  i  llauptfiillen  w4*a«  +  5***  =         hier  dieselbe 

geometrisehe  Bedentnng  wie  im  vorigen  Paragraphen  zukommt. 
Das  Geflammtergebniss  lantet  dann  folgendermaassen :  Um  die 
Natnr  des  Schnittes  benrtheilen  an  können,  den  eine  beliebige 
dnrch  die  Gleichnng  3)  ausgedrückte  Ebene  mit  dem  getbeilten 
Hyperboloid  bildet,  lege  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche 
parallel  sn  dieser  Ebene  eine  Hilfsebene ;  wenn  letztere  mit  dem 
Asymptotenkegel  nur  den  Mittolpuukt  gemein  bat,  so  ist  der  Schnitt 
im  Allgemeinen  eine  Ellipse,  deren  Mittelpuuktscoordinaten  sind 

5)  J^a*  +  ^«/>»_CV  -f.  i>t. 

die  Achsnn  dioser  EUipse  sind  reell  für  positive  bei  ^  =  Ode- 
generirt  die  Ellipse  zu  einem  Punkte,  dessen  Coordinaten 

  Aa^    Bb*    Cr* 

sind  und  In  welchem  die  Ebene  die  FlSche  berührt,  flür  negatiTe 
J  hat  die  Ebene  keinen  Punkt  mit  dem  Hyperboloid  gemein;  wenn 

zweitens  die  Hilfsebene  den  Asyinj)toteiiki  -  cl  lu  l  ühri ,  so  ist  der 
»Sclniitt  eine  Parabel ,  welche  nur  in  dem  Fallo  />  0  zn  cxistiren 
aul'höit;  schneidet  ondlicli  dio  Hilfseheno  do.ii  Asyrnj)tuttMikegel 
in  zwei  Geraden;  so  ist  der  Schnitt  der  Fläche  jederzeit  eine  Hy- 
perbel, deren  Mittclpunktscoordinaten  dtirch  die  Formeln 

_      ABa*  _       BDb^    CDc* 

bestimmt  werden.  Geradlinige  Schnitte  der  FlSche  sind  nicht 
vorhanden. 

Wir  untersuchen  noch  besonders  die  Möglichkeit  kreisfönnl' 

ger  Schnitte  der  Flache.  Die  Horizontalspur  der  schneidenden 
Ebene  möge  mit  dor  ,t- Achsn  den  Winkel  \\)  bilden,  der  Nci-^iings- 
wiiikol  (l(>r  .SfhnitLeljcne  f^e;:;('ii  die  .ry- Ebene  sei  ^,  endlich  >i  das 
btiick,  welches  sie  von  der  ^- Achse  abschneidet.    Nehmen  wir 
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die  Horizontalspnr  der  Schnittebene  »nr  Achse  der  x'  und  den 
Punkt  I  in  welchem  sie  der  Achse  begegnet,  zum  Anfangspunkte 
eines  nenen  ebenen  rechtwinkligen  Systemes,  so  ergiebt  sich  die 
Gleichung  des  Schnittes  durch  Substitution  der  Werth« 

X  =:      0?'  eos  ^  —  y  sin  ^  cos  ^ 

y  ^k'^'X'  siti         y  cos    cos  ^ 

2=  ff  sin  ^; 

das  Resultat  ist  von  der  Form 

*+  B'y'  +  IC'xy  +  2i>'a:' +  2äY  +  r  =Tr 0 

und  darin 

^  (a*— Z«*)  eos  1^  sin  i/;  cos  ^ 

Diese  Gleichung  repriisentirt  einen  Kreis  für  und  A'^B'. 

Die  erste  Bedingung  giebt  entweder  » 90°  oder     ~  90"  oder 
^  =        Setzen  wir  ft>  b  voraus ,  wodurch  die  Allgemeinheit 
der  Betrachtung  nicht  alterirt  wird,  so  liefert  die  Bedingung 
=  B'  d.  h. 

sowohl  für  4^=90^  als  flir  ^=90* unmu-iiche  Resultate;  dagegen 
findet  sich  iur  i/;  =  0** 

Da  der  Werth  von  n»  ^  jederzeit  reell  und  zugleich  ein  üch- 
ter  Bruch  ist,  so  existiren  zwei  Systeme  von  Kreisschnitten,  de- 
ren Ebenen  auf  der  1^2: -Ebene  senkrecht  stehen  und  entweder  nn* 
ter  dem  Winkel  9'  oder  unter  180^  —  &  gegen  die  a^y- Ebene  ge- 
neigt sind.  Ans  der  Uebereinstimmung  der  Formel  6)  mit  der 
Formel  9)  in  §.  30  ergiebt  sieh  femer,  dass  alle  Ebenen,  welche 
den  Asymptotenkegel  in  Kreisen  und  zugleich  das  Hyperboloid 
schneiden,  auch  mit  letzterer  Fläche  kreistoniiigc  »Schnitte  bilden. 
Die  Gleichuneren  der  Kr<>isschiiit(ebenon  (oder  deren  yz- Spuren) 
haben  die  gemciuschalLlichc  Form 

2  =  (y  — A)  fmi^ 
d*  i.  zufolge  des  Werthes  von  ton  0 

die  Schnitte  sind  reell  so  lange 
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^  ^    /—  />«  (//«  +  r«)  +  (««  —  6*)  Ä«| 
positiv  ist  d.  h.  fttr  alle  der  Ungleichung 

genügenden  Ar;  wenn  dagegen 

*^  ' 

so  degeneriren  die  Kreisschuitte  zu  Punkten,  deren  Coordinaten 
sind 


wobei  alle  Combinationen  der  Vorzeichen  gelten  j  für 

existiren  keine  Kreisschnitte  mehr.  Die  erwähnten  vier  Punkte 
heissen  die  Xreispunkte  des  getheilten  Hyperboloides;  man 
kann  sie  nnd  die  Spuren  der  Kreisschnittehenen  leicht  dadurch 
8Ur  Anschauung  hringen ,  dass  man  die  Fläche  auf  awei  den  Ebe- 
nen xy  und  y  parallele  Ebenen  projicirt. 

Wir  bestimmen  endlich  noch  die  durch  einen  <;t'^  ebenen  Punkt 
xyz  düi  i lache  gehende  licrühruughebene  uud  Normale.  Be- 
zeichnet 

die  Gleichung  der  Tangentialebene,  so  müssen,  dem  J^Vüheren  zu- 
folge, nachstehende  Bedingungen  erfüllt  sein: 

  ^a»  Bb*  __Cc* 

«  ^1  ^~^~D' 

^  =  .4«a«+ ^6^— C"c«+ 2>»= 0; 
aus  den  ersten  drei  Gleichungen  ergeben  sich  die  Werthe  von 
B  ^  C  und  diese  genügen  der  letzten  Gleichuug,  weil  der  Punkt 
X1JZ  auf  der  Fläche  liegt;  demnach  ist 

die  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  xyz.  Daraus  er- 
gehen sich  die  Gleichungen 

als  Gleichungen  der  Kormalen  im  Punkte  xyz. 
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§.36. 

Bat  «niptiidid  Ptraboloid. 

Die  erste  von  den  nichtcentralen  Flächen  zweiten  Grades 
wird  durch  die  Gleichung 

1)  ^'^ 


a  b 


darg(*stellt,  worin  «  und  b  wesentlich  positive  Grössen  bezeichnen. 
Ais  Gleichungen  der  Haaptschnitte  oder  Spuron  der  Fläche  erhal- 
ten  wir  der  Reihe  nach 


X 


36 


der  ersten  Gleichung  genügen  nur  die  Werthe  a;  =  0,  y  =  0,  die 
Fläche  wird  also  Ton  -der  «y- Ebene  nicht  geschnitten,  sondern 

im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  berührt;  die  ;xweite  Gleichung 
bedeutet  eine  l'arabel,  deren  Halbparaiiieter  =  deren  Scheitel 
der  Coordinatenanfang  und  deren  Achse  die  2- Achse  ist,  die  letzte 
Gleichung  charakterisirt  gleichfalls  eine  Parabel  mit  dem  Halbpa- 
rameter b ,  mit  demselben  Scheitel  und  der  nämlichen  Achse.  Für 
einen  in  der  Höhe  z  ~A  parallel  aar  a;y- Ebene  gelegten  Schnitt 
erhält  man  als  Gleichung 

,   

der  Schnitt  ist  bei  positiven  h  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

-^lah  und  j/'i^A, 
für  Ä=:=:  0  wird  dieselbe  zu  einem  Punkte ,  für  negative  h  imaginär« 
Demzufolge  kann  man  sich  die  Fläche  durch  die  Peripherie  einer 
veränderlichen  Ellipse  erzengt  denken  wenn  letztere  parallel  zur 
«y- Ebene  verschoben  wird  und  ihre 
Scheitel  anf  zwei  Parabeln  fortrücken, 
deren  eine  in  der  xz-  Ebene  mit  dem 
Halbparameter  a  und  deren  andere  in 
deryz-Ebene  mit  dem  Ilalbparame- 
ter  h  construirt  ist,  wobei  für  beide 
Parabeln  die  z  -  Achse  als  Achse  und 
der  Coordinatenanfang  als  Scheitel 
^It   Die  Lmien a=  FA  und  b^GB 
heissen  die  Halbparameter  der 
Fläche,  0  ihr  Scheitel  und  die 
Fläche  selbst  em  elliptisches  Pa- 

Anal.  Goom.  II,  I2 
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faboioid.  Für  6  =  a  wird  dasselbe  tu  einem  Rotationsparabo- 
loid ,  für  a  ^  OD  oder  6  =  oe  su  einem  parabolischen  Cylinder. 

Eioe  beliebige  Ebene ,  deren  Oleiehnng 

lieiüseu  möge,  sclineidet  die  Fläche  in  einer  Curve,  von  welcher 
die  Horiaontalprojection  durch  die  Gleichung 

D—Ax^By 
b  C 
bestimmt  ist;  ertheilt  man  letalerer  die  bessere  Form 

«  v^+tJ  t  v^+-^J=  ^5 — ' 

erkennt  mau  iu  der  Curve  eine  KUi^ise  jnit  den  llalltaclisen 

C  '  C  ' 

Hierbei  anterscheiden  wir  die  swei  Hauptialle ,  ob  C  von  Null  ver- 
schieden oder  =  0  ist.  Im  ersten  Falle  sind  die  Halbachsen  reell 
nnd  endlich  so  lange  der  Ausdruck 

3)  ^r=^it-f-5«6-f  «CD 

positiv  ld*'il)t ,  die  Coordiuateu  des  Mittelpunktes  der  Schnittpro- 
jectioa  bcätininieu  sich  durcli  die  Formeln 

_      Aa    Bb 

für  z^  =  o  verschwinden  die  Halbachsen  der  Ellipse,  letztere 
zieht  sich  dann  anf  ihren  Mittelpunkt  zusammen ;  für  negative  J 
wird  die  Curve  imaginJtr.  Im  sweiten  Hanptfalle  C=r=o,  d.  h. 
wenn  die  Schnittebene  parallel  zur  2 'Achse  liegt,  kann  die  Eli- 
mination von  z  nicht  voigenommen  werden,  weil  dann  die  Glei* 
chung  der  Schnittebene 

4)  Ax-\-By^^D 

ziiglcieli  auch  die  Gleichung  der  Silniittprojeotion  ist;  oliminirt 
man  in  diesem  Falle  ^,  so  erhalt  mau  die  Uleichoug  der  Vertic&l« 
projection  des  Schnittes,  nämlich  * 

.  iP—Ax)*  ^ 
a  ^  B*b 

oder  bei  besserer  Anordnung  und  unter  Raeksieht  auf  den  Um< 
stand,  dass  filr  C  =  0  die  Grösse  d  in  Jta-^-^b  fibergeht, 

*     ^d^t^ab  \f      ^  )' 
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Diese  Gleichung  reprisentirt  eine  Parabel ,  deren  Seheitel  durch 
die  Ooordinaten 

_ond^ 
bestimmt  wird ,  und  dereu  Halbparameter 

~  A 

ist.  Wenden  wir  diene  für  die  Projectionen  des  Schnittes  gegebe- 
nen Entscheidungen  aüi  lUm  Schnitt  selber  an,  so  gelangten  wir 
zu  folu^endem  Gesammtresnllatt* :  Die  zur  Ac-lise  des  Paraboloidea 
nicht  parallele  Ebene  2  )  schneidet  die  Fläche  ia  einer  Ellipse ,  de* 
reu  Mittelpunktscoordiaateu 

Aa  _      Bb  A—CD 

sind ;  der  Schnitt  ist  reell  (är  A  >  ü",  redncirt  sieh  für  2f  =  0  auf 

einen  durch  die  Coordinaten 

Aa  Bb  D 


bestimmten  Punkt,  und  wird  fär  A<^0  imaginSr;  eine  zur  Flüchen* 
acbse  parallele  Ebene  schneidet  das  Paraboloid  jederseit  in  einer 
Parabel.    Hyperbolische  und  geradlinige  Schnitte  existiren  nicht. 

Wie  bei  allen  elliptihLlit  n  .Selmitten  entsteht  auch  hier  die 
Frafj;o  ,  ob  dieselben  zu  Kreisen  werden  krtnnen.  Die  Ilorizontal- 
spur  der  schneidenden  Ebene  nelmicn  wir  zur  a'-Achse  eine»  neuen 
in  der  Ebene  enthaltenen  rechtwinkligen  Coordinatensystemes, 
L  (xx')  8ei  =  ^,  der  Neigungswinkel  der  Ebene  gegen  die^ry- 
Ebene  heisse  der  Durchschnitt  der  Ebene  mit  Achse  liege 
in  der  Entfernung  k  vom  nrsprfinglichen  Coordinatenanfange  und 
sei  der  Anfangspunkt  des  neuen  Sjstemes;  die  Gleichung  des 
Schnittes  erhalten  wir  jetst  ans  Nr.  1)  durch  Substitution  der 
Werthe 

x-=       x'  cos  tif  —  y'  sin    cos  9, 
.yz^k-^x  siu  i^f      y'  cos  i/;  cos 
t  =  y  sin 

Das  Kesultat  dieser  Operation  ist  von  der  Form 

A'x'^+  I?  V*  +  aC'it'y  +  2i>'a:'  +         +     =  0, 

und  darin 

12* 
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a         b  V  a         b  y 

,  {a  —b)  sin  iff  cos  iff  eos  ^ 

^  «5 

D<M- Selm itt  wird  zu  oinom  Kreiso  für  C 0  und  ^' ;  die 
prsto  Hedinguiij;  kann  nntor  dor  niclit  lioscliräukondon  Aiuiahmo 
«  >  h  nur  durch  O  -  90^  oder  ^  — -  90"  oder  ^  ^  0"  erfüllt  werden  j 
die  zweite  Bedingung 

a*^b'\a'^bJ 

Hefort  ftlr  4^rr=9o*  und  fttr  ^  =  90*  QnmdgUelie  Ergebnisse»  da- 
gegen i'iir  ^  0" 

5)  eot»^y~ 

was,  wegen  b  <a  und  wegexr  des  doppelten  Vorseichens  der  War- 
sei,  zwei  reelle  Bestimmungen  Ton  ^  giebt  Demnach  eslstiren 
swei  Systeme  von  Kreisscbnitten,  deren  £benen  auf  der  y  2  •  Ebene 
senkreebt  stehen  und  mit  der  -  Ebene  die  Winkel  ^  und  180^ —  O 
einschllessen.  Die  Gleichungen  der  Kreisschnittebenen  (oder  de- 
ren yz- Spuren)  stehen  unter  der  allgemeinen  Form 

z      (y — k)  tun  9 
der  zufolge  des  Werthes  von  lan  & 

wofür  wir  schreiben 

6)  Ya  —  b .  y  +        z  ~  A ;  «  — //. 

Der  Kreisschnitt,  den  diese  Ebene  mit  dem  Paraboloid  bildet, 
ist  reell  wenn  die  Grösse 

positiv  ausfiillt,  also  unter  Benntsung  des  oberen  Zeichens  für 

■  4^(a— 6)6>Ar>  — OD 
und  in  Beziehung  auf  das  untere  Zeichen  für 

die  ivreisschnitte  des  einen  Systemes  werden  folglich  crlialten 

wenn  man  k  von  ^y(a—b)b  bis  — oo  abnehmen  lüsst,  die  des 

anderen ,  wenn  k  von  —  J  y  (o  -  6)  6  bis  +  oo  wSchst.  Der  Schnitt 
degenerirt  su  einem  Punkte,  wenn  ^=0  also  bei  dem  ersten  Sy- 
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steine  k  -—^  ^  (« — beim  zweiten  k — — iiitj  die 
Coordinateu  dieser  Punkte  sind  im  ersten  Falle 

und  im  zweiten 


0,         -y{a—b)b,  ^j; 

diess  sind  die  swei  Kreispunkte  der  Fläche.  Jenseit  der  an^ 
gegebenen  Grenzen,  d.  b.  für  negative  extstiren  keine  Kreis- 
sehnitte.  Diese  Ergebnisse  können  leicht  grapliiscb  yeranscbau- 
licht  werden  wenn  man  das  Paraboloid  auf  zwei  Ebenen  projicirt, 

Vüu  denen  die  eine  tler  ary-Kbcne  und  die  andere  der  yz- Ebene 
parallel  liegt. 

Wenn  irgend  ein  plliptisclior  Schnitt  sich  auf  seinen  Mittel- 
punkt redncirt,  so  wird  die  schneidende  Ebene  zur  Beriihrungs- 
ebene  und  jener  Funkt  zum  Bertthrungspunkte;  daraus  entspringt 
wie  frflher  die  Aufgabe,  durch  einen  gegebenen  Punkt  xyz  des 
Paraboloides  eine  Tangentialebene  an  das  letztere  zu  legen.  Die 
Gleichung  der  verlangten  Ebene  sei 

so  mttssen  die  im  Vorigen  bewiesenen  Relationen 

Aa  Bh  D 

statt  finden;  aus  den  letzten  drei  Gleichungen  ergeben  sich  die 
Werthc  von  B ,  b ,  ausgedrückt  durch  C,  deren  Substitution  in 
die  erste  "Bedinirunp:  diese  identisch  macht,  weil  der  Punkt  xtjz 
auf  der  Fläche  liegt.  Vermöge  der  Werthe  von  ^,  -ß,  i>  ergiebt 
sich 

oder  besser 

als  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  xyz. 
Hieraus  zieht  man  noch  die  beiden  Gleichungen 

weiche  iur  die  im  Punkte  xyz  errichtete  Normale  gelten« 
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§.  41. 

Das  hyp«rl»oliBelie  ParabolMd. 

Die  letzte  individuelle  Fläche  zweiten  Grades,  deren  Unter- 
Buchung  uns  noch  obliegt,  wird  durch  die  Gleichung 

'  ab 
ebaraktonsirt;  daraus  folgen  als  Gldchnngen  der  Haujttschnitte 

Giebi  man  der  ersten  die  Form 

und  bexeichnet  mit «  den  aintzen  Winkel  dessen  Tangente  =  J  — 

ist,  so  erkennt  man  in  der  a:y- Spur  der  Fläche  ein  System  von 
zwei  dnrch  den  Cooidinatenanfang  gehenden  Geraden,  deren  eine 
mit  der  a;- Achse  den  Winkel  u  und  deren  andere  mit  derselben 
Aehse  den  Winkel  180^ —  «r  einschliesst.  Die  xz*  Spur  der  Fläche 
bildet  eine  Parabel  mit  dem  Halbparameter  a,  der  Coordinaten« 
anfang  ist  ihr  Scheitel  und  der  positive  Theil  der  z- Achse  ihre 
Achse;  die  yr- Spur  besteht  glcichrulls  aus  einer  Parabel ,  welclie 
b  zum  lialltpaiameter ,  den  rViordinatenanfau}:  zuni  Scheitel  und 
den  negativen  Tlicil  der  r  -Aclise  zur  Achse  liat ,  weil  der  betref- 
fenden Gleichung  nur  bei  negativen  z  eine  geometrische  Bedeu* 
tung  zukommt.  Legt  man  ferner  in  der  Höhe  h  eine  zur  x^- Ebene 
parallele  Ebene,  so  schneidet  letztere  die  Fläche  in  der  durch  die 
Gleichung 

^  =  2A 

bestimmten  Curve ;  der  Schnitt  ist  jedenfalls  eine  Hyperbel ,  wo- 
bei aber  die  beiden  Fälle  eines  positiven  und  negativen  k  zu  un- 
terscheiden bind.    Für  Ä^O  giebt  man  der  Gleichung  die  Form 

die  Halbachsen  sind  dann  j/iäJi^  y%bh  und  für  den  Asymptoten- 
trlpkel  p  hat  man 
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tan  ß=^-=  ^  7/  -mithin  p  =  €i; 
im  zweiten  Falle  A  =  —  ht  ist  zn  Bchreiben 


es  wird  danu  y^lbh^  zur  Haupt-,  ]/*lah^  zur  Nebeiihalbachse  und 
ffir  den  Asymptotenwiukel     hat  man 


•      te„      =  ^  y  f  mithin  ^,  -3  90» 

Deiiigemäss  kann  mau  sich  di«*  ri?it  iic  durch  eine  veränderliche 
Hyperbel  erzeugt  denkt  n,  wenn  letztere  parallel  zur  - Ebene 
▼erschoben  wird  und 
ihre  Scheitel  auf  zwei 
festen  Parabeln  fort- 
rücken ;  der  gemein- 
schaftliche Scheitel  bei*- 

* 

der  Parabeln  ist  der 

Coordinatenanf  ang,  die 
eine  liegt  in  der  xz- 
Ebene    und    bat  ihre 
Achse  in  der  Jiicbtung 
der  positiven  r,  die  an- 
dere befindet  sich  in  der      -Ebene  und  erstreckt  ihre  Achse  in 
der  Richtung  der  negativen  z;  endlich  ist  noch  zu  bemerken,  dass 
alle  auf  der  positiven  Seite  der  z  constmirten  Hyperbeln  denselben 
Asymptotenwinkel  besitzen  und  dass  ebenso  alle  auf  der  entgegen- 
gesetztem Seit6  befindlichen  Hyperbeln  einen  gemeinschaftlichen 
Asymptotenwinkel  haben,  welcher  den  erstgenannten  zu  90*  er- 
gänzt.   Die  Figur  zeigt  die  aus  den  Geraden  JO^,  und  .PO^,  be- 
stehende Horizontalspnr  der  Fläche,  die  beiden  parabolischen  Ver- 
ticalspuren  C'0(\,  DOI)^  und  zwei  znr  .r/y- Ebene  parallele  hypei- 
bolische  Schnitte,  deren  Asymptoten  den  Geraden  AA^  und  BB^ 
parallel  liegen;  die  Coordinatenachßcn  der  x  und  der  y  sind  (um 
einer  Ueberladung  der  Figur  zu  entgehen)  weggeUssen,  man  hat 
sich  dieselben  als  die  Halbirungslinien  der  Winkel  J  0  ß  und  A  n  7?, 
zu  denken.    Die  hiermit  bestimmte  sattelförmige  Fläche  heibst 
ein  hyperbolisches  Paraboloid,  a  und  fr  ihre  Halbpara- 
meter, 0  ihr  Scheitel,  ZZi  ihre  Achse« 
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Eine  beliebige  durch  die  Gleichung 
2)  Aa:+By+Cz^I> 
dargestellte  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve ,  für  de- 
ren Horizontalprojection  sich  die  Gleichung  findet 

«■   — Aa;  —  By 

a  C  ' 

ertheilt  man  dieser  die  bessere  Form 


so  bemerkt  man  augenblicklich,  dass  die  8chnittprojection  im  All- 
gemeinen eine  Hyperbel  darstellt;  doch  sind  dabei  die  Fälle  (7^0 
und  (7=0  XU  unterscheiden.  Wenn  erstens  C  nicht  verschwindet 
und  der  Ausdruck 

irgend  eiuen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt,  so  ist  die 
Curve  sictier  eine  Hyperbel ,  deren  Mittclpuuktscoordinaten 

  Aa  _  I 

sind;  ihre  Haupthalbachse  liegt  bei  positiven  d  in  der  Kichtung 
der  X ,  bei  negativen  in  der  Richtung  der  y.   Verschwindet  aber 
so  degenerirt  die  Hyperbel  in  ein  System  von  awei  sich  scbneideii' 
den  Geraden  (die  Asymptoten) ;  die  Coordinaten  des  Durehschnit' 

tes  der  letzteren  sind  dieselben  Xq  und  i/o  ^vie  vorhin.  Wenn  zwei- 
tens C  verschwindet,  so  k.inu  z  aus  der  Gleichung  l)  und  aus  tler 
Gleichung  der  öchnittebene 

4)  Ax-^-By^D 
nicht  eliminirt  werden  ;  durch  Elimination  von  y  erhält  mau  iu 
diesem  Falle  als  Gleichung  der  Verticalprojection  des  Schnittes 

4C*     {D—Axf  , 

oder  bei  besserer  Anordnung  und  unter  Rücksicht  auf  den  Um- 
stand» dass  2l  für  C  =  0  in  ^«o  —  B*b  übergeht, 

^      1J  "~      2  B^ah  \^       J   J  ' 
Diese  Gleichung  reprnsentiit  eine  Parabel  so  lange  J  nicht  ver- 
schwindet; dagegen  für  ^  =  0  ergiebt  sich  aus  der  vorhergehen- 
den Form  der  Gleichung 

_  ABa    _  B  n^ 

B*lt^  %B*b 
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d.  h.  die  Gleteliiuig  einer  Geraden.  Der  Fall  ^  0  tritt  ein  für 
A*as=:B^b  oder 

d.  h.  wenn  die  Ebene  4)  parallel  zu  oinor  von  den  Geraden  liegt, 
welche  die  Ilorizontalspur  der  Fläche  bilden.  Uebertra^cn  wir 
nun  diese  für  die  Projectionen  des  Schnittes  gegebenen  £nt8chei- 
dangen  auf  den  Schnitt  selber,  so  gelangen  wir  an  folgendem  Ge- 
sammtresnltate :  Die  snr  Achse  der  Fläche  nicht  parallele  Ebene  3) 
schneidet  die  Flftche  in  einer  Hyperbel ,  deren  Mittelpunktscoor- 
dinaten 

sind,  iur  J~0  degcnerirt  dieselbe  in  ein  System  von  zwei  Ge- 
raden, die  sich  im  Punkte 

  Ja    ^ 

schneiden.  Eine  zur  Fluchonacbse  parallele  (verticale)  Ebene 
schneidet  das  Paraboloid  in  einer  Parabel,  welche  zu  einer  Gera- 
den wird ,  wenn  die  Schnittebene  eine  parallele  Lage  zu  der  einen 
oder  anderen  von  den  Geraden  erh&lt,  die  zusammen  die  Hori- 
zontalspur der  Fläche  ausmachen.  Elliptische  Schnitte  des  hyper- 
bolischen Paraboloides  sind  nicht  vorhanden. 

Die  Eigenthüiiilichkeit  ,  dass  die  Fläche  iu  geraden  Liiiicu 
geschnitten  werden  kann ,  oder  mit  anderen  Worten ,  dass  sich 
auf  der  Fläche  Gerade  ziehen  lassen  ,  möge  noch  einer  besonderen 
Erörterung  unterworfen  werden.  Wenn  eine  durch  die  Glei- 
chungen 

5)  ar  =  Jlf«  +  ii,  y=lfz'^9 

charakterisirtc  Gerade  ganz  in  der  Fläche  enthalten  sein  soll ,  so 

müssen  alle  den  vorstehenden  Gleichungen  genügenden  Xy  yy  z 
auch  die  Gleichung  der  Fläche 

a  b 

befriedigen  und  demnach  mnss  für  alle  z 

ß  b 

oder 
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fieiu.    Diea  iai  nur  mügUch  unter  den  Bedingungen 

II«  V* 

durch  die  er.ste  dersolhcn  wird  ausgetlrn*  kr ,  dass  die  fratrlicbe 
Linie  eine  von  den  beiden  Geraden  schneiden  niuss,  welche  die 
Horizontalspur  der  Fläche  bilden,  was  vorauszusehen  war.  Sab- 
stitairen  wir  die  sich  ergebenden  Werthe 


V 


in  die  beiden  übrigen  Bediugungsgleicbungen ,  bo  erhalten  wir  ent* 
weder 

tu  lU  ' 

oder 

tu*  tu 

Wegen  des  wUlktthrlich  bleibenden  ii  existiren  demnach  swei  ver- 
schiedene Systeme  von  Geraden  auf  der  Fläche;  die  Gleichungen 
der  Geraden  des  einen  Systemes  stehen  unter  der  Form 

«)   *=ii,'  +  "-  J'=-V^+T«' 

die  des  anderen  Systemes  dagegen  unter  der  Form 

oder  auch ,  wenn  man  zur  besseren  Unterscheidung  «,  für  11  setzt 


Ans  den  Gleichungen  6)  und  8)  leitet  man  ohne  Mühe  den  bemer- 
kenswerthen  Satz  ab,  dass  jede  Gerade  des  einen  Systemes  alle 
Geraden  des  anderen  Systemes  schneidet,  und  dass  keine  Gerade 
des  einen  Systemes  einer  Geraden  des  anderen  Systemes  parallel 
ist.   Die  Gleichungen  6)  geben  femer  durch  Elimination  von  z 


Digitized  by  Goo^^Ic 


—  187  — 


3«) 


und  die  Gleichungen  8) 


Fig.  41. 


dies  heUst  geometrisch,  die  Horisontalprojectionen  der  Geraden 
des  einen  Systemes  sind  parallel  au  der  einen  von  den  beiden  Ge- 
raden, welche  die  H  vtzontalspnr  der  Flftebe  bilden,  in  gleicher 

Weise  liegen  die  Horizontalprcycctionen  der 
G^Tadeu  dos  anderen  Systeme«  parallel  zur 
anderen  jener  Geraden.  Will  man  demnach 
durch  irgend  einen  Punkt  P  d("r  Fläche  die 
zwei  in  P  üich  schneideuden  Geraden  der 
Fläclic  ziclion ,  so  braucht  man  nur  durch  P 
swei  verticale  Ebenen  zu  legen,  deren  Hori- 
Bontalspuren  parallel  xu  und  B,  sind} 
diese  Ebenen  schneiden  das  hyperbolische 
Paraboloid  in  den  beiden  verlangten  Geraden  B^' 
(in  der  Figur  PS'  und  Pr). 

Zu  de^l^^^lben  Resultate  ^^elan^jt  man  durch  eine  Transforma- 
tion der  Gleichung  l).  Wnhlt  man  nämlich  die  Geraden  OJ^  OB^ 
OZ  zu  Coordinateuachaen  eines  neuen  Systemes  der  3c\y\  t\  so 
geschieht  der  Uebergang  zu  demselben  mittelst  der  Formeln 

x^ix '^y)eos       ^  y  =^  {x* y)  sin  a  y       «  =  2*, 
und  die  Gleichung  1)  verwandelt  sich  hierbei  in 

(x  +  y)*  cos*  ft     {x  —  y'y  sin*  a 

 ä  b  =  * 

Vermdge  der  Werthe  von  cos  «r  und  sin  a ,  welche  aus  der  Formel 

¥  « 

leicht  herzuleiten  sind,  verschwinden  die  Coefhcienten  von  x^  und. 
y*,  so  dass  nur  ttbrig  bleibt 

oder  wenn  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den  Ualbparametern 

mit  c  bezeichnet  wird, 


X  y  =^  cz 
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Fig.  42.  Giebt  man  entweder  dem  y' 

oder  dem  x  einen  conbtanten 
Werth,  so  erhält  man  jedesmal 
die  Gleichung  einer  Geraden, 
was  geometrisch  hcdeutct,  dass 
die  Fläche  von  jeder  Ebene  ge- 
radlinig geschnitten  wird,  wel- 
che einer  der  Coordinatenebe- 
nen  ÄOZ  nnd  BOZ  parallel 
Hegt.  Die  Figur  zeigt  eine 
Partie  derartiger  Schnitte. 
Eine  Ebene,  welche  zwei  durch  einen  Punkt  gehende  Gerade 
der  Fläche  enthält,  ist  eine  von  den  Ebenen,  deren  Gleichungen 

der  Bedingung 

genügen ,  wobei  die  Coordinaten  jenes  Punktes  durch 

Aa  Bb  _£ 

C       "**  (7  '  C 

auHgedrUckt  werden  können.    Legt  man  ferner  eine  Ebene  in  der 

D  * 

Entfernung  —     parallel  anr  xy  -  Ebene ,  so  schneidet  sie  die 

Fläche  in  einer  durch  die  Gleichung 

i^i-ST'^''    '-^f-lT'  -=f-c- 

repräsentirten  Hyperbel  und  d|e  vorige  Ebene  in  einer  Geraden, 
deren  Gleichung  ist 

oder 

vermöge  dieser  Werthe  ergicbt  sich 

und  diese  Relation  lässt  erkennen ,  dass  die  Gerade  1 1)  den  hyper- 
bolischen Querschnitt  10)  berührt.  Auf  ähnliche  Weise  kann  man 
eine  noch  allgemeinere  Eigenschaft  der  Ebene  finden,  welche  zwei 
Gerade  der  El&ehe  enthält;  legt  man  nftmlieh  dureh  denselben 
Punkt  wie  vorhin  einen  beliebigen  Schnitt«  der  Fläche,  dessen 
Ebene  von  selbst  die  genannte  Ebene  in  einer  Greraden  g  schneidet. 
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flo  iat  letstere  jedesmal  Tangente  an  s,  Demgemto  miiM  die 
Ebene  xweier  in  P  xnaammentreffender  Geraden  der  Fliebe  ab  In- 
begriff aller  durch  P  gehenden  Tangenten  der  Fliehe  d.  h.  all  Be- 

rührun^sebene  in  diesem  Punkte  gelten. 

Daran  knüpft  sich  die  BeBtiramting  der  Borülirungsobenc  für 
einen  gegebenen  T*nnkt  xf/z  der  Fläche»  BezeicbDen  wir  die 
Gleichung  der  verlangten  Ebene  mit 

se  mttsaen^  dem  Vorigen  snfolge  die  Bedingungen 

Aa  Sb  P 

erfüllt  sein.  Die  letzten  drei  Gleichungen  geben  .4^  B,  D  durch 
C  ausgedrückt  und  diese  Werthe  geniigen  der  ersten  Bedingung 
vermöge  des  Umstände«,  dass  der  Punkt  j  i/t  auf  der  Flüche  liegt. 
Demnach  erhalten  wir  als  Gleichung  der  Tangentialebene 


oder 


az       bz  z 


Daraua  folgen  noch  die  beiden  Gleichungen 

13)   J_«=:_£(£_i),  + 

welche  für  die  im  Punkte  xyz  errichtete  Normale  gelten. 

§.  42. 

Untericheidungizeiohea  für  die  Flachen  zweiten  Oradea. 
Nachdem  wir  die  Gestalten  der  vereehiedenen  Fl&chen  awei- 
ten Grades  nfther  Icennen  gelernt  haben,  kehren  wir  su  der  allge- 
meinen Gleichung 

Ax^     By'  -\-  Cz^     2  P xtj       Ex z  +  ^ Fy  z 

zurück  um  die  Mittel  zu  erörtern,  mittelst  deren  man  rascli  ent- 
scheiden kann  ,   welche  individuelle  FlHche  zweiten  Grades  in 

jedem  speciellen Falle  (d.h.  bei  gegebenen  Werthen  von .i,   A') 

durch  die  vorige  Gleichung  charakterisirt  wird.  Diese  Mittel  sind 
xwar  in  den  §§.  34,  35  und  36  yollstündig  enthalten  und  man  würde 
in  der  That  durch  Ausführung  aller  dort  angedeuteten  Bechnungen 


"  { 
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vnt  ein«  der  fOiif  In  Nr.  33)  und  34)  aafgesteUten  Normalformen 
kommen,  wodnreh  sich  die  Lage  nnd  OrSwe  der  Achten  oder  Pa- 
rameter nnd  die  Natnr  der  FlKche  nnmittelbar  ergeben ,  dagegen 
ist  aber  nicht  an  leugnen,  dass  dieser  Oalenl  fast  immer,  nnd  ns- 

mentlich  wenn  die  Gleichung  l)  aul  ein  soliictVinkliges  (  ooidina- 
tensystem  bezogen  ist,  nicht  geringe  Wf itläiiligkeiieii  verursacht. 
IIjii  diesen  zu  entirolion  vereinfachen  >vir  die  Uiitersuchunir  da- 
durch ,  dass  wir  auf  die  Angabe  der  Lage  und  Grösse  der  Achsen 
oder  Parameter  verzichten  und  nur  eine  kurze  Entscheidung  über 
die  Natur  der  Fläche  verlangen.  Zufolge  der  bereits  bekannten 
Eigenschaften  der  einzelnen  Flächen  zweiten  Grades  Ifisst  sich 
eine  solche  Discnssion  anf  folgende  schematische  Znsammenstel- 
lung grfinden;  eine  Flüche  zweiten  Grades  kann  sein: 

I.    Bine  centrale  Flttche; 

1)  eine  geschlossene  Flftche: 
das  EUipsoid, 

2)  eine  nicht  geschlossene  Fläche  und  zwar 

a)  eine  geradlinige  Flache:  '  • 
das  einfache  Hyperboloid, 

der  elliptische  Kegel, 
der  elliptische  Oylinder, 
der  hyperbolische  Cylinder, 

b)  eine  nicht  geradlinige  Fläche: 
das  getheilte  Hyperboloid; 

II.  Eine  nichteentrale  Fläche; 

a)  eine  geradlinige  Fläche : 

das  hyperbolische  Paraboloid, 
der  parabolische  Cylinder, 

b)  eine  niclitgeradlinif^'e  Fläche: 
das  elliptische  I'ai.aboioid. 

Demgemäss  hat  man  erstens  zu  untersuch»  !! ,  ob  siel!  ein  Punkt 
finden  lässt,  welcher  die  durch  ihn  gehenden  Sehnen  der  Fläche 
halbirt;  die  Existenz  odor  Xichtexistenz  desselben  entscheidet,  ob 
die  Fläche  snr  Classe  I.  oder  zur  dasse  II.  gehört.  Findet  das 
Erste  statt,  so  kann  immer  leicht  ermittelt  werden,  ob  ohne  Ans- 
nähme  jede  durch  den  Mittelpunkt  gelegte  Gerade  die  Fläche 
zweimal  in  endlichen  Entfernungen  sehneidet  oder  nicht;  im 
ersten  Falle  ist  die  Fläche  ein  EUipsoid,  im  zweiten  Falle  gehSrt 
sie  zur  Unterabtheilung  2.    Üm  hier  weiter  zu  trennen  untersucht 
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man,  wie  in  38,  ob  68  gerade  Linien  giebt,  von  denen  jeder  Pnnkt 
anf  der  Fläche  liegt;  das  YorhandenAein  derartiger  Geraden  seigt, 
das«  die  Flltebe  anr  Abtheilung  a  gehört;  sind  die  Geraden  pa- 
rallel, 80  i8t  die  Fläche  ein  Cylinder,  tiber  dessen  Natur  irgend 

ein  Querschnitt  Auskunft  giebt,  vereiuigcn  eich  die  Geraden  in 
einem  l*uiikte,  so  ist  die  Fläche  ein  ellijitischei  Kegel,  findet  keine 
dieser  J^agen  «tatt,  so  ist  die  Fläche  ein  einfaclies  Hyperboloid; 
das  Niclitvorhanden.sein  jener  Geraden  beweist,  dass  die  Fläche 
ein  getheiltes  Hyperboloid  ist.  Wenn  ferner  die  Fläche  keinen 
Mittelpunkt  besitzt,  so  bedarf  es  nur  der  Untersuchung,  ob  gerade 
Linien  auf  ihr  gesogen  werden  können  oder  nicht ;  im  ersten  Falle 
sind  dieselben  entweder  parallel,  und  dann  ist  die  Fläche  ein  pa- 
rabolischer Cjlinder,  oder  nicht  parallel,  mithin  die  Fläche  ein 
hyperbolisches  Paraboloid;  wenn  dagegen  keine  Geraden  auf  der 
Fläche  liegen ,  so  ist  letztere  ein  elliptisches  Paraboloid. 

Wie  man  diese  Untersuchung  auszuführen  hat,  wollen  wir 
erst  im  Allgemeinen  und  dann  au  einigen  spocicllen  Gleiclmngen 
zeigen.  —  Verschieben  wir  den  Anfangspunkt  der  CoordinaU  ii 
nach  einem  Punkte,  dessen  primitive  Coordinaten  m,  w  sind,  so 
haben  wir  in  der  Gleichung  1) 

zu  setzen  und  erhalten  dann 

+  3  (^ti  +  i>  V  +  ^«^  +  C^)  a;' 

4-  A  w«  +  B  V*  +  Cw«  4-  2i>«f»  +  9  Euw  -f-  ^Fvw 
+  2  G  M  +  2^»  4-  2  / w  +  A    ^  0. 
Die  vor  der  Hand  nocli  beliebigen  Grössen  w,  t?,  w  bestimmen  wir 
so,  dass  sie  den  drei  Bedingungen 

IAu  H-  ßv  -f        -f  C  =  0, 
Du     Bv  -\-  Fw  0, 
En  +  Fv  +  Cw  +  7  =  -  0, 
^  ^  ^         er  Gleichung  2)  fallen  dann  die  Glieder  heraus, 

welche  x\  y ,  z  in  der  ersten  Dimension  enthalten  und  es  bleibt 
4)    Äx*^ + By^+Cz^^'iDx'y  -h 2 Exz'-^-^Fyz  -|- 5=  0 
übrig ,  wobei  zur  Abkürzung 

{£z=Ai^'^Bi^'\-Cn^+^Dup-{-^Suw-\'^Fvw 
+  2GM  +  2^t;-f  2/»  +  ir 
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gesetzt  worden  ist.  Diese  Transfonnalion  würde  jedoeb  in  dem 
Falle  unausführbar  sein,  wo  die  Gleiebuiigen  3)  keine  endlichen 
Wertbe  von  u,     w  liefern,  nnd  um  bierflber  entscbeiden  snkön* 

nen,  entwickeln  wir  m,  t»,  tv  auf  gewöhnlichem  algebraischen  Wege; 
dies  giebt : 

—  _  G{F*  —  BC)  4-  H{CD  —  EF)  +  l[^ßE  —  DF) 
^'^  AF*  +  BE*'\-CD*  —  ABC  —  2J)£F  ' 

_      G(CD—EF)  +  H(E*  —  AC)+  I{AF—DE) 

G{BS—I)F)  +  ff(AF—BE)'^I{D*-~AB) 
AF^  +  BE^-^CB^  —  ABC—^BEF 

Ist  nun  der  gemeinschaftliche  Nenucr  dieser  Brüche,  welchen  wir 
durch 

6)       J^AF^-i-  ßE*  +  Cn*~-ABC—  2I)EF 
beaeichnen  wollen,  von  Nnll  yerschieden,  so  erhalten  if,    m  end- 
liche bestimmte  Werthe,  dagegen  würde  fUr  ^  ssO  jeder  der  obi- 
gen Brüche  entweder  —  oc  oder,  falls  die  Zähler  verschwänden, 

=      d.  h.  unbestimmt  werden,  nnter  welchen  Umständen  die 

0 

beabyichti<;tc  Transformation  unterbleiben  muss.  Diese  Unter- 
scheidungen haben  übrigens  einen  goometrischen  Sinn.  Betrachtet 
man  nämlich  den  Punkt  uvw  als  einen  vor  der  Hand  noch  unbe- 
stimmten,  so  charakterisirt  je  Je  der  Gleichungend),  einzeln  ge* 
nommen,  eine  Ebene,  nnd  alle  drei  Gleichungen  ansammen  be- 
stimmen den  Durchschnitt  jener  drei  einzelnen  Ebenen.  Dieser 
Punkt  existirt  nicht,  wenn  sich  jene  Ebenen  in  parallelen  Geraden 
sehneiden ,  er  wird  unbestimmt ,  sobald  zwei  oder  drei  Ebenen  sn- 
samraenfallen.  Wir  untersuchen  jetzt  die  möglichen  Falln  einzeln. 

I.  Erster  Hauptfali:  J  ^0.  Geben  wir  dem  Ausdrucke 
£  die  Form 

2;—  (Au  +  4-  ^-n'  +  G)u 
-{-{Bu  +  Bv  +  Fw  +  ff)» 
+  {su  -i-Fv+Cmi-  l)w 
+  Cti  +  JSTt»  H-     +  jr, 

so  wird  derselbe  vermöge  der  Gleichungen  3)  einfacher,  nämlich 

und  hier  können  die  oben  angegebenen  Werthe  von  ii,  v,  w  leicht 
substitnirt  werden.  Zur  Abkürzung  sei 
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—  B  C)     IP  (E^  —  AC)  ^  P{D*  -  AB) 
es  ergiebt  sieh  dann 

mithin  als  Gleichung  der  Fläche ,  bezogen  auf  das  neue  Goordi- 
nateusjstem, 

A 

Legen  wir  durch  den  neuen  Anfangspunkt  eine  Gerade,  deren 
Gleichungen 

9)  X  =  az\      y'  =  ßz 

sein  mögen,  so  linden  wir  die  Courdmaten  ihres  Durchschnittes 
mit  der  Flache  durch  Verbindung  der  Gleichungen  8)  und  9)j  da- 
bei sei  zur  Abkürzung 

ftlr  die  Ooordinaten  des  Durchschnittes  haben  wir  dann 

11)-  «•=±''/^.  «^=±/»/'i.  ''-±/^- 

Aug  den  doppelten  Vorseichen  yon  x\  y\  z'  erkennt  man,  dass  die 
Gerade  und  die  Fläche  sich  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten 
schneiden,  deren  Entfemangen  vom  neuen  Ooordinatenanfange 

gleicli  -ross  und  entgegengesetzten  Vorzeichens  sind;  der  neue 
Coordiiiatenanfang,  d.  h.  der  primitive  Punkt  uvtv  ist  folglich  der 
Mittelpunkt  der  Fläche,  und  der  liauptfall  J^O  umfasst  dem- 
nach alle  centralen  Flächen. 

Denkt  man  sich  in  den  Gleichungen  9)  und  10)  .die  Coef&cien- 

ten  et  und  ß  als  veränderlich,  so  erhält  die  durch  den  Mittelpunkt 
gehende  Gerade  alle  möglichen  verschiedenen  Lagen  und  es  muss 
nun  entschieden  werden,  ob  sie  die  Flache  unter  allen  Umständen 
schneidet  oder  nicht.  Die  fraglichen  Durchschnitte  sind  aber  se- 

r  ^ 

lange  reell ,  als  — ^  nicht  negativ  wird  und  da  hier  Sl  eine  xer- 

änderliche  Grösse  bedeutet^  bedarf  es  zunächst  einer  Unter- 
suchung Über  das  Vorzeichen  von  Sl.  Hierbei  sind  nur  zwei  Fälle 
möglich:  entweder  behält  A  für  alle  «  und  ß  das  nämliche  Zeichen 
oder  es  wechselt  dasselbe  in  der  Weise,  dass  Sl  für  gewisse  «  und 
u.       •  13 
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ß  positiv ,  für  andere  a  und  ß  negativ  ist.  Kadi  einem  bekaontai 
Satie*)  findet  daa  Erste  statt,  wenn  gleiehieitig 

—  AB  negativ 

und 

{D*—AB)(E*'^AC)  —  {DE^AFy  positiv 

ausfällt j  der  letztere  Ausdruck  ist  einerlei  mit  —  A^J^  setzen  wir 
also  .4  ein  für  alle  Mal  als  positiv  voraus,  wodurch  die  Allgemein- 
heit der  I'ntersucliuu^  iiiclit  beschränkt  wird,  so  behält  Si  sein 
Vorzeichen,  wenn  die  Bedingungen 

D*  —  AB<C  0  und  ^<0 
gleichzeitig  erfüllt  sind.  Das  Vorzeichen  von  Sl  ist  dann  einerlei 
mit  dem  Vorzeichen  von 

nnd  da  man  hier,  ohne  das  Zeichen  zn  ttndem,  ß  =  0  and  «=00 
setzen  darf,  so  hat  A  das  nXmIiche  Yorseichen,  wie  o*^,  Ist  also 

positiv.   Wir  betrachten  nun  die  Fälle  einzeln ,  ob  Sl  sein  (posi- 
tives) Zeichen  behalt  oder  wechselt. 
1.  Sind  die  Bedingungen 

D*^AB<0,  z/<0 
gleichzeitig  erfüllt ,  mithin  Sl  positiv ,  so  setze  man  ^ ~  —  d,' 
wo  6  den  absoluten  Werth  von  ^  bezeichnet;  es  ist  dann 

und  hieraus  ergiebt  sich  sofort,  dass  bei  positiven  Pkein  reeller 
Dnrchsehnittexistirt,  wie  man  aneh  a  nnd  ß  wählen  möge,  dass 


*)  Die  Bichtigkeit  der  obigen  AugaUe  ersieht  wim  au»  lolgender  Be- 
tracbtnng.  Sind  |,  17,  |;  die  Coordinatan  eines  Punktes,  so  ch&r&kteritfirt 
die  Qleidmng 

eine  Flttche  «weiten  Grades,  welche  keinen  Mittelpunkt  besitit,  weil  ^ nur 
in  der  ersten  Potenz  vorkommt.  Diese  Fläche  kann  entweder  ganx  auf  der 

einen  Seite  der  ^»/-Ebene  liegen  oder  die  Iiy-Ebon-  "schneiden;  im  ersten 
Falle  bchlilt  J  für  alle  S  und  r]  das  nämliche  Vorzeichen,  im  zweiten  Falle 
Kiebt  OS  sowohl  positive  als  negative  J.  Soll  nun  das  Erste  statt  finden,  so 
muss  der  Durchschnitt  der  Fläche  |üt  g]f;> Ebene  imaginär,  mithin  die 
Gleichung  ^r'« 

so  beschaffen  sein,  dass  sie  durch  reelle  |  und  fj  unerfüllbar  ist.  Man  er- 
hXlt  durch  Aultösung  der  Gleichung 
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ferner  für  r=0  beide  Dnrelisebiiitte  in  den  nenen  Ooordinaten- 
anfang  ausammenfallen«  dass  endlich  für  negative  r  jederzeit  zwei 
in  endlichen  Entfernungen  befindliche  Durchschnitte  vorhanden 
sind.  Die  Gleichung  8)  oder  1)  bedeutet  demnach 
für  jr>0  kein  geometrisches  Gebild, 
,»    r=^0  einen  einzelnen  Punkt 
„  r<  0  ein  EUipsoid. 
3.  Wenn  die  Bedingungen 

nicht  gleichzeitig  erfüllt  sind,  so  wechselt  Sl  sein  Vorzeichen, 
indem  es  durch  Null  hindurchgeht.  £s  giebt  dann  eine  Reihen- 

r 

folge  von  «  und  p,  iiir  welche  ^^1'**^*'^^  RÜsfälk,  ferner  gewisse 

r  1 

Paare  von  a  und  3  fixt  welche  — =     =  qo  wird ,  und  dann  un- 

r 

endlich  viel  Werthe  von  a  nnd  ß ,  welche         negativ  machen. ' 

Die  Fläche  erstreckt  sich  daher  jedeufalU  ins  Unendliche  und  ge- 
hört folglich  unter  die  Hyperboloide. 

Um  zu  entscheiden,  ob  die  Fläche  ein  einfaches  oder  ein  ge- 
theiltes  Hyperboloid  ist,  versuchen  wir  eine  durch  die  Gleichungen 

x^Mz^Pf  y^Nz'^q 

dargestellte  Gerade  so  zu  legen,  dass  jeder  ihrer  Pnnkte  mit  einem 
Punkte  der  Fläche  zusamineiif;illt.  Die  Substitution  der  Werthe 
von  X  und  y  in  die  Gleichung  Ö)  giebt 


der  unter  dem  WurzelEcioben  stehende  Ausdruck  kann  in  der  Form 

dargestellt  werden  und  ist  für  alle  ij  negativ,  wenn  der  Factor  D«  — 
negativ  und  der  Parentheseninhalt  positiv  ausf&Ut,  was  Letateies  unter  der 
Bedingong  « 

fD*  —  AB){E*  —  AC)~(DE—AF)i>0 
der  Fall  ist.   Finden  beide  Umstände  statt,  so  gehört  zu  jedem  reellen  17 
ein  imag-inäres  |,  die  Fläche  sehneidet  die  |>y-El»cue  nicht  und  f  behält 
stets  dasselbe  Vorzeichen.    Diese  Ergebnisse  stimmen  mit  dem  oben  Er- 
wähnten iibereiu ,  wenn  man  £  1 37 ,  £  durch  «,  ßj  A  ersetzt. 

18»  . 
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und  wenn  diose  Oleicbung  für  alle  z'  bestehen  soll,  so  gehören 
dazu  die  drei  Bedingungen 

Der  zweiten  Gleidrang  entnehmen  wir  den  Werth  von  q  nnd  snb- 
Btitniren  ihn  in  die  dritte,  wobei  snr  Ahkttrznng 

13)  ÄMArBm^E^Py  BN-i-BM+F^Q 
»ein  möge ;  es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 

{A(j^'i'BP*^%BPQ)p*  =  j  öS 

"und  auf  ähnliche  Weise,  wenn  man  den  Werth  von  p  aus  der 
zweiten  in  die  dritte  Gleichung  einsetzt, 

(AQ*  +  BF*—  2B PO)  /     ^  P». 

Vermöge  der  Bedeutung  von  P  nnd  Q  findet  man  leicht  durch  ge* 
wöhnliche  Ausrechnung 

AQ^-^-BP^—^BPQ 
=,{A*B—AD^M*-{-{AB*'^BB*)N*  +  ^{ABB—B*)MN 
+  ^ABE—B*E)M'^^{ABF'^J>*F)N 
+  AF*-^SE*~2DEF 
d.  i. ,  wenn  man  die  positiven  und  negativen  Glieder  in  der  ersten 
und  zweiten  Reihe  zusammenfasst, 

=ziAB—B*)  {A3P  +  BN*  +  21)M^'\-2EM-i'2FJ^) 
+  AF^+  BE^  —  ^DEF; 
nach  der  ersten  Gleichung  in  Nr.  13)  und  nach  Nr.  6)  hat  man 
weiter 

AQ*+BP*—2BP0 
=  {AB—B^  {—C)^J+ABC'-CB*:=J. 
Hierdurch  Vereinfachen  sich  die  früheren  Gleichungen  und  werden 

14)  ^V==rj^"»  J^g'^rP*. 

Denkt  man  sich  p  und  q  so  gewählt ,  dass  sie  der  dritten  Gleiehnag 
In  Kr.  12)  genügen  d.  h.  geometrisch,  nimmt  man  irgend  einen 
Punkt  der  Horizontalsjiur  der  Fläche  als  Horizontaispur  der  ver- 
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Isngten  Geraden,  so  dienen  die  Gleichungen  14)  zur  Bestimmung 
Ton  P  and      voraus  nachher  M  und  N  mittelst  der  Gleichungen 
13)  folgen.   Die  Werthe  von  P  und  Qy  sowie  die  nachherigen  von 
M  und  N  sind  nnn  reell  und  zweideutig  bei  positiven  P,  es  können 
daher  in  diesem  Falle  durch  jeden  Punkt  der  Horizontalspur  un- 
serer Flache  zwei  Gerade  auf  letzterer  gezogen  werden;  fUr  r=0 
folgt  aub  Xi.  Uj  />  =  0  und  y  =  0  während  JV und  N  an  die  erste 
Bedingungsgleichung  in  Nr.  12)  gebunden  bleiben,  in  diesem  Falle 
sind  auf  der  Fläche  ^vi('(lerllm  unendlich  viel  gerade  Linien  mög- 
lich, welche  aber  sHrunitlicli  durch  den  (joordinatenanfang  gehen; 
für  negative  F  werden  P  und  Q  mithin  auch  M  und  N  imaginär. 
Diesen  Erörterungen  zufolge  bedeutet  die  Gleichung  8)  oder  J) 
fttr  r'>  0  ein  einfaches  Hyperboloid, 
fUr  1^=  0  einen  elliptischen  Kegel, 
für  r  <  0  ein  getheiltes  Hyperboloid, 
n.  Zweiter  Hauptfall:  J  —  ^.   Wir  müssen  hier  gleich 
unterscheiden,  ob  die  drei  ZShler  der  Werthe  von  u^v^Wy  nlm- 

lich  die  Grössen 

\A,  ^G{F*  —  BC)  +  H{CD—EF)-\-I(BE-'DF), 
15)    \A,-^a{CD^EF)  -it  H  {E*—AC)  +  I{AF—DE), 
\yl,^G{BE-DF)  +  H{AF~DE)  +  J{U'  —  AB), 
von  Null  verschieden  sind ,  oder  oh  eine  oder  mehrere  derselben 
yerschwinden. 

1.  Wenn  keiner  der  Ausdrücke  -^i ,  -<4t »  verschwindet ,  so 
werden  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  unendlich  und  es  kann 
daher  die  vorige  Transformation  nicht  ausgefüli  rt  wcrd  en.  In  die- 
sem Falle  vereinfachen  wir  die  Gleichung  2)  dadurch,  dass  wir 
die  Coefficienten  von  x\  y ,  und  den  von  x\  y\  z  freien  Ausdruck 
wegschaffen ,  indem  wir 

H-  2  G  H  +  -1  /fr  -\-  2  Iw +ir  —  0 
Betzen  und  hieraus  u,  v,  w  bestimuinn.     Dies  ^^eschieht  auf  fol- 
gende Weise.    Wir  geben  der  letzten  Gleichung  die  Form; 
{Au'\'D9^EiV'\'G)u-\-{pu-\'Bv  +  Fw'\-U)o 

-l-cw* + -Bkw +» J^iiw  +  ^ti+jsr»  +  2/w + i[:=  0, 

welche,  den  beiden  ersten  Gleichungen  zufolge,  auf 


16) 
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imflekkoniiiit,  und  setsen  darin  die  ans  den  beiden  ersten  Be* 

diDgimgsgleichmigen  fliessenden  Werthe 

(BE—DF)  w-^-BG—M    _  {A  F—BE)»  -{-ÄR—M 
D^^AB  n*—AB  ' 

nach  gehöriger  Reduction  findet  sich 

[C{D*  —  AD}-^  Ek,B E—  D F)  +  F  (A  F-^J)  E)  ]  w* 
4^2[C  {B  E—  DF^  -{-  H{A F—  D E)  +  1{D^  —  ÄB)\w 
-^Aß*  +  BG^—^BGff'\-K(B*^AB), 

Der  Coefficient  von  ist  aber  einerlei  mit  d  und  ebendesswegsn 
a  0;  die  Torige  Gleichung  liefert  daber  im  Allgemeinen  einen  end- 
lichen bestimmten  Werth  für  itr,  den  wir  mit 

18)  "^--j 

bezeichnen  wollen,  aus  ihm  ergeben  sich  nach  Nr.  17)  besiiuimte 
Werthe  von  u  und  v  wenn  —  AB  von  Null  verschieden  ist,  was 
wir  für  jetzt  voraussetzen.    Die  Gleichung  2)  crliHlt  nun  die  Form 

19)  Ax^-k-  By  *+Cz*  -^-^Bx  y  -^%Ex  z  -^HFy  z  -|-2X«'=0, 
irorin  znr  Abkürzung 

Eu^Fv-^CwJ^I^L 

gesetzt  worden  ist,  und  es  bedarf  der  Untersuchung»  ob  dieselbe 
ein  elliptisches  oder  ein  hyperbolisches  Paraboloid  bedeutet.  Zu 

diesem  Zwecke  versuchen  wir  eine  durch  die  Gleichungen 

x'  ^  Mz  -^p  ^       y  =z  yz  -\-q 
charakterisirte  Gerade  so  zu  legen,  dass  jeder  ihrer  Punkte  zu- 
gleich ein  Punkt  der  Fläche  ist.    Nach  Substitution  der  Werthe 
von  x  und  y  wird  aus  der  Gleichung  19)  die  folgende  : 
{AM^-^-BN^^  C^^DMN-^IEM-^-IFN) 
-k'^[iAM+Bl<l'^E)p  +  {BIi+BM'^F)q-^L]z 

und  diese  kann  fSr  alle  mögliehen  4r'#iur  bestehen  wenn  die  Be* 
dmgungen 

20)  i  {AM-^BN-\'E)p-\-{BN^DM-\-F)q-[-L=^0, 
I  Ap'^'\-  Bq^  +1 L) pq==0 

gleichzeitig  erfüUt  sind.    Die  letzte  Gleichung  giebt: 

—B  +  yB*—AB 

und  iKsst  augenblicklich  erkennen,  dass  nur  bei  posittTen/^— 
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eine  unendliche  Menge  reeller  p  und  q  möglich  bt.  WSre  dage- 
gen i>* — AB  negativ,  so  würde  der  Torstehenden  Gleichnng  nnr 

daij  eine  reolle  Wertliopaar  0  uikI  //  =  0  genügen,  vermöge 
dessen  die  zweite  Gleichuag  in  Nr.  20)  zu 

/.  ^  0 

wird;  dieses  Ergebniss  widerspricht  aber  (b'r  Voraussetzung  z/-^0 
insofern,  als  die  Gleichung  19)  für  1  =  0  offenbar  eine  centrale 
Fl&che  (einen  elliptischen  Kegel)  bedeuten  würde.  Demnach  ist 
die  dritte  Gleichnng  in  Nr. 20)  bei  negativen  i>* — AB  nnmöglicb, 
also  die  Fläche  nicht  geradlinig.  Ans  diesen  Erörterungen  folgt, 
dass  die  Gleichung  19)  oder  l) 

für  i>*  —  AB  <0  ein  elliptisches  Paraboloid, 
für  D*  —  AB'P^O  ein  hyperbolisclies  Paraboloid 
charakterisirt.  Dasselbe  Resultat  erj^Iebt  sich  noch  etwas  kurzer 
▼ermöge  der  Bemerkung,  dass  ein  elliptisches  Paraboloi  1  um  ht 
in  einer  Hyperbel  und  ein  hyperbolisches  nicht  in  einer  Ellipse 
geschnitten  werden  kann,  dass  also  bei  einer  nicht  centralen  Fläche 
ein  einziger  elliptiseher  Schnitt  für  das  elliptische  Paraboloid  und 
ein  einziger  hyperbolischer  Schnitt  für  das  hyperbolische  Parabo- 
loid entscheidet.  Für  einen  der  a;'^'- Ebene  parallelen  Schnitt 
hat  man  aber  ar'  =  Ä  und  folglieh  die  Gleichnng 

^^'2  ^_  Bf/*^2Dxf/'  +  '2Ehx'  4-  2  Fht/  +  CA«  4-2ZÄ=  0; 
hält  man  sie  mit  der  allj;emcinen  Kegelsclmittgleicbung 

zusammen ,  so  ist 

C'i^A'  B'  -AB, 
Ä'E'*-^B'D'*-\'{fi'^—Ä'B')F'  —  1C'D'F: 

=  Jlf-^  (B*-^AB)Lh—{B'-'AB) XA; 
der  letzte  Ansdmch  kann  wegen  des  beliebigen  ä  nach  Will- 
kühr positiv  oder  negativ  gemacht  werden,  es  sind  deher  für 

C'*  A'  B D*  —  AB  <0  unendlich  viel  elliptische  nnd  für 

(j't  ^'j^»       /)2 —  jß  ^  0   nnf  nailch   viel  hyperbolische 

Schnitte  möglich,  was  die  nämliche  Entscheidung  wie  oben  giebt. 
Man  ersieht  gleichzeitig  aus  dieser  Bemerkung  wie  der  Fall 
J)*^AB=0  zu  behandeln  ist.  Die  vori^TrSnsformation  würde 
dann  wegen  der  nnendlich  werdenden  u  und  v  (Nr.  17)  nicht  aus- 
führbar sein,  aber  es  bedarf  derselben  überhaupt  nicht,  wenn 
man  gleich  die  Schnitte  der  Flache  mit  ▼erschiedenen  zu  den  Coor- 
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dinatenebenen  parallelen  Ebenen  betraebtet.  Für  D*—'AB^O 
giebt  Bwar  der  Scbnitt  parallel  anr  xy  -  Ebene  keine  Entscheidnng 

(weil  parabolische  Schnitte  In  beiden  Paraboloiden  verkommen) 
dagegen  sind  die  Schnitte  parallel  zur  a:;- Ebene  Ellipsen  för 
JF«—  .tC^O  und  Hyperbeln  für  ^C>  0;  die  Gleichung  be- 
deutet daher 

ftlr  JS^-^ACKO  ein  elltptiscbes  Paraboloid, 
für  E* — AC>0  ein  hyperboliscbeg  Paraboloid. 

Auch  dieses  Keimzeichen  würde  seii.e  Anwendbarkeit  vorlieren, 
wenn  JE* — ^6  =  0  mithin  gleichzeitig  D*^AB  und  £^  =  AC 
wftre;  man  hat  in  diesem  Falle 

J^AF^+BAC—^yJB.yiC.  F 

r=^(/*»+  BC-~2F}/BC)^A{F~}/BCY 

nnd  weil  ^  =  0^  A  aber  >  0  voransgeaetzt  ist, 

Schneidet  man  jetzt  die  Fläche  durch  eine  der  ^2- Ebene  paral- 
lele Ebene,  so  erhftlt  man  wegen  der  vorstehenden  Gleiehnng 
einen  parabolischen  Schnitt  und  es  sind  folglich  alle  den  Coordi- 
natenebenen  parallelen  Schnitte  Parabeln.  Diess  entaeheidet  be- 
reits die  Natur  der  Fläche;  in  beiden  Paraboloiden  sind  nämlich 
nur  die  zur  Achse  parallelen  Schnitte  Parabeln ,  alle  drei  Coordi- 
natenebeneu  kiiniion  aber  niclit  gleichzeitig  der  Achse  parallel 
sein,  es  ist  folglich  die  FlHclie  kein  Paraboloid,  sondern  ein  pa- 
rabolischer Cylinder,  der  in  speciellen  Fallen  zu  einer  Ebene 
degeneriren  kann.  Das  Resultat  dieser  Untersuchung  lässt  sieh 
demnach  so  anssprechen :  wenn  die  Di£Perensen 

D^—AB,       E^—AC,       F*  —  BC 

nicht  gleichzeitig  Null  sind,  so  bedeutet  die  Gleichung  1)  ein  el- 
liptisches oder  ein  hyperbolisches  Paraboloid  jenachdem  die  nicht 
yerschwindenden  Differenzen  das  negative  oder  positive  Vorzei- 
chen besitzen;  sind  aber  jene  Differenzen  gleichzeitig  Null,  so 
ist  die  entsprechendeFläche  im  Allgemeinen  ein  parabolischer 
Cylinder. 

2.  Wenn  zweitens  eine  oder  mehrere  der  Grössen  u^, , 
verschwinden,  so  erhalten  die  Mittelpunktseoordinaten,  welche 
früher  aus  den  Gleichungen 
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21)  J         />U+^9  +  ^«V  +  ^=0 

)  h'H-\-  Fv-{-  Cw-^-  l~0 
entwickelt  wurden,  keine  völlig;  bestimmten  Werthc  und  es  igt 
diess  ein  Zeichen  ,  dass  die  vorstehenden  Gleichungen  nicht  sanirat- 
lich  von  einander  verschieden  sind;  die  Fläche  besitzt  dann  un- 
endlich viele  Mittelpunkte.  Dabei  sind  iwei  Fälle  sa  unterschei- 
den. Die  obigen  drei  Gleicbnngen  können  entweder  anf  swet 
Gleichungen  snrfiekkommen  (wenn  nümllch  eine  Gleichnng  eine 
Folge  der  beiden  übrigen  ist) ;  sie  repriUentiren  dann  xwei  Ebenen 
nnd  jeder  Pankt  anf  der  Durehschnittslinie  der  letateren  kann  als 
Mittelpunkt  betrachtet  werden.  Die  Fläche  ist  in  diesem  1  alle 
entweder  ein  elliptischer  oder  ein  liyperbolischer  Cylinder  oder 
ein  System  von  zwei  sicli  schneidenden  Ebenen.  Hierüber  geben 
die  Schnitte  der  Fliidie  leicht  Auskunft;  ein  einziger  elliptischer 
Schnitt  entsclieidet  für  den  elliptischen  Cylinder,  ein  einziger  hy- 
perbolischer Schnitt  fiir  den  hyperbolischen  Cylinder;  ist  weder 
der  eine  noch  der  andere  Schnitt  mitgltch,  so  besteht  die  Flllche 
ans  Bwei  sieh  schneidenden  Ebenen.  Aosserdem  ist  noch  der 
aweite  Fall  möglich,  dass  die  drei  Gleichungen  91)  auf  eine  Glei- 
chung zurückkommen;  sie  repräsentiren  dann  eine  Ebene,  von 
welcher  jeder  Punkt  als  Mittelpunkt  gelten  kann.  Die  Fläche  be- 
steht in  diesem  Falle  entweder  aus  zwei  parnllelen  Ebenen,  welche 
von  der  £bene  der  Mittelpunkte  gleich  weit  entfernt  sind ,  oder  aus 
einer  einzigen  Ebene  (der  Mittelpunktsebene  selber);  der  letztere 
Umstand  tritt  ein,  wenn  die  linke  Seite  das  vollständige  Quadrat 
eines  Ausdruckes  von  der  Form  A*«:-^  B'y-^C't^B'  ist. 

Beispiele  zu.  derartigen  Untersuchungen  enthftlt  der  nftchste 
Paragraph. 

§.43. 
Geemetriiehe  Oerter. 

Kicht  selten  erzeugt  man  eine  Fläche  dadurch ,  dass  man 
einen  Punkt  oder  eine  Gerade  sich  nach  einem  bestimmten  Gesetze 
bewegen  Ittsstf  die  Fläche  ist  dann  der  geometrische  Ort  des  ver- 
.  änderUchen  Punktes  oder  der  Geraden.  Einige  bemerkenswerthe 
derartige  Enistehungsweisen  von  Flüchen  zweiten  Grades  sind 
folgende. 
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I.  Welche  Flftohe  beschreibt  ein  Punkt»  dessen 
AbstXnde  von  einer  festen  Ebene  nnd  yon  einer  be- 
stimmten Geraden  in  gegebenemVerhttltnisse  stehen? 

Die  feste  Ebene  sei  die  Coordinfttenebene  der  xy^  ihrBnfcb- 

schnitt  mit  der  Geraden  der  Anfaugspuiikt  rechtwinkliger  Coor- 
dinaten,  und  die  Ebene  des  Neigungswinkels  der  Geraden  gegen 
die  Ebene  die  arz- Ebene;  die  Gleiciiungen  der  Geraden  sind  un- 
ter dieser  Voraussetzung 

y  =  0,       z  =  Ca:, 
wo  C  die  trigonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  bedeu- 
tet.  Femer  hat  man  für  den  Abstand  p  des  beweglichen  Punktes 
xyz  yon  der  Geraden  nach  Formel  19  auf  Seite  4S 


l+C»  » 

und  z  als  Abstand  des  Punktes  xyz  von  der  festen  Ebene.  Be- 
Keiehnet  nun  X  das  constante  Yerhältniss      so  lantet  die  Gleichang 

der  Fläche 


1/ 


oder  nach  Wegschaffung  des  Wnrselzeichens  und  bei  anderer  An- 
ordnung 

C«.r*  -h  (1  +         +  [1  —        +      ]      -  2  Cx  z ^^0. 
Dieselbe  erhält  eine  bessere  Gestalt  wenn  man  den  Neigungswin- 
kel ^  einführt,  also  C~  Um%^  setzt,  und  nachher  mitxios'  ^  mul- 
tiplicirt;  es  ergiebt  sich 

1)    Sfii^*.a:*+y*+  (cos*i> — A*)s^ — ^sin^cot^ .  arz=0. 

Aus  den  im  vorigen  Paragraphen  unter  I.,  2,  angeführten  Kenn- 
zeichen folgt  augenblicklich,  dass  der  fragliche  Ort  eine  elliptische 
Kegeitiiiche  ist.  Will  man  ihre  Gleichung  auf  die  gewöhnliche 
Form  bringen,  so  muss  man  das  mit  xz  behaftete  Glied  wegschaf- 
fen; diess  geschieht  dadurch ,  dass  man  das  Coordinatensystem 
um  die  y- Achse  dreht,  also 


Z'=^x  9ina     z  eos m 
setat,  wo  o  den  Drehnngswinkel  beieichnet,  nnd  nachher  « 
so  bestimmt,  dass  der  Coeffieient  von  x'ti^  yerschinndet ;  uiso 

findet 
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2)  to»2o>= — —  ^ 

m 

und  als  Gleichung  der  Fläche 

D«i  schon  bekannt  ist,  dass  diese  (rleichung  eine  Kegelliae In-  cha- 
rakterisiit,  so  müssen  die  Coefticienten  von  ar'^  und  z'^  entgegen- 
gesetzte  Vorzeichen  haben;  ist  der  erste  Coefficient  positiv,  mit- 
liiii  der  zweite  negativ,  so  fKllt  die  Kcgelachse  mit  der  2'- Achse 
zusammen;  im  entgegengesetzten  Falle  ist  die  ar'-Achse  die  Ke- 
gelaehse. 

2.  Ein  Punkt  bewegt  sieb  so,  dass  seine  Abstände 
Yon  zwei  festen  nicbt  in  einer  Ebene  liegenden  Ge- 
raden ein  bestimmtes  Verbitltniss  zn  einander  haben; 

welcher  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes? 

Die  gemeinschaftliche  Normale  beider  Geraden  nehmen  wir 
zur  2 -Achse  und  den  Mittel|niiikt  ihrer  Entfernung  zum  Coordi- 
natenanfang ;  durch  letzteren  legen  wir  Parallelen  zu  den  gegebe- 
nen Geraden,  balbiren  die  Winkel  zwischen  diesen  Parallelen 
und  nehmen  die  auf  einander  und  auf  der  2-Aclise  senkrechten 
Halbirungslinien  zu  Achsen  der  x  nnd  der  y.  In  Beziehung  anf 
dieses  rechtwinklige  Coordinatensystem  sind  (wie  in  §.  9  S.  30) 
die  Gleichungen  der  beiden  Geraden 

y=5^jr,  z==c;       y  =  — Bx,        —  c; 
die  Abstfinde  des  beweglichen  Punktes  aeyz  von  beiden  Geraden 
erhalten  wir  nach  Formel  19)  in  §.  12  (S.  42) : 

1  +  ^* 


q 

bezeichnet  nun  A  das  constante  Verhältoiss  — ,  so  ist  0*=^  A*//  mit- 

p 

hin  nach  Sobstitution  der  Werthe  von  p  und  q ,  sowie  bei  Zusam- 
menfassung der  gleichartigen  Grössen : 

(l — A*)  P     +  (I  — X«)    -h  (1  —  A*)  (l  +  -ff  *)  2* 

+  2(1  +  A») Bxy  +  2(1  +  ;.^)  (i  +  7?^) Ci;  +  (!  —  A«) (l  +  5«) c»=0. 
Ftlr  9==;  fan  «  und  nach  MultipUcation  mit  cos*«  ergiebt  sich  hier- 
aus als  Gleichung  des  gesuchten  Ortes : 

4)  (1  —  A*)  [sm*  a  .  .r'  -j-  <^os^ «  .     -f-  2*]  • 

4-2(1  +  A*)  \sin  a  eoj»  a .   y  +  c  2]  +  (1  —  A')  c'  =  0. 
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Hierbei  sind  zunächst  die  Fälle  A  =  1  and  A  ^  1  sa  nnieniehelden. 
Für  iL  ^  i  erhält  man 

sin  (t  cos  a  ,  xy     cz  =  0 

oder  für  2  =  —  z 

5)  xy=s^—-Zy 

*m  2  « 

die  Fläche  ist  dann  ein  gleichseitiges  hyperbolisches  Paraboloid 
(§.  41,  Hr.  9);  für  A  ^  1  giebt  man  der  Gleichung  4)  die  Form: 

6)  + CO«*  «.y*H-«* 

I        A  1  A 

sie  drückt  in  diesem  Falle  ein  einfaches  Hyperboloid  aus.  Will 
man  die  Gleichung  desselben  in  der  gewöhnlichen  Form  darstellen, 
80  mnss  man  das  rechtwinklige  Coordinatensystem  um  die  z- Achse 
drehen  und  gleichseitig  längs  der  «-Achse  yerschieben  indem  man 

x=ix'  €i>sm  —  y  sin  c», 
x=saf  sin» p' cos  Wj 

nnd  dabei  o  und  k  so  wählen,  dass  die  Coefficienten  von  xy  und 
z'  rerschwinden.    Die  hierzu  nöthigen  Werthe  bestimmen  sich 

durch  die  Formeln 

1  +  A*  I  + 

7)  Ian2fli= — 7~7i'ö»2«f,  —          ,  c. 

Im  Fall  sich  beide  Gerade  schneiden  wird  das  hyperbolische  Para- 
boloid zii  zwei  Ebenen  nnd  das  einfache  Hyperboloid  zu  einem  el- 
liptischen Kegel. 

3.  Eine  Gerade  bewegt  sich  so,  dass  drei  gege- 
benePankte  derselben  auf  drei  festen  ineinemPunkte 
zusammentreffenden  Ebenen  bleiben;  welche  Fläche 
beschreibt  ein  vierter  Punkt  der  Geraden? 

Die  vier  gegebenen  Punkte  mögen  der  Reihe  nach  ^,  B,  P 
heissen  und  ihre  Abstände  durch  AP~a^  BP^b,  CP~  c  be- 
stimmt sein;  die  gegebenen  Ebenen  wählen  wir  zu  Coordinatea- 
ebenen  und  zwar  in  der  Weise,  dass  der  Punkt  Ä  auf  der  Ebene 
yz,  B  auf  xz  und  C  auf  xy  bleibt.  Heissen  femer  |,  17,  f  die 
«Goordinaten  irgend  eines  Punktes  der  beweglichen  Geraden  (die 
"sogenannten  laufenden  Ooordinaten),  und  x^  z  die  des  Punktes 
P,  so  können  die  Gleichungen  der  Geraden  in  der  Form 
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dargestellt  werden,  und  die  Punkte     By  C  sind  nichts  Anderes, 

als  die  Spuren  dieser  (reraden.  Wir  bezeichnen  demgemäss 
die  Coordinaten  von  A  mit  x"  =^0,       y"\  z"\ 
if  II  fi   ^  M  »        y  =0,     r  , 

„  „  M    ^  a^'»  «'=0, 

und  haben ,  weil  sie  den  Gleicbnngen  8)  genügen  mttssen, 


9) 


1  V 

1        f  ^ 


Für  du'  Entfernung  der  Punkte  A  und  i',  d.  h.  x"'y"z"  and  0:^2 

gilt  nun  der  Aufgabe  zufolge  die  Gleichung 
(x- — xy  +  (y"  —yy  +      — z)«  +  2       —  a:)  (y'"  — y)  eo^ 
4-2(x"— ar)         z)cos{xz)  +  2  (y'"— y)  (z'"— «)cos(yz)=-a«, 

oder,  wenn  die  Cosinus  der  Coordinatenwinkel  xy,  xz^  yz  mit 

/},  a  beaeiehnet  nnd  die  in  Nr.  9)  voiaeicbneten  Wertbe  snbstitnirt 

werden, 

anf  analoge  Weise  gelangt  man  an  den  Relationen 

(l+Jlf«+ JV*  +  ailfy  +  aJV/J+2JI!fiV«)  ^^=^b\ 

(I  +  Jlf*  +        ailfy  +  2iVj54- ailfi^«)     =  c«. 
Ans  diesen  Gleichungen  zieht  man  durch  Division 

oder 

bx*  rar' 

Ull  i  wenn  man  diese  Werthe  in  die  für  geltende  Gleichung  «üb- 
stituirt,  so  erhält  man  nach  Division  mit  a\ 

als  61eichnng  des  gesuchten  Ortes.  Letiterer  ist  ein  dreiachsiges 
EUipsoid. 
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Wenn  die  gegebenen  Ebenen  senkrecht  mnt  einander  sieben, 
wird  «  =  /3  =  ]f=:0,  nnd  c  sind  dann  die  Halbaebsen  der 
Flftcbe. 

4.  Zwei  niebt  in  einer  Ebene  liegende  Gerade  sind 
gegeben;  «m  jede  derselben  dreht  sich  eine  Ebene 
und  zwar  so,  dass  beide  Ebenen  immer  senkrecht  an  f 
einandej  bleiben-  Welche  Fläche  beschreibt  ihre 
1)  a  r  c  h  i^c  h  n i  1 1 8 1  i  n  i  e  y 

Unter  Benutzung  desselben  rechtwinkligen  Coordinatensyste- 
mes,  wie  bei  der  «weiten  Aufgabe,  sind  die  Gleichungen  der  bei- 
den festen  Geraden 

y:=^Bx^     «  =  C5       y  =  —  BXy     z=s — c. 

Ist  nun 

Z|X  +  iifiy  +  JV,z  =  i 

die  Gleichung  der  einen  beweglieben  Ebene ,  so  gelten ,  weil  sie 
die  erste  Gerade  in  sich  enthalten  soll,  die  Bedingungen 

und  man  kann  daher  die  Gleichung  jeuer  Ebene  in  der  Form 

IJ)  —  Jlf,^a?  + J!f,y  + -«=1 

c 

darstellen.  Auf  analoge  Weise  findet  sich  als  Gleichung  einer 
zweiten  Ebene,  welche  die  aweite  Gerade  enthält, 

c 

endlieb  liefert  die  vorausgesetzte  senkrechte  Lage  der  Ebenen  11) 
nnd  12)  die  Bedingung 

Dnreh  Elimination  von  nnd  ans  den  drei  letzten  Gleichun- 
gen erhält  mau 

oder  für  B  =^  Uui  a  und  durch  Multij  lliation  mit  cos' a 

13)  —  5iV  o  .  X*  CO«*  a  .  +  c<JS  2  a  .  z*  z=  cos  2  a  .  c' 
als  Gleichung  der  Fläche.  Letstere  ist  für  c^O  ein  einfaches 
Hyperboloid ;  für  c  =  0,  d.  h,  bei  zwei  sich  sehneidenden  Gera- 
den, wird  sie  zn  einem  elliptischen  Kegel.  Eine  nähere  Unter- 
snchung  über  die  Lage  der  Fläche  hat  die  FäUe  zn  unterscheiden, 
ob  cos 3  «  positiv  oder  negativ,  d.  h.  ob  er  <  45^  oder  >  46*^  ist; 
wir  ftberlassen  dies  dem  Leser. 
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5.  Von  einem  Pnnkte  sind  Senkrechte  anf  die 
fleclis  Seitenebenen  eines  gegebenen  Parallelopipe- 

des  herabgelassen;  welcbe  PI  Hebe  beschreibt  jener 
Punkt,  wenn  er  sich  so  bewegt,  dass  d  as  Pro  du  et  au  s 
deu  Perpendikeln  auf  drei  in  einer  h  e  s  t  i  in  ni  t  e  n  Ecke 
zusammentreffende  Seitenflächen  {^leicli  dem  Pro- 
dncte  ans  den  drei  übrigenPerpendikeln  bleiben  soll? 

Die  drei  Kanten  des  Parallelopipedes  mdgen  Sa,  36,  3c  heis- 
sen;  durch  den  Mittelpunkt  desselben  legen  wir  parallel  an  den 

SeitenflHcben  drei  Ebenen  nnd  nehmen  diese  au  Ooordinaten- 

ebenen.  Drei  in  einer  Ecke  zusaumieui»to6i»eude  Seitenflächen 
sind  jetzt  durch  die  Gleichungen 

nnd  die  gegenttberliegenden  durch 

x  =  —  a,       y  =  —  by       r==  —  c 

bestimmt.    Die  von  dem  beweglichen  Punkte  xyz  auf  die  Seiten- 
flächen herabgelassenen  Senkrechten  ergeben  sich  aus  Formel  19) 
in  §.  19  (S.  70)  wenn  man  die  Cosinus  der  Coordinatenwinkel  xy^ 
ifz  wieder  mit  und  den  Ausdruck 

mit     bezeichnet  i  jene  sechs  Entfernungen  sind  iiHmlich 

yj—^      i^ß*  y\—f 


Der  Aufgabe  zufolge  muss  nun  die  Gleichung 

U)    (a:+«)(y  +  ^)(«  +  c)  =  (;»;— fl)(y— e»)(«— ü) 
gelten  und  aus  dieser  wird  nach  gehöriger  Hebung : 

cxy  4-fta?«  +  a|/z+a6c  =  0 

oder 

15)  -f +  — +     +  1=0. 

ah     a  c  oc 

Der  gesuchte  Ort  ist  demnach  ein  einfaches  Hyperboloid,  dessen 
Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  des  Parallelopipedes  ausammen» 
föUt. 

Bezeichnen  wir  diejenigen  Eckpunkte  des  Parallelopipedes, 
deren  Goordinaten  sind 
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4*     +  »Ht 

+     —     +  II 
+  a,  +  6,  —  c,   „  C, 

+  öt  +  *i  +  » 

und  die  gegenüberliegenden  Punkte 

+  a,  —  6,  —  c,  mit 

—  «,  +  ft»  —  <?,  „ 

—  «,  —  6,  +       „  Cj, 

—  Ä,  —  6,  —  c,   „  l>t« 

so  gelten  folgende  Gleichungen  Ton  geraden  Linien: 


für  die  Kante  A  : 
A,B  : 
ACi  : 
A^C  : 
BCt  : 


»j 


»1 
1« 


11 
1» 
11 
1» 
« 


.r      ~  a ,  y  —  4-  6, 
-f-  ö,y  =  — 6; 
0?=:  —  a»«=+C, 
jp  =  +  a,  «  =  —  c; 
y  =  —  +  c, 

jedes  dieser  seelie  Giei- 

chungssysteme  erfüllt  die 
^  Gleichung  14)  mitliiu  auch 
die  Gleichung  15")  d.  h. 
die  sechs  entsprechenden 
Kanten  liegen  auf  der 
Fläche  und  bilden  dort 
das  schiefe  Sechseck 
ABiCA^BCiA;  die  übri- 
gen sechs  Kanten  AB, 
BB,  CB,  A^B,,  B^B,, 
Ci  i>i  liegen  nicht  auf  der 
Fläche. 

6.  Welche  Fläche  beschreibt  eine  gerade  Linie, 
wenn  sie  an  drei  f  es  t  en  Gerad  e  n  hingleitet,  von  denen 
kein  Paar  in  einer  Ebene  liegt? 

Durch  jede  der  drei  gegebenen  Geraden  legen  wir  zwei  Ebe- 
nen parallel  zu  den  swei  ttbrigen  Geraden,  nehmen  den  Mittel- 
punkt des  von  den  entstandenen  sechs  Ebenen  begrenstenParalle* 
lopipedes  zum  Goordinatenanfang  nnd  ziehen  durch  ihn  die  Coor- 
dinatenachsen  parallel  m  den  gegebenen  Geraden.  Letstere  kön- 
nen bei  diesem  Coordinatensysteme  durch  die  Glei^ungen 
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ic  =  +«»  y  — —  fr. 

dargestellt  werden  und  sind  der  Reihe  nach  identisch  mit  den  in 
der  vorigen  Aufgabe  erwähnten  Kanten  B^C^  C^A^  B.  Die  be- 
wegliche Gerade  sei  durch  die  Gleichungen 

17)  y^Px-^-p,       z  =  Ox'tq 

ausgedrückt;  sie  schneidet  die  erste  feste  Gerade  sobald  die  Be- 
diDgimg 

erllUlt  ist;  soll  sie  die  zweite  Gerade  scbneiden,  so  mnss  ihre 

arz-Projection  durch  die  gleichnamige  Spar  der  aweiten  Oeraden 

gehen,  also 

c~  —  (>«  +  5' 

sein ;  endlich  ist  auf  ähnliche  Weise  die  Bedingung  für  ihrenDureh» 
schnitt  mit  der  dritten  Geraden: 

—  d  —  Pa+p. 

Durch  Snbstitntion  der  ans  den  beiden  letzten  Gleiehiingen  fol- 
genden Werthe 

p  =  —  Pa  —  ft,       g  =  Qa'^c 
▼erwandeln  sieh  die  vorigen  dtei  Gleichungen  in 

ys=i(x^a)  P  —  ft,       «=(a:  +  a)  + 

und  wenn  man  die  Werthe  von  P  und  0  aus  den  zwei  ersten  die- 
ser Gleichungen  in  die  letzte  einsetzt,  so  bleibt  nach  Division 
mit  ab  c 

ab    ac  be 

Hierin  liegt  der  bemerkenswerthe  Satz ,  dass  eine  an  drei  festen 
Geraden  gleitende  Gerade  ein  einfaches  Hyperboloid  beschreibt; 

dabei  gehören  die  gegebenen  Oeraden  zu  dem  einen  Systeme  von 
geraden  Linien ,  welche  äich  auf  der  Flache  ziehen  lassen ,  und 
die  bewegliche  Gerade  wird  der  Reihe  nach  mit  allen  Geraden 
des  zweiten  Systemes  identisch.  *) 


*)  Ans  dem  Obigen  folgt  noch  eine  elegante  Construction  der  Trans- 
yersale  m  vier  gegebenen  Geraden     b,     d.    Die  drei  ersten  derselben 
bestimmen  nftmlicb ,  wenn  man  eine  bewegliche  Qer&de  daran  hingleiten 
Ami»  Gamb.  II.  14 


Digitized  by  Goo^^Ic 


—   210  — 


7.  Welche  Fläche  beschreibt  eine  gerade  Linie, 
wenn  dieselbe  an  zwei  festen  nicht  in  einer  Ebene 
liegenden  Qeraden  hingleitet  und  zugleich  einer  ge- 
gebenen Ebene  parallel  bleibt? 

Wenn  die  Ebene  den  beiden  Geraden  nicht  parallel  ist ,  was 
wir  deswegen  Toraassetzen  müssen,  weil  sonst  die  geforderte  Be- 
wegung unmöglich  sein  würde,  so  schneiden  die  Geraden  die  Ebene 

in  zwei  Punkten  A  und  B\  wir 


Fig.  44. 


J) 


vorbinden  diosc  durch  eine  Ge- 
rade, nehmen  ihren  Mittelpunkt 
0  zum  Coordinateuanfang ,  OA 
znr  Achse  der  positiven  jf  und 
die  gegebene  Ebene  znr  yz- 
Ebene.  Durch  0  legen  wir  fer- 
ner zwei  Parallelen  zu  den 
festen  Geraden  nSnilich  0  C"//AC\ 
OD" II  BD  und  erhalten  hierdurch 
eine  jenen  Geraden  parallele  (in 
der  Figur  verticale)  Ebene 
C"OD":  diese  wählen  wir  znr 


Ebene  xz,  Sie  schneidet  die  feste  Ebene  in  einer  Geraden  näm- 
lich der  z-Achse.  In  der  Ebene  xz  ziehen  wir  endlleli  irgend 
eine  zur  z- Achse  parallele  Gerade,  welche  die  Hilfslinien  OC" 
und  OJO"  In  zwei  Punkten  C'\  D**  trifft,  verbinden  den  Mittelpunkt 
L  der  Transversale  C"If"  mit  0  durch  eine  Gerade  und  nehmen 
0  L  zur  Achse  der  positiven  Das  Coordinatensystem  hat  jetzt 
gegen  die  Geraden  AC  und  BD  eine  insofern  symmetrische  I-.a|z:e, 
als  jedem  x~~OL  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  ;/  [L  C'^-  -f-  y, 
LD'  —  y)  sowie  zwei  gleiche  und  eiitge^engesetzte  z  {LC"  = 
C'C^-^-z^  LD"  ^li'  J)^  —  i)  entsprechen.    Für  OA  =  b^ 


IXsst,  ein  einfaches  Hyperboloid,  auf  welchem  «,  6,  e  zu  dem  einen  System 
von  Geraden  geboren;  die  vierte  Gerade  <f  schneidet  die  entstandene  Flüche 
im  AUgemeiiien  sweimal  in  gewissen  Punkten  A  und  Dt  \  legt  man  dnrch 

jeden  derselben  die  7.um  anderen  Systeme  g^chörende  Gerade  gy  resp.  so 
schneidet  sowohl /^i  als  g%  alle  Geradbn  des  ersten  Systemes,  mithin  aoch 
a^hyC  und  zugleich  es  sind  daher  y\  und  die  beiden  gesuchten  Trans- 
versalen. Die  zweite  HHlfte  der  Constrtiction  lässt  sich  insofern  abkürzen, 
als  mau  durch  D\  und  D-i  nur  diejenigen  Geraden  sa  ssieben  braucht,  weiche 
irgend  zwei  der  Geraden  a^b^c  schneiden. 
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Um  CAC'=^lan  a^C  sind  die  Gleiebmigen  der  gegebenen  Geraden 

lf^bjZ  =  Cx',       y  =  — 6,2t=s — Cx; 
iigend  eine  der  festen  £bene  (y  z)  parallele  Gerade  wird  durch  die 
Gleicbnngen 

19)  x  =  m,  y^zNz^p 

ansgedrfickt  und  schneidet  jene  Geraden  wenn  die  Bedinguu^«  u 

b^NCm  +  p,        ~bT=^-—  NCm+p 
erfüllt  sind.    Hieraus  ergeben  sich  die  Wcrthe 

^^^^  ^=7^^/-^ 
und  durch  Substitation  in  die  zweite  Gleichung  unter  Nr.  19) 

b 

20)  u:y  ^  —  z  —  b  cot  a  .  z. 

Hierin  liegt  der  bemerkenswerthe  Sata,  das«  eine  Gerade,  welche 
parallel  einer  unveränderlichen  Ebene  an  zwei  festen  Geraden 
hingleitet,  ein  hyperbolische«  Paraboloid  beschreibt. 


g.  44. 

Tangenten  y  Beruhrungsebenen  und  Konnalen. 

Wir  betrachten  noch  einmal  die  allgemeine  Gleichung  der 
Flächen  zweiten  Grades 

um  die  Bedingungen  zu  erörtern ,  unter  welchen  eine  Gerade  oder 
eine  Ebene  die  durcli  vorstehende  (Tleichung  charakt«>risirte  Fläche 
beriihrt.  Zu  diesem  Zwecke  transformiren  wir  die  Gleichung  in- 
wir  einen  bestimmten  Punkt  x^y^z^  der  Fläche  (den  künftigen  Be- 
rührungspunkt) zum  Anfange  eines  neuen  Coordinatensystemes 
wählen ,  welches  dem  ursprünglichen  Systeme  parallel  liegt.  Mit 
Hilfe  der  Substitutionen 

erhalten  wir 

+  2 1 /> -\-  By^-\'Fz^+  Ii)  ?/ 
^^{Ex,+  Fy^-^Cz,.-\-l)l 
J^Ax^J^B     +  C  z,'  +  '2  Ii  X,  Vo  +  2       zo  +  2  Fy^ 

14  iK 


.      .    Äix^-^Bf^-^-C^  +  ^Dxy+^Exz  +  ^Fyz 
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weil  aber  der  Punkt  x^y^Zg  der  Fläche  angehört,  so  ist  fSr  ihn 

mithin  yerschwindet  ans  der  vorigen  Oleichnng  der  Ton  |,  ij,  ^ 
freie  Theil  und  es  bleibt  als  Gleichung  der  Fläche: 

+  2  M.ro+/>yo  +  ^^'o -1-^^)1  ! 

Dnrch  den  nenen  Anfangspaukspnnkt  der  Ooordinaten  l^gen 
wir  die  Gerade 

und  suchen  ihre  Durchschnitte  mit  der  Fläche;  die  Elimination 
▼on  ^  nnd  £  giebt  für  die  Coordinate  £  eine  Gleichung  Ton  der 
Form 

•4)  |(5i  +  27)  =  0 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

ans  den  Gleichungen  4}  und  3)  folgen  die  Coordinaten  der  beiden 
vorhandenen  Durchschnitte  nftmlich: 

{  =  0,  «J  =  0,        ^       i:  =  oj 

«=--.      — t=-^. 

enn  aber  die  Gor?\flo  3)  die  Fläche  2)  berühren  soll,  so  müssen 
die  beidon  IJurclischiütte  zu  einem  einzigen  Punkte  zusammen- 
fallen, und  hierzu  ist  die  Bedingung  2"=  0  erforderlich  und  aus- 
reidiend.  Indem  wir  nun  zu  dem  ursprünglichen  Coordinaten- 
Systeme  zurückkehren,  also  in  Nr.  3)  {  — «o,  — y«,  t—^o 
t,  1},  (sehreiben,  erhalten  wir  den  Satz:  Bezeichnet oto^o ?o  einen 
bestimmten  Punkt  der  Fläche  1)  nnd 

eine  durch  den  selben  gelegte  Gerade  ,  so  berührt  letztere  die 
Fläche  im  Punkte  x^y^z^,  sobald  die  Ooefacienten  i>und  Q  der 
Bedingung 
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6)  ^  +{Px,  +  Bp,'^Fz^  +  S)P  j.=:0. 

Genüge  leisten.  —  Von  don  Grössen  1*  und  Q  bleibt  hier  eine  voll- 
kommen beliebig,  es  sind  daher  durch  einen  Punkt  der  Fläche 
unendlich  viel  Tangenten  möglich. 

Diese  Bemerkung  führt  weiter  auf  die  Frage  nach  dem  ^eo- 
metri'iclien  Orte  der  Tangenten  d.  h.  nnrh  der  FlHche  ,  welclic  die 
durch  den  Punkt  ^ro.Vo^o  gehenden  Taugenteu  in  ihrer  stetigen 
Aufeinanderfolge  bilden.  Mim  gelangt  hierzu  indem  man  beach- 
tet, dass  ^,  fjj  ^  in  Nr.  5)  die  Coordinatcn  irgend  eines  Punktee 
irgend  einer  solchen  Tangente  bedeuten,  dass  es  folglich  nnr  dar> 
auf  ankommt  P  und  Q  aus  den  Gleichungen  5)  und  6)  aussusehei" 
den;  durch  Substitution  der  aus  Nr.  5)  folgenden  Werthe 

geht  nun  die  Gleichung  in  die  nachstehende  (Iber : 

und  diese  ist  die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes.  Man  erkennt 
hieraus,  dass  alle  durch  einen  und  denselben  Punkt  x^f/^t^  gehen- 
den Tangenten  in  einer  Ebene  liegen,  welche  man  eben  desswe- 
gen  die  Tangentialebene  am  Punkte  ^o^o^o  genannt  hat. 

Die  Gleichung  der  Berührungsebene  wird  etwas  einfacher, 
wenn  man  ihr  zunächst  die  Form 

+  (z>  + By^ + Fz^ + isr)  1? 

^(Axo^-^Bya^-bOz^^-^^Bocoyo  +  «^«o«*  +  ÄJ'yo  ^o) 

—  {0  .Co  +  ff  t/o  H-  Izo)  ~  0 
ertheilt  und  hierzu  die  Gleichung 

AX9*  +  Byo*  +  C  V  +  2  />  .To yo  +  3  ^^o  ^  +  ai^y« 
+  2  Gar,  +  iJiy^  +  3i«o 0 

addirt,  welche  die  Voranssetsung  ausdrttckt,  dass  der  Punkt  XQtf^Zo 
auf  der  Fläche  liegt;  man  erhält: 
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=  0, 


und  kann  hieraus  leicht  die  früheren  Gleichungen  ableiten,  welche 
in  den  §§.  37  . . .  41  fUr  die  Berührnngaebenen  entwickelt  wurden. 

Das  im  Funkte  o-e^o-o  Tangentialebene  errichtete 

Perpendikel  pHcgt  man  die  Normale  durch  diesen  Punkt  zu  nen- 
nen; ihre  Gleichungen  finden  sieb  auf  die  in  ^.  19,  ^  angegebene 
Weise.    Setzt  man  ii.'iiiilu-li  /.ur  Al)kiirzun^ 

^  =  (l-«')-'o  — (/  — «l3)i?o- «y)Co, 

wo  ft » jj ,  y  die  Cosinus  der  Coordinatenwinkel  yz,xz,xy  bezeich- 
nen ,  so  sind  die  Gleichungen  der  Normale 

9  C 

oder 

^  ^  P~  

Bei  rechtwinkligen  Coordinaten  hat  man  einfacher 

to)        im^— iz_^=^izi£ii 

■^0  ^0  ' 

woraus  man  leicht  die  in  den  §§.  37 . . ,  41  vorkommenden  Nor- 
malengleichungen ableiten  kann. 

Wir  knapfeii  hieran  einige  nllnremoinc  Eriateriingcii  über  die 
Bestimmung  der  Tangenten,  Berübrungsebcnen  und  Normalen  an 
beliebigen  Flächen. 

or.  Tangenten.  Bezeichnen  wir  einen  auf  irgend  welche 
Weise  aus  y,  «  und  constanten  Grössen  Eusammengesetzfen 
Ausdruck  durch  ip(a;,y,  z),  so  charakterisirt  die  Gleichung 

11)  (p  {a',y,z)^{i 

irgend  eine  Fläche;  ein  beliebiger  Punkt  derselben  sei  «0^0*0 
durch  diesen  soll  eine  Tangente  an  die  Fläche  gelegt  werden.  Zu 
diesem  Zwecke  yerhinden  wir  den  Punkt  07,^0^0  ait  euiem  sweiteu 
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Punkte  x^y,  der  nämlichen  Fläche  und  suchen  sunächst  die  Glei- 
chungen der  tto  conatruirten  Secante;  wir  erhalten 

12)      — y  =  Jlf(g~ar),  «=:JV(|^a?), 
worin 

Da  rnnkto  .»oy„:o  »»^  ^'1^1*1  »ut  der  Fläche  II)  liegcu,  00 

gelten  die  Gleichiuigon 

diese  köunoti  wir  80  miteinander  combiniren,  dass  eine  neue  Glei- 
chung entsteht,  worin  ^üf  und  iV  vorkommen  und  letztere  Gleichung 
enthält  dann  die  Bedingung,  unter  welcher  die  Gerade  13)  die 
Fläche  in  den  Punkten  x^ifo^o  ^1^1  ac|ineidet.  Lassen  wir 
nnn  den  Punkt  jTi^i  dem  Punkte  st^tfo^^  näher  rttcken,  so  dreht 
sich  die  Secante  um  den  Punkt  x^ifo^o  und  geht  f%  ,  |^i=^of 

2,  in  die  Tangente  über*  Dieser  Grenslti|fe  der  Secante  ent- 
sprochen gewisse  Grenzwerthe  von  Jlf  und  iV,  welche  sich  zwar 

in  Nr.  U)  unter  der  unbestimmten  Fonn  ^  darstellen,  jedenfalls 

aber  irirond  wolche  endllclic  Grössen  sind,  die  wir  durch  7^  und  Q 
bezeichnen  woUon.  Xelnnen  wir  auch  in  der  vorhin  erwiiiinten 
'aus  Nr,  15)  abgeleiteten  Bedinguugsgleichung  .r,  =.ro,  ^i=^^o 
und  r,  =—  Zq  indem  wir  »ugleich  P  für  M  und  Q  für  N  setzen ,  so 
erhalten  wir  diejenige  neue  Bedingungsgleichnng,  welche  für  den 
Fall  gilt  y  wo  die  Gerade 

15)      ij  — yo  =  i*(l— ^0).  '»^OÖ— je*) 

die  gegebene  Fläche  im  Punkte  x^y^z^  berührt. 

Bei  der  Anwendung  auf  die  Flächen  zweiten  Grades  haben 

wir  für  x^i/o^o  "»d     V\  *i  ^i<>  Gleichungen 

-i      -h  J^Vo-^C  T*  +  2    .r„  yo  +  2  Ea:,    +  Fy^ 
+  2  (ra-„-t2  /iyo  +  2  i^o  +    —  0, 
Ax^'  +  Bfn*  +  Cc,»  +  2i>.r,f/,  +  2  Ea-^  z,  +  "IFy^  z^ 
+  2  ^.r,  +  2  ^y, -f- 2 /c, -f- =  0; 
um  hieraus  eine  Combination  zu  bilden,  welche  die  Einführung 
von  M  und  N  gestattet,  ziehen  wir  die  erste  Gleichung  von  der 
zweiten  ab  und  benutzen  in  den  ersten  drei  Gliedern  die  identische 
Gleichung 

<i* Ol Ol--« 
und  in  den  drei  folgenden  die  gleichfalls  identische  Formel 
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«t  vi  ^  «b  SS  Mt  (»,  —»•)  +  •'•    — %) ; 
wir  erhalten  siif  dieeem  Wege 

A  (x,  +  «ft)  (a?,— a-o)  +  ß  (Ui  +yo)  (y.  — i^o)  +        +  *o)  (^i  -  *o) 

+  2  />  [x,  (y,  — yo)  +  !/o  U\  —  -n)  1 

-f-  2  £'  [Xi  (r,  —  2o)  +  ^  (  i'i     ^o)  ] 

+  2  F  [v,  (r,  —  ro)  +     (y.  — ^o)  1 
-(-  2  ^  f X,  —  a-o )  +  2  /r  (y ,     yo)  +  2  /  (z,  —  r„>  0. 
Die  Diviäion  mit  x,  —  otq  bietet  hier  Gelegenheit  zur  iSabstitntion 
▼on  JU  nnd  iV,  es  wird  n;nii1i<'h 

+  IL  [XiM  +  jf.]  +  %£  [of,  +  2if  bf.  Ar+  zjitf] 

+  3  <?  +  3i7iirH- 3 /KT  =  0. 
Für  X|=«,  yi=y^  <i^2=>  M-=P^  If=Q  yerwandelt  sich  diese 
Gleichung  nach  Hebang  mit  3  in 

+i>(^o/^4'yo)  +  AX-To  (>  +  Co)  +  ^(.yo(J  +  ^'0^) 

und  enthält  die  Bedingung,  unter  welcher  die  Gerade  15)  die 
Fläche  I)  im  Punkte  >,  '/n'o  ^friihrt.  Die  Identität  der  vorigen 
Gleichung  und  der  früher  gefundenen  Bedingung  6)  ist  leicht  zu 
«ehen. 

ß.  Tangentialebenen.  Sowie  wir  vorhin  die  berührende 
0erade  als  diejenige  letzte  Seeante  betrachteten,  deren  Doreh* 
schnitte  mit  der  Fläche  in  einem  Punkte  zusammengefallen  sind, 
so  können  wir  auch  die  berührende  Ebene  aus  einer  schneidenden 
Ebene  ableiten,  wenn  wir  die  von  letzterer  Ebene  abgeschnittene 
Kappe  sich  zu  einem  Punkte  zusammenziehen  lassen.  Sei  wiederum  . 


9  (^iy»O  =  0 


Fig.  tö. 


die  Gleichung  der  gege- 
benen Fläche  und  .ro  y^^^o 
ein  auf  ihr  liegender 
Punkt  Pq,  an  welchen 
eineXangentialebene  ge- 
legt werden  soll«  Ausser 
diesem  Punkte  wtthlen 
wir  auf  der  FMche  noch 
zwei  andere  Punkte  Pt 
und  Pt ,  deren  erster 
dasselbe  y  und  deren 
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Bweiter  dmelb«  dp  wie  JP^  l^sitst,  und  die  wir  demgemt88  mit 
^1^0  ^1        ^'o!/2^i  bezeichnen.    Für  die  durch  alle  drei  Punkte 

gehende  Ebene  finden  wir  ohne  Mühe  die  Gleichung 

16)  s(t-«.)+r(,-%)-«-i^  =  o, 

worin 

17)  5=rill-5j.,  r^^LZ^t. 

Dabei  ist  za  henicksichtigen ,  dass  die  erwfthnten  Punkte  auf  der 
Fläche  liegen ,  dass  also  die  Gleichungen 

bestehen,  woraus  man  die  Werthe  von  und  T  herleiten  kann; 
doch  ist  dies  nicht  nothwendig,  es  reicht  hin,  die  Gleichungen  19) 
zu  zwei  neuen  Gleichungen  so  zu  verbinden ,  dass  S  und  T  darin 
Yorkommen.  Lassen  wir  jetzt  die  Punkte  Pf  und  dem  Punkte 
Pq  immer  näher  rttcken ,  so  dreht  sich  die  schneidende  Ebene  um 
den  Funkt  Pq  und  geht  zuletzt  für  a?i  =  Ao,  //^  -  -  //o  »  ^«  =  21= 
in  die  Tangentialebene  über.  Dieser  Grenzlage  der  schneidenden 
Ebene  entsprechen  gewisse  Grenzworthc  von  5  und  7",  welche  mit 
U  und  V  bezcicliiiet  werden  mögen.  Schreiben  wir  also  in  Nr.  17) 
U  und  r  für  und  f  und  »etzen  in  den  aus  Nr.  J9)  abgeleiteten 
Bediugungsgleichimgen  a-,  =  .ro ,  y^^y^,  r,  =  2,  =  2^,  Ä= 
T=  V,  so  erhalten  wir  die  beiden  neuen  Bedingungen,  unter  wel- 
chen die  Ebene 

19)  i7(«-Är,)+  r(i,-y.)^(t-.z.)  =  0 

die» gegebene  Fläche  berührt. 

Bei  der  Anwendung  auf  die  Flächen  zweiten  Grades  gelten 
für  Xoyo^oy  ^1^0 ^1 »  ^ot/t^i  die  Gleichungen 

+  3  C  ar,  +  2  iTyo  +  2  ^«t  +    = Ol 

+  2  Caro  +  9  Jy,  +       +ir=^  0; 
wir  subtrahiren  die  erste  von  der  zweiten,  zerlegen  wie  vorhin, 
dividiren  mit  o-,  —  Xq  und  substituiren  S]  dies  giebt 
A  {x,  -I-  xo)  +  e  (r,  +  *o)  ^  +  2i>yo 
-\-2eIx^S  +  z,)  4-  2i>„.S+  2t;  +  2/5=.^  0. 
Auf  ähnliche  Weise  verbinden  wir  die  erste  der  obigen  Gleichun* 
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gen  mit  der  dritten^  dWidiren  den  UnteiBchied  durch  ~  und 
substituiren  J;  wir  erhalten : 

Für  X,  =  jr«,  =yo»  =  *i  ==  'oi  5=  17,  7*=  F  ▼erwandeln 
sich  diese  Gleichnngen  nach  Hebung  mit  2  in  die  folgenden : 

Ja-o  +  Czo  U-\-  Dt/o 

+ ^a:o  r + (y,  F  4-  i  o)  +  ^ + /  r 

HUH  denen  mau  für  die  Unbekannten  U  nnd  F  findet: 

Ax„  4-  />yo  H-  ^-'o  4- 

Nach  BnbBtitntion  dieser  "Werthe  bringt  man  die  Gleichung  19) 
leicht  auf  dieselbe  Form ,  unter  welcher  die  Gleichung  der  Tan- 
gentialebene in  Nr.  7)  dargestellt  wurde. 

y,  Normfilen.  Nachdem  die  Gleichung  der  Berührnngs- 
ebene  auf  dem  soeben  angedeuteten  Wege  entwickelt  worden  ist, 
ergeben  sich  die  Gleichungen  der  im  Punkte  j^oVo^o 
'  gentialebene  errichteten  Senkrechten  (der  Normale)  mittelst  der 
Formeln  des  §.  19,  wie  dies  schon  vorhin  bei  den  Flächen swei- 
ten  Grades  gezeigt  wurde. 

§.  45. 

Cubatur  der  Flächen  zweiten  Grades. 

Wenn  es  darauf  ankommt,  das  Yolumen  eines  «ianz  oder 
theiiweiö  von  krummeu  Flächen  begrenzten  Körpers  zu  ermiuelii, 
so  kann  man  ein  äimiiches  Verfaliren  in  Anwendung  briu^^en  wie 
die  analytische  Geometrie  der  Ebeue  bei  der  Quadratur  kruinm- 
linig  begrenzter  Ebenen.  Durch  eine  Reihe  paralleler  Schuitte 
zerlegt  man  vorerst  das  Volumen  in  eine  Keihe  von  Schichten  und 
bestimmt  die  Fl&chen  der  entstandenen  Querschnitte;  jede  solche 
Schicht  wird  von  swei  Querschnitten,  etwa  ff  und  ff\  begrenxt, 
deren  Entfernung  $  heissen  möge.   Gonstruirt  man  zwei  Cjrliader, 
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von  flrfion  pinor  0',  der  aiuloio  (/"  zur  Basis  Iiat,  und  dfroii  <;o- 
molnschaftliche  liöhe  (oder  Dicke)  t  ist,  so  wird  in  den  iiiüisleii 
Fällen  der  eine  Cyliader  die  Schiebt  umtfchliessen ,  der  andorc 
dagegen  von  der  Schicht  umschlossen  werden,  so  dass  das  Volu- 
men  der  Schicht  zwischen  den  Cylinderinhalten  ff  b  nnd  Q"  c  liegt* 
Durch  Addition  der  Volumina  aller  umsehriehenen  nnd  aller  ein* 
geschriebenen  Cylinder  erhält  man  zwei  Volumina  2^  nnd  27", 
zwischen  denen  das  gesuchte  Volumen  enthalten  ist,  und  es  kommt 
jetzt  darauf  an ,  die  Grössen  2,'  und  IT'  einander  immer  näher  zu 
bringen.  Bezeichnet  //  Anzahl  der  Schichten,  in  welche  das 
Volumen  zerlegt  wurde,  so  bestellt  jede  der  Simuncn  und  S" 
aus  //-Gliedern,  daraus  lässt  sich  leicht  der  Betrag  von  2J'  —  £'\ 
herleiten  und  zwar  ist  derselbe  einerlei  mit  derDiHferenz  zwischen 
dem  ersten  eingeschriebenen  und  letzten  umschriebenen  oder  zwi- 
schen dem  ersten  umschriebenen  und  dem  letzten  eingeschriebenen 
Oylinder.  Nähert  sich  nun  bei  unendlich  wachsenden  ii,  d.  h. 
wenn  die  Anzahl  der  Schichten  unausgesetzt  zunimmt  nnd  folg- 
lich die  Dicke  jeder  einzelnen  Schicht  immer  geringer  wird ,  die 
Piffereuz  £'  —  £"  der  Grenze  Null,  so  ist  dies  ein  Zeichen,  dass 
die  Sinnmen  X'  und  Ü"  nacli  einer  und  derselben  Grenze  streben; 
diese  genieinseliaftliclie  Grenze  kann  aber  keine  andere  als  das 
gesuchte  Volumen  sein,  weil  letzteres  immer  zwischen  2^'  und  £" 
enthalten  bleibt.  —  Dieses  Princip  wollen  wir  zur  Cubatur  der 
Zonen  und  Kappen  von  Flächen  zweiten  Grades  anwenden. 

Das  Ellipsoid.  Beziehen  wir  die  Fläche  auf  ein  recht- 
winkliges Coordinatei)system,  dessen  Achsen  mit  den  Achsen  des 
Ellipspides  zusammenfallen ,  so  ist  wie  in  §.  37  der  in  der  Höhe  h 
parallel  zur  d?^- Ebene  gelegte  Querschnitt  eine  Ellipse  mit  den 
Halbachsen 

mithin  ihre  Fläche 

Um  den  cubischen  Inhalt  Feiner  Zone  zu  finden,  welche  von  der 
Ebene  xy^  einer  in  der  H5he  z  dazu  parallel  gelegten  Ebene  und 
im  Uehrigen  von  der  Fläche  begrenzt  wird ,  theilen  wir  die  Hdhe  z 
der  Zone  in  n  gleiche  Strecken ,  legen  üurch  Jeden  Theilpunkt  eine 
Ebene  parallel  xi/  und  erhalten  auf  diese  Weise  n- Schichten,  de- 
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ren  jede  in  horieontaler  Riehtimg  yon  swelEUipsenfläeben  begrenzt 

wird  und  die  Höhe  ^  besitzt.   Die  untere  BegrexnngBenene  ist  je- 

desiual  «liV  crrössere  und  da  die  FlMche  sich  um  so  mehr  von  allen 
Seiten  her  zusammenzieht  je  höher  die  Querschnitte  hinaufrücken, 
80  beträgt  das  Volumen  irgend  einer  Schicht  weniger  als  das  Vo- 
lumen des  nmscbriebenen  elliptiBcben  Gylinders,  dessen  Basis  die 
Basis  der  Sebicbt  ist,  nnd  mebr  als  das  Volnmen  des  eingescbrie- 
benen  Oylinders,  dessen  Qnersebnitt  die  obere  Begrenznngsfläche 
der  Scbiebt  ut.   Demgem&ss  gelten  folgende  Beziebvngen: 

•••+-?['-(tJ]^ 

die  Differenz  beider  Cylindersammen  ist 

und  da  sieb  dieser  An^mek  fttr  nnendlicb  wachsende  n  der  Grenze 
Null  nähert,  so  haben  die  beiden  Cylindersnmmen  einen  und  den- 
selben Grenzwertb,  welcher  den  Betrag  von  V  darstellt.  Znfolge 
dieser  Bemerkung  brauchen  wir  nur  den  Grenzwertb  der  einen  Cy- 

lindersumrae  zu  bestimmen  und  wenn  wir  dazu  die  erste  wählen, 
so  ist  bei  gehöriger  Zusammenziehuug 

Federn  Grenzwerthe  von: 


^ ah N  i«+a^+a»+...  +  (ii— 1) 


und  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze, 

Für  z^h  eigiebt  sieb  hieraus  f  js  afrc  als  Volnmen  des  halben 
mitbin 

2)  E=^nahe 
als  Volumen  des  ganzen  Ellipsoides.    Die  Formel  Air  den  Ka> 
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gelinhalt  ist,  wie  man  sieht,  ein  sehr  speeieller  Fall  der  Torste- 
henden. 

Ist  die  eine  Begrensnngsebene  einer  Zone  um  r«,  die  andere 

um  Zi  Ton  der  xy-Ehene  entfernt,  so  kann  das  Yolnmen  der  Zone 

als  der  L  uterschied  der  Inhalte  zweier  Zonen  der  vorigen  Art  be- 
trachtet werden;  für  Zj  >  Zq  ist  hiernach  das  gesuchte  Vuiuiucu 

3)  «^[-^(«.-»O-iW-V)]; 

handelt  es  sich  um  die  Inhalte  von  Zonen ,  deren  Begrenzungs- 
ebenen auf  einer  andern  als  der  Achse  senkrecht  stehen,  so  be- 
darf CS  keiner  neuen  Rechnung,  sondern  nur  einer  Buchytabeuver- 
tauschnng;  für  eine  Zone,  deren  Begrenzungsebenen  senkrecht  auf 
der  y  -  Achse  in  den  Entfernungen  und  yi>yo  ^om  Mittelpunkte 
stehen ,  hat  man 

und  entsprechend  für  eine  Zone ,  deren  Begrenzun^scbenon  senk- 
recht auf  der  ^- Achse  in  den  Entfernungen  und  vom 
Mittelpunkte  stehen : 

5)  »  ^  [a^  {x,  ~x^  -  i  {x,*-x,% 

Durch  Snbtraetion  der  Zone  1)  von  dem  halben  Ellipsoide 

erhält  man  eine  Kappe  von  der  llühc  c  —  die  kurz  z'  heissen 
möge;  das  Volumen  dieser  Kappe  ist: 

«) 

Steht  die  Begrenzungsebene  der  Kappe  senkrecht  auf  der  Achse 
in  der  Entfernung  y  vom  Scheitel,  so  ist  der  Inhalt  ^er  Kappe : 

7)  «i£(6y'i_iy'.). 

endlich  entspricht  das  Volumen 

8)  ,^(„a.'«_Ja'.) 

dem  Falle,  wo  die  BegrenzinigHcbene  der  Kappe  senkrecht  zur 
o:- Achse  und  um  x'  vom  Sciieitel  der  Flache  entfernt  ist. 

Das  einfache  Hyperboloid.  Unter  Voraussetzung  des- 
selben Ooordinatensystemes,  wie  in  §,  30,  ist  ein  in  der  Höhe 


Digitized  by  Goo^^Ic 


I 


—  222 

parallel  znr  xy- Ebene  gelegter  Qaerschnitt  eine  Ellipse  mit  den 
Halbachsen 

folglich  der  Flächeninhalt  des  iSchuittes 

Um  das  VoluiiKMi  V  oiiior  Zone  zu  finden,  welche  von  df^r 
l'.lj«  II.-  r  ?/,  (  in.T  in  der  Hölie  ?  parallel  dazu  gelegten  Ebene  und 
im.  Lcbrigeii  von  der  Fläche  begrenzt  wird,  theilen  wir  c  in  « 
gleiche  Strecken ,  legen  durch  jeden  Theilpankt  eine  Ebene  pa- 
rallel Xjf  and  erhalten  so  n  Schichten ,  deren  jede  in  horizontaler 
Richtung  von  zwei  EUipsenflächen  begrenzt  wird.  Die  untere 
Ebene  ist  jedesmal  die  kleinere,  und  da  die  Fläche  aieli  nach  oben 
zu  allseitig  erweitert,  so  beträgt  das  Volumen  einer  Schicht  mehr 
als  das  Volumen  des  eingeschriebenen  elliptischen  Cjlinders,  des- 
sen Basis  die  Basis  der  Schicht  ist,  und  weniger  als  das  Volumen 
des  umschriebenen  Cylinders,  welcher  die  obere  Begrenzungs- 
ebene der  Schicht  zum  Querschnitt  hat.  Demgemäss  gelten  die 
Relationen 

.>.-Mi+.i;[,.Hi)-]i..-p+(?i)]i+... 

■■■+-i'['+(Tj]^ 

die  Differenz  beider  Oylinderttummen  betrügt 

und  da  sich  dieser  Ausdruck  für  unendlich  wachsende  n  der 
Grenze  Xull  nrfhert,  so  haben  beide  Cylindersummeu  einen  und 
denselben  Orenzwerth,  welcher  den  Betrag  von  V  anhiebt.  Es  ist 
daher,  wenn  wir  hei  der  ersten  Cylindersumme  stehen  bleiben  und 
diese  möglichst  zusammenziehen 

V-s=zdcm  Grenzwerthe  von: 

o /< r ,  i'+a'+3'+...+(».— I)' 

"-^1:+  if — — - 

d.  i. 
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9)  r=:;.^  (c«r  +  iz»). 

Der  Specialwerth  2  =  c  giebt  V^ss^nabc  und  damit  den  bemer- 
kenswerthen  Satz,  dass  das  Volamen  der  Zone  von  der  flöhe  e 
gleich  dem  Volumen  eines  aus  den  Halbachsen  a^h^c  construirten 

EUipsoidps  ist.*) 

Eine  Zone,  deren  Begren^ungsebenen  parallel  xy  in  den 
Entfernangen  2^  nnd  >  liegen  kann  als  Differenz  £wnior  Zo- 
nen der  vorigen  Art  betrachtet  werden;  ihr  Yolnmen  ist  daher 

Das  getUeilte  Hyperboloid.  Dieselben  Bezeichnungen 
wie  in  §.  39  voransgesetzt ,  ist  ein  in  der  Höhe  A>c  parallel  znr 
«y- Ebene  gelegter  Querschnitt  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

■ 

mitbin  der  Flächeninhalt  des  idchnittes 

Nennen  wir  h'  den  Abstand  des  Schnittes  vom  nächsten  Scheitel 
des  Hyperboloides,  so  ist  ä  =  cH- //  folglich  die  Querschnitts- 
fläche 

c 

Um  das  Volumen  F  einer  Kappe  zn  finden,  welche  durch 
eine  in  der  Höhe  z>  c  parallel  zu  xy  gelegte  Ebene  abgeschnit- 
ten wird ,  setzen  wir  die  Höhe  der  Kappe 

z  —  c  s=  z'  also  2  =  c  4-  2  » 


*)  Gelegentlich  möge  hier  folgende  Vergteichnng  Platz  finden.  Cor- 
stmirt  man  ans  a,  c  ein  Hyperboloid,  dessen  Zone  von  der  Höhe  e  das 
Yolnmen  besitst,  einen  Cylinder  0,  ein  halbes  Ellipsoid  iT  und  einen 
Kegel  K  (Asymptotenkegel  von  ff),  so  hat  man 

Kss\n  abct   E^^it  abe,    C=:n  abe,    H=f\it  abc, 
folglich 

und  dies  ist  die  Erweiterung  des  Archimedisohen  Satses  von  Kegel,  Kugel 
und  Cylinder. 
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theilen  2'  m  fi  gleiche  Strecken  und  legen  durch  jeden  Theilpuokt 
eine  Ebene  parallel  xff^  wir  erhalten  anf  diese  Weise  n  Schichten, 
deren  jede  Ton  swei  Ellipsenflftehen  begrenst  wird  und  die  Höhe 

z 

—  besitst*  Die  untere  Begren^ungsebeue  ut  jedesmal  die  kleinere 
ft 

und  da  das  Hyperboloid  sich  nach  oben  zn  allseitig  erweitert ,  so 
beträgt  das  Volumen  einer  Schicht  mehr  als  das  Volumen  des  ein- 
geschriebenen elliptischen  Cyiiinlors ,  welcher  die  untere  Begren- 
zungscbonf  zur  Ha.sis  hat,  und  weniger  als  das  Volumen  des  um- 
scliriebencu  Cyiiuders,  dessen  Querscliuitt  die  obere  Begrenzungs- 
ebene  ist.   Demgemäss  gelten  folgende  iilelationen 

die  Differena  beider  Cylindersummen  beträgt 

L     n      \  n  J  j  n         c*  n 
und  da  dieser  Ausdruck  bei  unendlich  wachsenden  n  der  Grense 
Null  zueilt,  so  haben  die  beiden  ()})igen  Cylindersummen  eine  ge- 
meinschaftliche Grenze  =  V,    Bleiben  wir  bei  der  ersten  Summe 
stehen,  so  ist 

F=  dem  Grenawerthe  ron: 

^ab  r  ^  n-a  +  ..+(»-i)^.    i«+.8'+...4.(.-.)'  1  ^. 
L  «  «*  J 

uud  zwar  nach  bekannten  Sätzen 
oder. bei  Kestitutioa  des  Werthes  von  z* 

Der  Specialwerth  z  =  2c  oder  ^'  =  0  giebt  F=f  nabe  mid 
hierin  liegt  der  bemerkenswerthe  Sata,  dass  das  Yolnmen  der 
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Kappe  von  der  Höhe  e  mit  dem  Volninen  der  Zone  fibereinkommt, 
welehe  In  dem  etnfaeben  Hyperboloide,  von  der  KebleUipse  ab 

gerechnet,  die  nämlicho  Höhe  besitzt. 

Eine  Zone,  deren  Begienzuu^sclienen  parallel  zur  j  y  - Ebene 
in  den  Entfernungen  und  Z|>Zo>  c  liegen,  kann  nls  Diil'erenz 
zweier  Kappen  betracbtet  werden,  und  bat  demnach  das  Volumen 

Ans  dem  Vergleiche  mit  der  zwischen  tlenselbon  Ebenen  ontlial- 
tenon  Zone  des  einfachen  Hyperboloides  folgt,  dass  die  DiÖereuz 
beider  Zonen  (ein  ringfäruii^or  Körper)  einem  elliptischen  Cylin- 
der  gleich  ist,  welcher  die  Kehlellipse  des  einfachen  Hyperboloi- 
des zur  Basis  und  die  doppelte  Höhe  der  einen  Zone  zur  Hohe  hat. 

Das  elliptische  Paraboloid.  Der  in  der  Höhe  A  paral« 
lel  zui  ay-Kbcno   gologte  elliptische  Quersclinitt  besitzt  nach 

§.  40  die  Halbachsen  ]/^ah  und  y^bh  mithin  den  Mächeuiuhait 

handelt  es  sich  um  das  Volumen  V  einer  Kappe  tou  der  Höhe 
Zj  so  theilt  man  z  wieder  in  n  gleiche  Strecken,  legt  durch  je- 
den Theilpunkt  eine  Ebene  parallel       und  zerföUt  somit  die 

Kappe  in  n  Schichten,  deren  jede  von  zwei  Eilipscnfläclien  be- 

grenzt  wird  und  die  Höbe     besitzt.  Zufolge  des  Umstandes,  dass 

sich  das  Paraboloid  nach  oben  zu  allseitig  erweitert,  ist  jede  solche 
Schicht  grösser  als  der  eingeschriebene  und  kleiner  als  der  um- 
schriebene  elliptische  Cylinder  mithin 

'        II*      '      n  n         '      n  n 

(n —  \)z  z 

^       n  n  '        n  n  '        n  n 

y —  nz  z 

. . .  +  luv  ab  • 

^       n  n 


Die  Differenz  beider  Oylindersummen  beträgt 


HZ  Z   


27f  y  ab  =  27iyab 

und  hat  für  unendlich  wachsende  n  die  Kall  zur  Grenze;  beide 

Anml.  6«oni.  U.  15 
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CyUndemmtneii  nMbern  aich  dther  einer  gemeiiucliaftliGheii 
Orense  ^  F,  d.  h.  es  ist,  wenn  wir  die  erste  Somme  betrneliteB, 

F=  dem  Grenswerthe  von: 


oder 


14)  F  =  «^«dA 

Der  Inhalt  einer  Zone,  deren  Begrenzungsebenen  parallel 
anr  -  Ebene  In  den  Entfernungen  und  >  liegen ,  ergiebt 
flieh  hieraus 


15) 


Fig.  46. 


Das  hyperbolische 
Paraboloid.  Um  einen 
quadrirbaren  Querschnitt  der 
Fläche  au  erhalten  legen  wir 
in  der  Entfernung  OL^l 
eine  Ebene  parallel  aur  yz- 
Ebene  durch  das  Paraboloid; 
der  entbtehcndft  Vertical- 
scbnitt  ist  eine  durcli  die 
Gleichung 


a  b 

cbarakterisirto  Parabel  MPN.  8ie  schneidet  die  .r^- Ebene  in 
awei  Punkten  ilf  und  iV,  für  welche  = 0  und p^LM  oder  =^Ll!l 
Ist;  diesgiebt 

Diese  ]\aral)('l  begegnet  fpi  ner  der  Ebene  ia  einem  Punkte  P 
(ihrem  Scheitel),  dessen  y^^O  und  dessen  z^^^XP  ist,  woraus 
folgt 

1  I*  • 

2  a 

Der  bekannte  Sats  des  Archlniedes  lehrt  nun  den  Flächeninhalt 
des  Querschnittes  kennen,  nämlich  MPIfz=^  IM .  LP,  d.  I.  ver- 
möge der  angegebenen  Werthe, 
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Nach  dieser  Varbereitnng  schreiten  wir  zax  Inhsltsbestim- 
mtmg  des  körperliehen  Raomes  welcher  von  der«y-Bhene, 
von  einem  in  der  Entfernung  x  parallel  anr  y«- Ebene  gelegten 

Querschnitte  uud  im  L  ebi  igen  von  dem  hyperbolischen  Paraholeide 

begreuat  wird.  Zu  diesem  Zwecke  theilen  wir  ar  in  n  gleiche 
Strecken,  legen  durch  jeden  ^licilpunkt  eine  Ebene  parallel  yz 
nnd  aerföUeu  somit  das  Volumen  in«  Schichten,  ilcicu  jede  von 

iL' 

zwei  parabolischen  Querschnitten  begrunat  wird  nnd  -  znr  Dicke 

hat.  Da  sich  die  FlAche  in  der  Richtung  der  a:  allseitig  erweitert, 
80  hetrSgt  das  Volumen  einer  solchen  Schicht  mehr  als  das  Volu- 
men des  eingeschriebenen  und  weniger  ab  das  Volumen  des  um- 
Bchriebenen  paraboUschen  Cylinders;  diese  Bemerkung  führt  au 

4 

den  Kelationen   

'"'^  3         VTJ  n' 
Der  Unterschied  beider  Cylindersummen  jst 

2  yäb  r  wf  ^*£  _.  1  ^ 

S" Vn"-/  n  ~"  3   a*  » 
und  hat  für  unendlich  wachsende  n  die  Null  anr  Grenae.  Beide 
Cylindersummen  besitzen  demnach  eine  gemeinschaftliche  Grenze 
=  V  und  zwar  ist,  wenn  wir  nur  die  erste  Summe  beibehalten, 

r=  dem  Grenzwerthe  von: 

3  ^ 
oder  nach  einem  bekannten  Satze 

„     1  , 


•)  Die  obige  Formel  j^ewinnt  einen  geometrisch  leicht  fassbaren  Siun, 


wenn  man  sie  in  folgende  umsetzt: 

.      1      2  yab  . 
'^■"4     3  iß 


15» 
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Für  das  Volomen  einer  Zone ,  welche  von  swei  in  den  Eatfernnn- 
gen  ar^  und  X|  >  parallel  s&  yz  -  Ebene  gelegten  QnerBchnitten, 
Ton  der  «y- Ebene  und  anaaerdem  Ten  der  FlSebe  b^prenst  wird, 
ergiebt  aieh  bieroaeh 


Besteht  da«^f*g«Mi  <\\v  Hc^ren7Mn^  df^r  Zone  an«  zwei  in  den  Ent. 
fernungen  yo  ^  1/%  parallel  zur  a:  z  -  Ebene  gelegten  (Quer- 

schnitten und  im  Uebrigen  wieder  aus  der  o:^- Ebene  nnd  dem 
byperboliflcben  Paraboloid ,  so  stellt  der  Ausdruck 


das  Volumen  jener  Zone  dar. 


und  »ich  an  die  vorige  Be.>iiinniu«g  des  Querschnittes  M  P  .V  erinnert ;  man 
kann  nämlich  sagen :  der  Abschnitt  V  \h\  der  vierte  Theil  des  umschriebe- 
nen (paraboliidien)  linden.  Dieser  Sats  darf  als  das  stereometriscbe 
Conrelat  des  Arehimedtseben  Satses  yon  der  Parabel  gelten. 


17) 


\yab 


6 
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Neuntes  GapiteL 

■ 

Flächen  verschiedener  GaUuiig. 

46. 

Eneugung  der  Flächen  durch  Curvea. 

Nach  Analogie  der  in  den  §§.  34,  35  und  36  vollständig  i&itge* 
theilteu  Discussion  der  allgememen  Gleichuog  der  Flttchen  aweiten 
Grades  wäre  wohl  eine  Untersncbmig  fiber  die  xnöglicben  verscbie- 
denen  Flächen  dritten  Grades  denkbar,  doch  ist  dieselbe  wegen 
ihrer  ausserordentlichen  Weitlänfigkeit  bi:^  jetzt  noch  nicht  unter- 
nommen worden;  dasselbe  gilt  in  noch  weiterem  Maasse  für  die 
Flächen  vierten  oder  höheren  Grades,  und  man  hat  sich  deshalb 
über  den  zweiten  (>iaJ  liiuaur,  auf  die  Betrachtung  einzelner 
Flächen  beschränkt,  welche  entweder  durch  besondere  geometrische 
Eigenschaften  oder  durch  ilir  Vorkommen  bei  pliysikah'schen  Fra- 
gen die  Aufmerksamkeit  auf  sich  zogen.  Hierin  liegt  der  Grund, 
warum  wir  bei  der  nachfolgenden  Besprechung  von  Flächen  ver- 
schiedener Gattung  nicht  mehr  von  deren  Gleichungen  ausgehen, 
sondern  umgekehrt  aus  der  Entstehungsweise  jeder  einzelnen 
Fläche  ihre  Gleichung  ableiten. 

Wir  erinnern  zunächst  an  den  Umstand,  dass  jede  der  vier 
ersten  Flächen  zweiten  Grades  durch  eine  bewegliche  Ellipse, 
und  das  hyperbolische  Paraboloid  durch  eine  veränderliche  Hy- 
perbel beschrieben  werden  kann,  wcmi  die  betrett'cnde  Curve  pa- 
rallel einer  Ebene  {xy)  fortbewegt  wird  und  gleichzeitig  ihre  Schei- 
tel auf  zwei  gegebenen  Linien  bleiben ;  allgemeiner  aufgefasst 
liegt  hierin  ein  Mittel  zur  Erzeugung  beliebiger  Flachen.  Bewegt 
sich  nämlich  eine  ihrer  Natur  nach  bestimmte  ebene  Curve  s  so, 
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dass  sie  einer  festen  Ebene  parallel  bleibt  und  ausserdem  zwei  ge- 
gebene Linien  und  schneidet,  so  l)esclireibt  s  im  Allgemeinen 
eine  Fläche,  dorm  Gloiclning  sich  rhs  doii  vor!«»en  Bedingungea 
herleiten  lasst.  Wir  wollen  einige  Falle  der  Art  betrachten. 

1.  Elliptische  Paraboloide.  Wir  denken  uns  drei  auf 
einander  senkrechte  Ebenen  und  in  zweien  derselben  beliebige 
parabolische  Gnrven  constmirt;  lassen  wir  nun  eine  Terftnderliclie 
Ellipse  sich  so  bewegen,  dass  ihre  Ebene  der  dritten  von  jenen 
Ebenen  parallel  bleibt  und  avgleieh  ihre  Scheitel  anf  den  gegebe- 
nen Parabeln  fortrücken ,  so  besehreibt  die  Peripherie  der  Ellipse 
eine  Flache,  die  im  Allgemeinen  ein  clliptiscLes  Paraboloid  heis- 
sen  mag.   Zu  ihrer  Gleichunj^  gelangt  man  auf  folgende  Weise. 

Die  hciden  ersten  Ebenen  wiililen  wir  zu  Coordinatenebcnen 
der  xz  und  yzy  und  denken  uns  die  beiden  Parabeln* durch  die 
beiden  allgemeinen  Gleichungen 

Fig.  47*  bestimmt,  wobei  in  Besiehung  anf  die 

Figur  NU=x'\  iVr=y  "  und  ONz=zz 
ist.  Ffir  jeden  auf  der  Ellipse  UPV, 
also  auch  auf  der  Fläche  liegenden 
Punkt  P,  dessen  Coordinaten  j-,  y,  z 
^  hei  ssen  ni  <  i  \i.  o  n ,  gilt  weiter  die  KUip- 
sengleichung 

und  hier  bedarf  es  nur  der  Substitution  von  x"  und  y"  aus  Nr.  1), 
um  sofort 

als  Gleicliuiij^  der  Flüche  zu  erhalten. 

So  hat  man  z.  B. ,  wenn  die  beiden  Leitcurveu  semicubi»cbe 
Parabeln  und  durch  die  Gleichungen 

bestimmt  sind ,  als  Gleichung  der  Fläche : 
4)  ads'  +  dy'Äi*; 

4  letstere  ist  demnach  ein  elliptisches  Paraboloid  dritten  Grades. 
Die  Gestalt  desselben  erkennt  man  leicht  aus  seiner  Entstehuogs- 

weise;  die  Tläche  erweitert  sich  allseitig  in  der  liichtung  der  po- 
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sitiven  lAaft  fttr  z  s=sO  in  eine  Spitse  aus  unä  h^it  bei  negativen 
z  zu.  existiren  auf.  Die  zur  wy  •  Ebene  nieht  parallelen  Schnitte 
sind  Curven  des  dritten  Qrades*  Was  die  berührende  Ebene  in 
einem  Punkte  der  Fläche  betrifft,  so  ist  diese  nach  dem  in  §.  44, 

/J,  angegebenen  Verfahren  leicht  zu  bestimmen.  Für  eine  Ebene, 
welche  mit  der  Fliiclie  die  runkic  .<*oyo*o»  ^t^o^a  ^«yt*«  gemein 
hat,  gilt  nämlich  die  Gleichung 

*i — ''^0  jf« — yo 

und  2war  ist  dabei 

JDie  Subtraction  der  ersten  von  der  zweiten  Gleichung  giebt 
woraus 

>i  —  <t(a', +.ro) 

^   .  ^  ^  Ä    t    ■»  I        2 ' 

auf  analoge  Weise  folgt  aus  der  Verbindung  der  ersten  mit  der 
dritten  Gleichung 

substituirt  man  diese  Werthe  in  die  obige  Gleichung  der  Schnitt- 
ebene und  lässt  nachher  die  Punkte  x^y^z^y  ^lyo^a  ^•tft^t 
sammenfallen,  so  erhält  man  als  Gleichung  der  berührenden  Ebene : 


öZq  0*0 


oder 


Bei  Weglassung  der  nicht  mehr  nöthigen  Indiees  ist 


2««        2by  8 

— ?-«  jrfl  +  ji;-^ 

und  mau  erkeimt  hieraus,  dass  die  durch  den  Puiikt  .0/ z  gehende 
Tangentialebene  von  den  Coordinatenachscn  die  Strecken 

*1  — -_itL!     -^£^^-.±€2  ' 


abschneidet,  deren  Construction  sehr  einfach  sein  wfirde. 
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Auch  die  Cabatar  einer  Kappe  oder  Zone  ungeier  FUcbe 
unterliegt  keiner  Sehwierigkeit.  Ein  in  der  Höhe  h  parallel  inr 
ary- Ebene  geführter  Querschnitt  ist  eine  Ellipse  nnd  deren  Fläche 


r    a  r    b  p^f^f, 


denken  wir  nns  derartige  Schnitte  in  den  Höhen  0,  ^,  ~)  •  -  * 
- — jp  - ,        gelegt,  so  zerfBllt  die  Kappe  von  der  Höhe  z'mn 

Z  m 

Schichten,  deren  jede  die  Höbe  —  besitst  nnd  {grösser  als  der  ein- 

tf 

geschriebene,  dagegen  kleiner  als  der  umschriebene  elliptische 
Cylinder  ist.  Für  das  Volumen  V  der  Kappe  gelten  demsufolge 
die  Ungleichungen 

y<     i '  V  ^  -i  —  (^^X  ^  \  —  P    ^  i 

,     71    r n  z 
+         I  —  I  -j 

]/ab        J  n 

die  Differenz  der  beiden  Cylindersnmmen  ist 


und  nähert  sich  für  unemllicli  wiichsciulc  n  der  Grenze  Null,  wor- 
aus fol^t,  (la.ss  die  ohif^cn  CylindersumiiH'ii  einor  inid  derselben 
Grenze  zustu  licn,  welche  V  selber  sein  muss.  Dcmuach  ist,  wenn 
wir  bei  der  ersten  Öuonnc  bleiben, 

V  =  dem  Grenzwcrthe  von  : 

n  i»+2»  +  a^  +  ...-K»— 1)'^ 

d.  h.  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze 

yäh 

Hieraus  ergiebt  sich  das  Volumen  einer  Zone,  deren  Begrensung*' 
ebenen  parallel  zur  o:^- Ebene  liegen,  indem  man  dasselbe  sl« 
Differenz  der  Volumina  zweier  Kappen  betrachtet. 
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Nach  dem  Vorigeo  kann  man  leicht  elliptische  Paraholoide 
beliebiger  Grade  constrairen;  wftblt  man  s.  B.  aU  Leitcnnren  swei 
gewöhnliche  Parabeln,  deren  Achsen  die  x-  und  die  Achse  sind 
und  welche  den  Ooordinatenanfang  zum  meinscliaftlichen  Schei- 
tel haben,  so  treten  an  die  Stelle  der  Gleichungen  \)  die  folgenden 

»t  *  ut  * 

und  hieraus  ergiebt  sieb  als  (ihMcIiung  der  Fläche 

letsterQ  ist  demnach  ein  elliptisches  Paraboloid  vierten  Grades, 
welches  fttr  d  x=  a  in  das  anf  Seite  128  erwähnte  Rotationsparabo- 
loid  übergeht.  Als  Gleichung  der  Berührnngsebene  findet  man 
nach  dem  allgemeinen  Verfahren 

«-«.)  +  ^  (1-».)  -  «-*.) =0 

oder  bei  Wcglaäsung  der  ludicos  und  weiterer  Zusammen^iehung 

die  Tangentialebene  im  Punkte  xyz  schneidet  demnach  auf  den 
Goordinatenachsen  die  Strecken  ab. 

 £_  fpj     _  *       y       .1. 1 

crx  X  b  tf  y 

deren  Construction  scLr  leicht  sein  würdo.  —  Für  das  Volinncn  V 
einer  Kappe  von  der  liöhc  z  ergiebt  sich  nach  der  allgeuieiucu 
Methode 

ab 

woraus  das  Volamen  einer  Zone  wie  vorhin  hergeleitet  werden 
kann. 

Die  mitgetheilten  Betraehtnngen  lassen  noch  insofern  manche 
Verallgemeinerung  zu,  als  man  die  parabolischen  Leitlinien  durch 

beliebige  andere  Curvcn  ersetzen  und  statt  der  beweglichen  Ellipse 
irgend  eine  Cuive  nehmen  kann,  deren  Natur  durch  die  beiden 
Strecken  iV^7=.r"  imtl  y  V  -  -  y'"  hcstimmt  ist. 

2.  K.  eil  flächen.  Eine  veränderliche  Gerade  möge  sich  so 
bewegen,  dass  sie  einer  festen  Ebene  parallel  bleibt  und  ausser« 
dem  sowohl  eine  gegebene  Gerade ,  als  eine  sonst  noch  gegebene 
feste  Curve  schneidet;  die  bewegliche  Gerade  beschreibt  in  diesem 
Falle  eine  Fläche,  die  längs  der  festen  Geraden  in  eine  Schneide 
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aotfläiift  und  daher  nicht  unpassend  als  eine  Keilfläehe  bezeichnet 
werden  kann.  Um  ihre  Gleichung  in  mdglichst  einfacher  Form  an 
erhalten,  nehmen  wir  die  feste  Gerade  snr  «-Achse  nnd  die  feste 


Fig.  48. 


Ebene  aar  yz- Ebene;  bezeichnen 
jetzt  ar,  z  die  Coordinaten  irgend 
eines  Punktes  Pder  beweglichen  Ge- 
raden und  ä:' y'  z  die  Coordinaten  ih- 
res Uurchscluiittes  Q  mit  der  r'uivp, 
so  können,  der  erbten  Bedingung  zu- 
folge,  die  Gleichnugen  der  beweg- 
lichen Geraden  durch 
*         _  _ 

dargestellt  werden.  Femer  gelten  f&r  den  Punkt  x'yt'  die  Glei- 
chungen der  gegebenen  Ourve  etwa 

und  nun  ergiebt  sich  aus  den  vier  aufgestellten  Gleichungen  durch 
Elimination  von  o;',  y',  z 


9    •   ■  \i 

^  

«) 


als  Gleichung  der  beschriebenen  Flache, 

Ist  z.  B.  die  Leitcurve  eine  Gerade,  mithin 

SO  lautet  die  Gleichung  der  erzeugten  Fläche 

Cx  +  c 


oder 


Bx+b 


Cxy  —  Bxz  +     —  6s  =t  Oj 
letztere  ist  demnach  ein  hjrperbolisches  Paraboloid ,  wie  schon  in 

§.  43  Aufgabe  7  gefunden  wurde. 

•  Wenn  die  feste  Gerade  senkrecht  auf  der  festen  Ebene  steht 
und  die  Leitcurve  eine  Ellipse  ist,  deren  Mittelpunkt  auf  der 
s- Achse  und  deren  Ebene  parallel  zur  ory- Ebene  liegt,  so  gelten 
für  y  und  z  die  Gleichungen 


« 

und  daraus  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  elliptischen  Keilfläehe 

(/  C  1/ 

z=  — ■  ' 
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Die  horizontalen  SelinHte  derselben  sind  Ellipsen,  denn  fUr 
erhült  man 


alle  sonstigen  zur  -  iibcno  nicht  parallelen  Schnitte  geben  Cur- 
ven  vierton  Grades. 

Die  durch  den  Tunkt  xyz  gehende  Bcrührungscbcnc  bestimmt 
sich  wie  früher  auf  die  Weise,  dass  man  durch  die  Punkte  xyz^ 
^iU^ii  ^yt^%  zunächst  eine  Schnittebene  legt  und  nachher  diese 
Funkte  susammenfallen  lässt.  Die  Gleichung  der  genannten 
Ebene  ist 

und  vermöge  der  Gleichung  der  Flftche 

—  z  acy  {y  ii^  —  x^  —       —  ar,*) 

z»  —  z  ae 

der  erste  Quotient  rechter  Hand  bedarf  noch  einer  Transformation 

und  zwar  besteht  dieselbe  darin,  dass  man  Zähler  und  Nenner  mit 

multiplicirt,  wodurch  der  Zähler  rational  =Xi  — =  (a^i  +  ar) 
(oTi — x)  wird.  Nach  Hebung  des  leisten  Factors  bleibt 

JTi  — «     b  y{a*— X*)  («•  — [j/a«— +  ^0^— ar,«]  ' 
setst  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  der  Schnittebene  ein 

und  lasst  dann  die  Punkte  .ry:,  *^!/z*t  zusammenfallen,  so 

bleibt  als  Gleiclmug  der  Tangentialebene : 

oder,  wenn  ]/a* — durch  z  ausgedrückt  und  das  Gleichartige 
vereinigt  wird, 

Um  das  Volumen  einer  Kappe  von  der  Höhe  z  au  ermitteln,  be- 
nutzen wir  wieder  die  Methode  der  ein  -  und  umschriebenen  Cy- 

liuderj  letztere  sind  elliptische  Clünder,  wuii  der  in  der  Höhe  h 


r 
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ptrallel  rar  ;ry- Ebene  gelegte  QnersehiiUt  eine  ans  den  Halb- 
achsen a  und  —  cuiibtruirte  Ellipse  ist,  tlcreu  Flache  n  beträgt. 
c  e 

Hiernaeli  fiberzengt  man  sieh  leicht  von  der  Bichtigkeit  der  TJn* 
gleichnngen 

*  .     ab  z  2   ^     ab^z  z  . 
y>n  —  0  +  »  K  •  •  • 

c    n         c  n  n  c   n  n 

c        n  n 

ab  z  z        iihlz  z    ,     ab^zz  . 

F<<  n  f-Ti  r  »  r»«» 

CA»        cn»  citis 

C    II    «  ' 

man  zieht  daraus 

V  =  dem  Grrenswerthe  Ton : 

und  durch  AuäführuDg  des  Greuzenübcrgangcs 

*  c 

Das  Volnmen  einer  Zone  des  elliptischen  Keiles  ist  hiemach  leicht 
zu  finden. 

§.  47. 

Fmapnnkteflädieii. 

Denkt  man  sich  durch  einen,  beliebigen  Punkt  P  einer  gege- 
benen Fläche  an  diese  eine  Bernhrungsebene  gelegt  und  auf  letz- 
tere von  einem  festen  Punkte  C  eine  Senkrechte  herabgelassen, 
deren  Fusspunkt  Q  heissen  möge ,  so  entspricht  jedem  Punkte  P 
ein  neuer  Punkt  Q  im  Jüiume,  und  wenn  P  die  geflohene  Flache 
durchlcäuft,  go  wird  anrh  der  Punkt  {)  eine  ge^s  isse  Fläche  beschrei- 
ben ,  welche  man  die  entsprechende  Fusspunktenfläche  nennen 
kann.  Nicht  ohne  Interesse  sind  die  aus  den  Flächen  zweiten  Gra- 
des abgeleiteten  Fusspunktenilächen,  deren  Betrachtung  uns  im 
Folgenden  beschäftigen  wird.» 

Die  centralen  Flächen  zweiten  Grades  lassen  sich,  wenn  die 
Hauptachsen  zu  Ooordinatenachsen  genommen  werden,  durch  die 
allgemeine  Gleichung 

1)  Aa^-i-  Bt/  -^^  Cz*^l> 
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aiifldrttokeii,  und  die  Gleiehang  der  BerUhTungscbene'.im  Fankte 
xyz  ist  dann 

Eine  Senkrechte  vom  Mittohinnkte  der  Fläcbe  ((lein  Coordinaten- 
anfange)  anf  die  Tangentialchene  schneidet  letztere  in  oini-ni 
i'unkte,  dessen  Coordinaten  ^ot?7o»(io  nach  §.19  Nr.  21  gefunden 
werden;  sie  sind 


2) 


Die  Gleichung  der  FiisspunktcnHäche  darf  ausser  Vo »  noch 
die  bekannten  Grössen  Aj  C,  D  enthalten  und  ist  folglich  durch 
Elimination  von  r,  z  aus  den  Gleichungen  l)  und  2)  zu  ent- 
wickein. Aus  Nr.  2)  üudet  mau  einerseits : 

lo'  +  ^o'  +    —      ^  ^  Y  -h  C«T«' 

andererseits  bei  Rttcksiclit  auf  die  Gleichung  1) 

die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  das  Quadrat  von  der  rechten 

Seite  der  vorhergehenden  Gleichung ,  mithin 

oder,  wenn  man     y,  z  für    ,  7/0 ,  ^0  schreibt, 

Demnach  ist  fttr  die  Fnsspunktenfllfcche  des  dreiachsigen  EUip- 
soides: 

+    +      — +iV  +  c*«^i 
des  einfachen  H^rperboloides : 

und  des  getheilten  Hyperboloides : 

(.^  ^.     ^  z^Y      ^  ««a:«  —  6V  -f 
Diese  drei  Flüchen  besits^en  genieinschaftlicli  eine  bemcrkenswcrthe 
Eigenschaft;  schneidet  man  nämlich  die  Fläche  3)  durch  eine  con- 
ceptrische  Kugelfl&che  mit  dem  Halbmesser  r,  so  gilt  für  alle 
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Punkte  der  Durclischnittslinie  ausser  der  Gleichung  3)  noeb  die 
folgende 

a;'         +  5*  =  r* 

oder 

(a^  +  y'  +  zy=r^r'      +     +  2*), 
deren  SabAlitatioa  in  Kr.  3)  giebt 

r»  f,r*  +  /  4-  r»)  _  a-«  _^  3/ 


oder 


5) 


Diese  Gleicluuig  reprlisentiit  einen  elli}iti.st  hcn  Kegel,  die  ScUmtt- 
curve  ist  also  ein  sphärischer  Kegelschnitt. 

Die  nichtcentraien  Flächen  zweiten  Grades  können  durch  üie 
aligemeine  Gleichung 

4)  Aa^-^  B^  =  %z 

ansgedrflckt  werden,  dersufolge  die  Gleichmig  der  Tangential- 
ebene im  Punkte  xyz  ist: 

Axi  +  Bytj  —  t^z. 
Eino  Sonkicchte  vomSclicitol  der  Flache  (dem  Coordinatenanfange) 

auf  die  Berülirungsebenc  schneidet  letztere  in  einem  Punkte  Cot^ol«» 
dessen  Coordinaten  sind: 

Axz 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  erstens 

femer  nnter  Kücksicbt  auf  Nr.  4) 

|o_  ,  ijo     

multiplicirt  man  das  erste  Ergebniss  mit  2^  nnd  vereinigt  e»  mit 
dem  zweiten,  so  erhÄlt  man  als  Gleichung  der  Fnsspunktenfläche 

oder,  wenn  a:,  y,  — 2  für      Vo>  ^  geschrieben  wird,  ^ 
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6) 


Hiernach  ist  für  die  Fnsipunktenfläche  des  elli|) tischen  Parabo- 
.loides: 

Ox-*  +  y*  -h  r«)  z  =^  ^  {aa^  +  iy«), 
und  des  hyperbolischen  Paraboloides : 

+  +  2*)  2  =  i  (ao:*  — 
Die  auf  der  x;- Achse  senkrechten  (boriaontalen)  Qaerschnitte  der 
ersten  Flftche  sind  Ellipsen,  die  der  aweiten  Hyperbeln;  jeder  die 
z  -  Achse  in  sich  enthaltende  Schnitt  ist  die  Fasspunkteneunre  einer 
Parabel  (eine  Cissoide).  Schneidet  man  die  erste  Fusspunktcn* 
fläche  darcli  eine  aus  dem  Halbmesser  r  beschriebene  Kugelfläche, 
so  genügt  jeder  Punkt  des  Schnittes  di  r  Gleichung 

d.  h.  geometrisch ,  es  lässt  sich  immer  ein  elliptisches  Paraboloid 
angeben,  «reiches  mit  der  Kugel  denselben  Schnitt  bildet  wie  jene 
Fusspunktenfl&che;  eine  ähnliche  Eigenschaft  besitzt  die  Fuss- 
punktenfläche  des  hyperbolischen  Paraboloides. 

§.  4». 

Schraubenlinie  und  Schraubenflache. 

I.  Wenn  die  Ebene  eines  gegebenen  Winkels  BJC  dpirgestalt 
um  einen  geraden  Kreiscylinder  herumgewickelt  wird,  dass  der 
eine  Winkelschenkel  AB  mit  einem  normalen  Querschnitte  des  Cy- 
linders  ausammenfiült, 
so  beschreibt  der  an* 
dere  Winkelschenkel 
AC  auf  der  Cylinder- 
fläclie  eine  Curve,  wel- 
clie  die  Schrauben- 
linie genannt  wird ; 
der  HalbmesserdesCy- 
linders  hcisst  ihr  Iladins,  und  der  constante  Winkel  ihr  Steigungs- 
winkel. Umdie  Schraubenlinie  Tollständigzu  erhalten,  mussmansich 
den  gegebenen  Winkel  durch  seinen  Scheitelwinkel  eigSnzt  und  die- 
sen gleichzeitig  mit  aufgewickelt  denken ;  die  Curve  erstreckt  sich 
daher  sowohl  auf-  als  abwSrts  von  dem  normalen  Qnersehnitte  ins 
Unendliche.  Ferner  ist  «u  berücksichtigen,  dass  jene  Um  Wicke- 
lung auf  zwei  yerscUiedene  Weisen  —  rechts  herum  und  links 
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Fig.  49.  herum  —  gOBcbehen 

*C   kann,  dass  also  aus 

den  gegebenen  Daten 
(Steigungswinkel  und 
Kadins'»  zwei  symme- 
ß  trisch  gleiche  Schrau- 
benlinien coDStruirbar 
sindjwelclie  man  durch 
die  Benennungen  lechtsgangige  und  linksgängige  Schraubenlinie  zu 
anterscheidau  pflegt;  die  Figur  zeigt  einen  Theil  der  letsteren, 
nebst  deren  Verticalprojection. 

Um  die  Gleichungen  der  Schraubenlinie  zu  erhalteUf  nehmen  wir 
die  Cylinderachse  zur  ;  -  Aclise  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systemes,  dessen  xy*  Ebene  mit  der  Ebene  des  genannten  norma- 
len Querschnittes  zusammenfallen  möge ;  den  Punkt  in  welchem 
letztere  von  der  Schraubenlinie  getroffen  wird,  yerbinden  wir  mit 
dem  Mittelpunkte  des  Querschnittes  durch  eine  Gerade,  und  wählen 
letztere  zur  Achse  der  x.  Der  Radius  OA  =  OB  sei  ==r,  der 
»Steigungswinkel  B AC  ct.  Ist  nun  P  ein  beliebiger  Puukt  des 
Schnikols  AC,  und  seine  Projection  auf  den  Schenkel  A  B ,  so 
kninmt  Itoi  der  AntViekcluii^  P'  so  nnf  den  normalen  Querschnitt 
AP'  B  zu  liegen,  dass  der  liogeu  AP'  gleich  der  vorherigen  Gera- 
den AP'  wird;  die  Linie  P' P  dagegen  bleibt  gerade  und  fällt  auf 
eine  der  erzeugenden  Geraden  des  Cylinders.  Bezeichnen  wir  die 
drei  Ooordinaten  des  Punktes  P  der  Schraubenlinie  mit  0£  =  or, 
LP'  =  PP"  s=  y,  P'P^tP"  und  den  Bogen  AP'  mit 
so  ist 

X  s=  OP'  cos  AOP'  =  r  €0$  — , 

r 

y^OP'  mAOP'^r  Hn—, 

r 

und  in  dem  ebenen  rechtwinkligen  Dreiecke  PAP' 

PP'  =  AP' .  ton  «  d.  h.  2  =  «  tan  a; 

der  Werth  von  9,  ans  der  letzten  Gleichung  in  die  vorhergehen- 
den substituirt,  giebt 


x=:srcos  ,  y^rsin 

r  laiiu  r  tm  a 
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Die  Grosso  r  lau  a  bedeutet  grometriscl»  dasjenige  z  der  Scliraubeii- 
linie,  wrlchos  für  .«f  r  -  r  d.  b.  ^ütLAOP'  ^  :  37"  17' 44"  8  zum  Vor- 
schein komnit^  diese  bestiiiiiiitc  und  liir  jcile  fre^^-olicue  Sclirauben- 
liDie  ttnveränderlicbc  Grösse  wollen  wir  den  l'Aramcier  der  Curve 
nennen  und  mit  c  bezeichnen ;  es  ^nd  jetzt 

1)  «  =s  r  CO*  — ,      y  =  r  m  — 

c  c 

die  Gleichungen  der  Yerticalprojectionen  der  SchraubenliDie, 
woraus  sieh  noch 

als  Gleichung  der  Horizontalprojeetion  findet.  Für  die  Selirnuben- 
linie  entgegengesetzter  Drehung  (rechtsgängig)  imdort  der  Bogen  g 
sein  Vorzeichen  und  die  Gleichungen  werden  daher 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  1)  erst  z^O  und  nachher 
z  =  sc,  so  erhält  man  im  ersten  Falle  =  4*  ^»  im  zweiten 
or  —  —  r;  bei  einem  halben  Umgange  steigt  also  die  Schrauben^ 
linie  um  «rc,  bei  einem  ganzen  Umgänge  um  Sjvc,  letztere  Grösse 
pflegt  man  daher  die  Höhe  eines  Schranbeiigni)<;e8  zu  neuuen. 

Die  gerade  Verbindungslinie  zweier  Punkte  irt/z  und  ^i^i^i 
der  betrachteten  Curve  kann  durch  folgende  Gleichungen  darge- 
stellt werden 

wobei  die  vorkommenden  Quotienten  knrz  J/und  N  lieissen  mögen; 
da  die  genannten  Punkte  der  Schraubenlinie  angehören ,  so  ist 


— X  =  r  ^cüs  ^  —  cos  J 


—  2r  m  -1-  8fti     —  , 

2c  2c 


y^—y^^-'-r  {^sin  ^  ^  sin 


—  2r  cos  '— — sm 


2c.        Sc  ' 
,  woraus  sich  ergiebt 

An»i«  Geom.  11.  16 
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sm 


e        2c        — z 


•  stn 


2c 

'1 


r      Zi  4"  X        2  c 


c         2o  z, 


I 


2c 

Lassen  yrir  den  Paukt  dorn  als  fest  geil achten  Punkte  xyz 

immer  näher  rttcken,  so  dreht  sich  die  Yerbindnngsgende  (Se- 
cante)  nm  den  ersten  Punkt  und  nähert  sieh  mehr  nnd  mehr  der 
tangentialen  Lage ;  letztere  tritt  in  dem  Grensfalle  Xi  =^  x, 
Z|  s=  z  ein  und  diesem  entsprechen  gewisse  Grenzwerthe  toh  ilf 
und  Nf  welch e  sich  aus  dem  bekannten  Satze  ergeben ,  dass  der 

Quotient         bei  verschwindenden  ^  in  die  Einheit^  fibergehf. 

Jene  Grenzwertbe  sind  demnach 

r    .  z  y     j  I    ^        ^        .  « 

—  —  sm — ^  —  —  und  +  —  cos  —  =  +  —  • 
c      e         e  e       e  e 

die  Gleichungen  4)  werden  jetzt  zu  den  folgenden 

und  bestimmen  die  im  Punkte  xyz  an  die  Schranbenliuio  gelegte 
Tangente.  Aus  den  vorstellenden  Gleichungen  zieht  man  noch 

oder 

d.  h.  geometrisch  die  Ilorizontalprojection  der  Tangente  berührt 
die  kreisförmige  Horizontalprojection  der  Curve,  wie  zu  erwarten 
war.  Die  Tangentenconstruction  ist  hiernach  sehr  einfach ;  in  der 
«y- Ebene  le<;t  man  nämlich  durch  den  Punkt  P'  eine  Tangente 
an  den  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Kreis,  in  der  xz -Ebene 

zieht  man  durch  den  Punkt     eine  Gerade,  welche  mit  der  ar- Achse 

e 

einen  Winkel  bildet,  dessen  trigonometrische  Tangente  =  

  9 

ist;  die  erhaltenen  Geraden  sind  die  Horizontal*  und  die  Yertiesl' 

projection  der  gesuchten  Tangente. 

Die  im  Berührungspunkte  der  letzteren  senkrecht  zu  ihr  ge- 
legte Ebene  heisst  die  Normalebene  im  Punkte  xyz-,  aus  den  beiden 
genannten  Bedingungen  hndet  man  leicht  als  deren  Gleichung 
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oder 


«) 


-7(i-«)+7(if-»)+t-«=o 


cz        cz         z  ' 


wonach  anch  die  direkte  Constructlon  der  Kormalebene  (oder  ihrer 
Sparen)  sehr  leicht  ist. 

II.  Lässt  man  eine  Gerade  Bich  so  bewegen ,  dass  sie  an  der 
Schranbenlinie  hingleitet  und  angleich  die  Achse  der  Schrauben- 
linie senhrecht  schneidet,  so  beschreibt  sie  eine  sogenannte 


Fig.  49. 


Schranbenflftehe ;  in 
der  Figtir  Ist  HP  die 
bewegliche  Gerade  in 
einer  ihrer  Lagen.  Die 
Coordinateii  eines  be- 
liebigen Punktes  ilder 
beweglichen  Geraden 
(also  anch  der  Fläche) 
mögen  |,  i|,  ( nnd  z  die  Coordinaten  des  Punktes  P  heissen, 
in  welchen  sie  die  Schraubenlinie  schneidet ;  die  Gleichungen  der 
Terftnderlichen  Geraden  sind  in  diesem  Falle 

setzt  man  die  Werthe  von  x  und  y  aus  Nr.  1)  ein,  so  ist 

=  toll  —  r=  tan  — 

l  c  c 

die  Gleichung  der  Schraubenfläche ,  wobei  im  Folgenden  wieder 
für  6,  q,^; also 

7)  ^^im^ 

X  e 

geschrieben  werden  möge.  Bei  Zugrundelegung  der  rechtsgän- 
gigen  Schraubenlinie  ergiebt  sieh 

i  -—  —  Utn-^ 
X  e 

als  Gleichung  der  entsprechenden  Schraubenfläche. 

Eine  Ebene,  welche  mit  der  Tläche  die  Funkte  xyZy  ar,y>| 

und  xy^z^  gemein  hat,  wird  repräsentirt  durch  die  Gleichung 


8) 


-1 


^1  —  ^  Vt—y 

wobei  für  jene  Punkte  die  Bedingungen 


16* 
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—  =:  tan  — ,  —  =s  tan  — ,  —  =  tan  — 
X  C         a*,  c         X  c 

crtüllt  sciu  luUsscu.  Uuter  Benutzung  der  bekanntcu  Formel 

sin  ht  —  r) 

ianu  —  /an  V  =  

cos  u  cos  V 

sieht  man  ans  jenen  Gleichiingen ,  indem  man  die  erste  von  der 
Bweiten  nnd  von  der  dritten  snbtraliirt 


Xt  ~^  X 


.  Zt  —  z 
sm—  


i  .  u;  z»  z 

'  COS  —  cos  — 

c  c 


yt  —  y_ 


m-=  


CO*  —  CO*  — 

c  c 


dies  giebt  weiter 


ey       X,  z 

-  -  cos  —  cos  — 


X,  —  X         u'i  X       c       e    ,  Zf 

sm- 


e 

z 


-|  cos Cos  — 


y,  — y        X      e  c 

SUl' 


c 

Lassen  wir  die  Punkte  xyz^  ^xV^x  und  xy^z^  ansammenrücken^ 
60  geht  die  schneidende  Ebene  in  die  berührende  Ebene  Über  und 

die  Quotienten    —  ,  ^     *  erhalten  gewisse  Grenawerthe,  die 

sich  aus  dem  Satze  ergeben,  dass  der  Quotient  fHr^=Oaur 

KiiHicit  wird.  Die  betrcfieudeii  Greuzwcrthe  sind 

—     (cos  —  ^  und  —  Ceos  —  \ 
x^  \      cJ         X  K  cJ 

oder,  wenn  cos  —  durch  tan  ~  =  —  ausgedrückt  wird, 

C  C  X 

cy       j  , 
Die  Gleichung  8)  wird  jetzt 
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und  nach  gehöriger  Zasammensiehting 

cy  ex  I   

sie  bestimmt  die  Tangentialebene  im  Pnnkte  xyz»    Letztere  ist 

selir  leicht  mittelst  der  Abschnitte  zu  constmirep)  welche  sie  auf 
deu  Achsen  bildet. 

Aus  der  Gleichung  9j  ündet  man  noch 

als  Gleichungen  der  im  Punkte  xyz  anf  der  Schraubenfläche  er- 
richteten Normalen. 
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Zehntes  Oapitel. 

Analy tische  Projectionslehre. 


§.  49. 

Die  axonometrisolie  frojection. 

^^Venn  es  darauf  ankommt,  räumliche  Gegeustftnde  durch  Zeich- 
nung in  einer  Ebene  graphisch  darzustellen,  so  hat  man  bekannt- 
lich eine  doppelte  Wahl ,  insofern  dasu  ebensowohl  die  Parallel* 
projection  als  die  perspectivische  Projection  benutzt  werden  kann. 
Die  Mittel  zur  Ausfiilirung  der  Zeichnung  selbst  giebt  die  descrip- 
tive  Geometrie,  deren  Kenntnlb-i  wir  voraussetzen,  sie  lassen  sicli 
aber  auch  nnabhängig  von  dieser  entwickeln,  wenn  man  die  Auf- 
gabe vom  analytischen  Gesichtspunkte  aus  ansieht,  wie  esimFol- 

Wir  denken  uns  einen  Funkt  P 
auf  ein  rechtwinkliges  Cooidi- 
natensystem  bezogen  und  dnich 

die  Coordinaten  OL=XjOM^yi 
ON=zz  gegeben;  da»  ^anze  Li- 
niensystem werde  rechtwinklig 
auf  eine  bestimmte  Ebene  proji- 
cirt  und  es  soll  nun  die  gegen- 
seitige Lage  der  Projectionen 
(y,  L\  M\  li\  P'  ermittelt  wer- 
L'  I  den.  Da  die  orthogonalen  Pro- 
/    jectionen  zweier  parallelen  6e- 
/     raden  wiederum  parallel  «indt 
-*        so  besteht  die  Projection  dw 


genden  geschehen  soll, 
rig.  50. 

Q 


p 
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erwühoten  Liniensystemes  »HB  swölf  Geraden  (den  Ptojectionen 
der  zwölf  Kanten  des  ans  ar,  y,«  constrnirten  Parallelopipedes), 
von  denen  je  yier  parallel  lanfen,  nnd  es  ist  dieser  Liniencomplex 
bestimmt,  wenn  man  die  drei  Qeraden  0'X'  =  x,  0'ilf'==:y\ 
0'N'=:z'  und  die  yon  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  kennt. 

Bezeichnen  wir  die  Stellungswinkel  der  Projectionsebene  mit 
LLOQ=za,       LMOO^ß,  LNOQ^y^ 

und  die  Neigungswinkel  der  Achsen  OM^  OJV  gegen  die  Pro- 
jectionsebene mit     fi,     so  ist  znn&chst 

mithin  I  wenn  diese  Werthe  in  die  Formel 

a  -|-  cos*    4"  c^s^  y  =s  l 

substituirt  werden, 

sin*  X  -f       ^  -f-  «it*  y  =  I , 
CO«*  A  +  CO«*  fi  +  CO«*»  Ä=  2. 
Was  die  Grössen  von  x\  y\  z'  anbelangt,  so  hat  man  unmittelbar 

2)    x~xcosX^   *    tf'^ycosfi^  z=zcosv^ 

Ulli  die  zwischen  x\  y  z  liegenden  Winkel  zu  finden,  bedarf  es  nur 
der  Erinnerung  an  den  bekannten  Satz ,  dass  die  Protection  einer 
ebenen  Fläche  auf  eine  andere  Ebene  gleich  rlor  ersten  Fläche, 
multiplicirt  mit  dem  Cosinus  des  Winkels  awisehen  beiden  .Ebenen 
ist.  Wendet  man  ihn  der  Reihe  nach  auf  die  Dreiecke  LOM^LON^ 
MON  und  ihre  Projectionen  an  indem  man  berücksichtigt,  dass 
der  Winkel  swischen  awei  Ebenen  gleich  dem  Winkel  awischen 
ihren  Normalen  ist,  so  hat  man  als  Projectionen  jener  Dreiecks« 
flächen: 

•  i^xfj  sin.v ,      i  xz  sin    ,      i      sin  X  ; 
durch  zwei  Seiten  und  den  ein«;oschlos8enen  Winkel  ausgedrückt, 
sind  die  nämlichen  Flächen  L' 0' M\  L' 0' N\  M' 0' N' i 

4  x'y  sin {x'y*),     ^x'z  sin  (afz) ,     J y'«'  sin  {jyz') , 
und  aus  der  Yergleichung  der  gleichnamigen  Flächen  folgen  die 
Formeln : 

sin  ( t'  y')  ~  ^  sin  v ,    sin  {x*  z*)  =  -r-;  sin  fi , 
xy  xz 

stn{y  z)=z-r^smk, 
oder  auch ,  wenn  man  Alles  durch  Jl,  fi,  v  ausdrttckt, 
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sin{a:'y)  ^ 


«tu  V 


4) 


sin  {j/  z)  = 


«« (x  z )  =  ,  ^  , 


eos^  cosv 


Für  den  praktischen  GebraucH  der  erwfthnten  Projeetionsmethode 
bedürfen  diese  Formeln  noch  einer -Modification ;  in  der  Regel  sieht 
man  nämlich  nicht  die  Winkel  A ,  ft ,  v  als  unmittelbar  bekannt  an, 

soiidoru  imxn  setzt  vorau.s,  tlass  die  Projoctioiicii  von  drei  gleich  oii 
auf  tlen  AcIikoh  abgesclinittenen  Strecken  (von  den  in  0  zusaiaiuen- 
treffendcn  Kanten  eines  Würfels)  gegeben  seien  und  berechnet 
hieraus  rückwärts  ^,  v  und  die  Winkel  x  y\  x'  z\  y  z .  Dies 
geschieht  auf  folgende  Weise.  Die  auf  jeder  Achse  abgeschnittene 
Strecke  sei  d  nnd  ihre  Frojectionen  mögen  a',  b\  e  heissen;  die 
Yorigen  Formeln  geben  dann  f^tx^y^z^d  und  x  =  a » 

5)  a:^dco$kt       b'=^dcoSf/ky  c=dco8w 
oder  wenn  man  qnadrirt  nnd  addirt 

6)  +  b''  +  = 

Durch  Substitution  des  hieraus  folgenden  Werthes  von  d  liefern 
die  vorhergehenden  Gleichungen  die  Werthe 


7) 


ya'%  +  b'^  +  c'*' 

b'yi 

j/a*  +  6'«  +  c«' 

 ^ 

an  welche  sich  die  nachstehenden  reihen : 

—  i/^ll  +  "^'^ "~ 


CO«  /4  = 


COS  V  = 


S) 


+  6  *  -h  c 


'2> 


Mit  Httlfe  dieser  Werthe  lassen  sich  die  Formeln  4)  dnrch  die  fol- 
genden ersetzen: 
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9) 


sm 


j/(<,  t  ^     +  e  t)  (a  *  +  6  * 

I 

+  6'«  +  c  «)  («  •  +  c  • 

—  6'*) 

J.''(a'*  +  i/'*  +  c')  if/^  + 

2  //r' 

Bemerkenswerth  ist  die  hieraus  folgende  leichte  Oonstractiou  der 
Winkel  xy\  xz\  yz\  Setzt  man  nämlich 

8(r  zeigen  die  nunmohrigeu  Fonuelu 


€08 


COS  ^A  — 

dass  J,  B,  C  die  Winkel  eines 
Dreiecks  bilden,  dessen  Seiten 
oder  diesen  Gi  Jlsson 
proportional  sind.  Dies  giebt 
folgendeConstruction:  überder 
grösstenyon  den  Linien  h\  A 
c\  welche  e  =^AB  «ein  möge, 
heschreibe  man  einen  Halb- 
kreis, trage  in  diesen  AD=b* 
und  a'  als  Sehnen  ein, 

fälle  anf  AB  die  Senkrechten 
Dh\  EG  und  beschreibe  aus 
den  Seiten  A  i> ,  Ah\  B  G  das 
Dreieck  .4  ^C.  Die  Seiten  des- 
selben sind 


+      +  '•■')  {a'  +  b''  — 

3  a'»' 

+  y  +  c')  («■•  +c*— 

1a  c 

/(«'• 

+  b*  +  c')  {b''  +  c'  — 

aft'c' 

«■«) 

Fig.  51. 


6'« 


AB=:c%      AC^AF^-Tr  BC^BG^^f 

c 

und  stehen  in  den  Verhältnissen 

BCiCA:AB==^a'^ib'*:c*\ 

die  Winkel  des  Breiecks  ABC  sind  folglich  die  vorhin  mit  A,  B,  C 

bezeichneten  Winkel.  Die  Halbirungslinien  derselben  schneiden 
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sieb  in  einem  Punkte  nnd  swar  ist  ans  naheliegenden  geometri- 
sehen  Ghrfinden 

trägt  man  also  von  0*  ans  auf  die  winkelhalbirenden  Geraden  die 
Strecken  0' A*  ^  B  Ez=  a\0' B'  ^  AD  =  b'  und  O'C  =  AB  =  c\ 
SO  hat  man  die  drei  l*rojectioueu  von  d  der  Grösse  und  Lag^o  nach*). 

Sind  nun  die  Winkel  xy\  xz\  y  z  durch  die  erwähnte  Cou- 
struction  oder  durch  die  Formeln  9)  bestimmt  und  ebenso  die  Win- 
kel i,  fi,  V  mittelst  der  Formeln  7)  gefunden,  so  dienen  die  Glei- 
chnngen  S)  snr  Construction  der  Protection  jedes  beliebigen  Panktea 
Fig  62  indem  man  anf  der  Linie  0*A'  die 

Strecke  0*t  ~  x*  abschneidet,  durch  V  die 
Gerade  Vff  1/  O'B'  nnd  gleich  Ö'Jlf'  =  y 
zieht  und  endlich  O'P'  ~  O'N'  =  paral- 
■—rn'i]  1^1  211  O'C  legt,  wüljüi  man  in  der  Praxis 

;     ;  die  Berechnung  von  a',  jj\  z'  durch  den  Gc- 

^  I   J//       brauch  von  Maassstäben  umgeht,  deren Ein- 
B'^^^f '"'  ^i'      ~     holten  sich  wie  \  :  cos  X  :  cos  fiicosv  ver- 
halten. Man  ist  hierdarch  in  den  Stand  ge- 
setzt, alle  Ergebnisse  der  analytischen  Geometrie  in  einer  Ebene 
graphisch  darattstellen. 

Die  gewdhnlichsten  Verbftltnisse  sind  folgende.  Fära=:b*s=ie 
erhält  man  die  sogenannte  isometrische  Projection,  bei  welcher 
L  [x'y  )  =  L  (x'z)  =  L  (yz)  =  120«, 
A=:j[t  =  v~35«Io  52" 
cos  k  =  cos  fA  =  COS  V  =  ^  J  =  0,8165. 
Nimmt  man  zwei  der  Linien  a\  b\  c  gleich  iind  giebt  der  dritten 


*)  Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  das  Dreieck  ABC  oder  ein  ihm  äbn- 
Hclics  in  der-  ursprÜDglichen  Figur  nachzuweisen.  Denken  wir  uns  0  OM, 
ON  bis  zu  ihren  Durchschnitten  Zo»  mit  der  Projectionsebene  ver- 

längert, so  sind  LoMi)^  /^n^o,  ^^o-^O)  die  8j)iircn  der  Ebenen  LOM^  LONy 
MON,  und  nach  drm  bekannten  Satze,  dass  die  Trojection  einer  Geraden 
senkrecht  auf  der  Spur  ihrer  Norinalchene  .stellt,  ist  0'// J_  MoNoi  O'M'-^ 
Lt)Nn,  O'N'  JL  I^Mq,  mit  einem  Worte,  die  Ger;L(lt  n  0  L\  0'M\  O'N'  sind 
die  verlängerten  Höhen  des  Spurendreiceks  /.o^h  ^Vq.  Nennen  wir  U,  F,  ff 
die  Fusspuiiktü  dieser  Höhen,  so  sind  O'L',  O'M'^  O'M'  die  Winkelhalbi- 
rungsliuien  des  Dreieckes  UF'IVnnd.  ausserdem  hat  man 

wie  man  durch  eine  leichte  Beclmimg  findet,  sobald  OLs^OMss ONssi 
nnd  O'L'  s    O'JU'  ss  6',  O'y'  as/  gesetst  werden. 
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ein  beliebigea  Verhältniss  zu  jenen,  so  heisst  die  Projetion  mono- 
dimetriscb;  eine  sehr  gewöhnliche  Wahl  ist 

woraus 

L  [x'y)  =  L  {yz)  =  131«  94'  30"  ,       L  (xz)  =  g?»  1 1  \ 

cos  X^cosv^  //-J  ^  0,94J8,       cos n      //f  =  0,4714. 
In  dem  allgeinoincn  Falle  endlich,  wo  die  Grössen  a\  b\  c  von 
einander  verschieden  sind,  erhält  man  die  sogenannte  an  isome- 
trische Projection;  passende  Verhältnisse  hierzu  sind: 

sie  geben: 

*    i(;cV)  =  l57»0',    L(arV)=95«ll'.  L{yz)=zmU9'i 
A  =  27*3I',  |»==fi0»29',  v  =  9«50', 

ros  X  =  0,8868  ,         ro.v  ß  ^  0,4927  ,  ro^»  v  =^  0,9853. 

J-fCtztercö  Wcrtheüy.stoni  einplielik  bicli  besonders  zum  Krystall- 
zeichueu  i  in  der  vorigen  Figur  sind  seine  Verhältnisse  eingehalieu. 

§.  50. 

Frojectioiieii  yon  üacheiL 

Denken  wir  uns  in  einer  beliebigen  Ebene  eine  willkiirlieh 
begrenzte  Figur  von  bekannter  Flüche  s  gezeichnet,  so  können 
wir  leicht  deren  Projectionen  auf  drei  unter  einander  senkrechte 
Ebenen  finden;  wir  wählen  nämlich  letztere  zu  Coordinatenebeneu, 
nennen  er,  j3,  y  die  Stellungswinkel  der  Ebene  von  $  und  bezelch- 
Dcu  die  riojectionen  von  <i  auf  die  Ebenen  ic«,  xy  der  Heihe 
nach  mit  a,  6,      es  ist  dann 

1 )  a  =  .V  cos  cf ,       6  =  «  cos  c  =  s  cos  y 

und  dabei  sind  die  Projectionen  a,  6,  c  positiv  oder  negatiy,  je- 
naehdem  die  Winkel  «r,  ^,  /  spitz  oder  stumpf  ausfallen.  Die  Pro- 
jection von  8  auf  irgend  eine  vierte  Ebene,  welche  mit  der  Ebene 
von  s  den  Neigungswinkel  ^  bildet,  ist  ferner 

und  wenn  man  cos  &  durch  die  Stellungswinkel  der  Ebene  s  und 
durch  die  Stellungswiiikei  A,  n,  v  der  neuen  Ebene  ausdrückt,  so 
hat  man  auch 

p=z  s  (cos  a  cos  X  +  cos  ß  cos^  +  cosy  cos  v) 
d«  i*  unter  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  1} 

2)  p^^aeos  k-i-  bcos  n  -^ccosv. 
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Diese  bemerkenswerthe  Formel  giebt  die  Projeetion  einer  Figur 
aaf  eine  beliebige  Ebene,  sobald  die  Projectionen  der  Figur  auf 
die  drei  Ooordinatenebenen  bekannt  sind.    Hat  man  überhaupt 

verschiedene  nicht  in  einer  Ebene  Hegende  Figuren  s,,  S3...., 
deren  Projectionen  auf  die  Coordiaateuebenen 

lieissen  mögen,  so  kann  man  die  Formel  2)  auf  jede  derselben  an« 
wenden  und  es  ergiebt  sich  durch  Addition  aller  so  entstehenden 
Gleichungen 

=  («1  +  «t  +  «8  +  «4  +  •  •  •)  cos  l 

+  (*I  +  ^2  +  ^3  +  ^  +  •  •  •)  <^os  fl 

+      1  +        4-  <^3  +  ^  4  +  •  •  0  <^<^S  V  * 

oder  kürzer 

3)  P~  A  cos  X      B  ras  it  +  C cos  v ; 

dabei  bezeichnet  A  die  Summe  der  Projectionen  aller  Figuren  auf 
die  Ebene  yz^  ebenso  B  die  Projcctionssumme  auf  xz^  C  die  Pro- 
jectionssumme  auf  ccj/y  endlich  P  die  Projectionssumme  auf  die 
vierte  Ebene,  deren  Stellnngswinkel  A,  fi,  v  sind. 

Die  Formel  3)  wollen  vrit  benutzen,  um  die  vorhandenen  Fi- 
guren auf  drei  neue  unter  einander  senkreehte  Ebenen  tjz\  xz, 
afi/  zu  projiciren;  wir  haben  in  diesem  Falle  der  Jieihe  nach  zu 
öctzen : 

P=.C-      iL  =  («ar),       f*  =  (2'y),  v^(z'z); 
es  entstehen  so  folgende  drei  Gleichungen : 

IA'  =  A  cos  i^x'x)      B  cos  (»r'//)  -\-  C  cos  (^v'z) , 
B'=A  cos  0/  0')  -f  B  cos  {yy)  -f  C  cos  (jj  z) , 
C"  =  A  co*,(*'a;)  +  B  cos  (zy)  +  Ccos  {z  z). 
Betrachtet  man  umgekehrt  die  Ebenen  yz%  xz\  x*y  als  die  primi- 
tiven  und  yz^xz^xy  als  die  secundären  Projeetionsebenen,  ver- 
tauscht also  die  aceentuirten  Buchstaben  gegen  die  glelehnamigen 
nicht  aceentuirten,  so  ist  entsprechend 

fAz:=  A'  cos  {xx)  -}-  B'  cos  (xy)     C  cos  (xz') , 
B^A'  cos  (yx')      B'  cos  (yy  )  +  C'  cos  (yz) , 
C     A'  cos  (zx')  +  B'  cos  {zy)  4-  €'  cos  (zz). 
Zwischen  den  Cosinus  der  neun  vorkommenden  Winkel  finden  die 
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schon  in  §.  25  UDter  Nr.  2,  3,  5  und  6  erwähnten  Beziehungen  statt, 
mittelst  welcher  man  Bchr  leicht  zn  der  fol^^enden  lielation  gelangt 

6)  A**  +       +  C*  =  ^*  +  J?»  +  C'\ 

hierin  liegt  der  bemerkensverthe  Satz,  dass  die  Quadratsumme 
der  Projectionen  aller  Figuren  auf  drei  unter  einander  senkrechte. 
Ebenen  constant  bleibt,  mitbin  von  der  Lage  jener  Ebenen  unab- 
hängig ist. 

Aus  Nr.  6)  folgt: 


7)  C  ^  fA^  ^B^-i-C^—A'^  —  B'^ 

und  hier  erhält  C  offenbar  seinen  grössten  Werth  für  ^'  =  0  und 
B'  =  0,  was  letzteres  aus  dem  Grunde  möglich  ist»  weil  A'  und  B* 
Aggregate  aus  einzelnen  Projectionen  sind ,  die  eben  sowohl  posi- 
tiv als  negativ  sein  können;  der  Ausdruck 

8)  C  =2  }/A^+  B^-hC^ 

giebt  in  diesem  i'alle  den  grössten  Werth  an,  welchen  die  Ge- 
sammtprojection  aller  Figuren  auf  eine  Ebene  {a'f/')  überhaupt 
erhalten  kann.  Um  die  Lage  dieser  Ebene  zu  bestimmen,  substi- 
tuiren  wir  die  Werthe  ^'  =0,  B'  =  0  in  die  Gleichungen  ö)  und 
bezeichnen  die  Stellungswinkel  der  Ebene  a;Vt  ™  ^^ch  nur 

noch  handelt,  kurz  mit  a%  ß\  / ;  dies  giebt 

9)  A^C'cosa,    B  =  C'co8ß\  C=€'cosy\ 

mit  liückbicht  auf  die  Gleichung  8)  folgen  hieraus  die  Wertho 


10) 


cos  ß  ~  . 
co$y  = 


}/A^+  B^  +  0^' 

und  datnit  ist  die  Stellung  derjenigen  Projectionsebene  bestimmt, 
far  welche  die  Summe  der  Projectionen  aller  gegebenen  Figuren 
ihren  Maximalwerth  erreicht. 

Projicirt  man  dieselben  Figuren  noch  auf  eine  andere  von 

der  vorigen  verschiedene  Ebene,  deren  Stellungswinkel  A,  ^,  y 
sind,  so  hat  man  wie  früher 

P:=  A  cits  A  -f"  B  ri'S  |M.  -|-  C  cos  v 
und  durch  Substitution  der  in  Nr.  9)  angegebenen  Werthe 
P  =  C'  {cos  a  cos  X     cos  ß'  cos  Ii     cos  y  cos  v) 
oder  kurz 
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11)  p~y +  B*  -\-  c*  cos 

wo  0  den  Neigungswinkel  der  beliebigen  Ebene  gegen  die  Ebene 
dergrSsaten  Projectionssnmme  bedentet.  Die  Gleichung  II)  lilBgt 
nnmittelbar  erkennen ,  dass  die  Projectionssnmme  P  für  alle  Ebe- 
nen dieselbe  bleibt,  welebe  gogon  die  Ebene  der  grössten  Projec- 
tionssomme  denselben  Keignngswinke!  B  bilden.  Ftir  9  =  9CP 
virdP  =  0,  also  verschwindet  die  Projectionssumnie  für  alle  zu 
jener  Ebene  senkrechten  Ebenen. 


Fig.  53. 


§.  51. 

DU  panpeetiTiielLa  PMjaetion. 

Es  sei  eine  feste  Ebene  OQ  nnd  yor  derselben  ein  fester  Pnnkt 
A  gegeben ;  ziebt  man  Ton  diesem  aas  nacb  jeden  beliebigen  hinter 

dcrEbeue  liegenden  Punkte  Peine  Gerade  -4P,  welche  die  Ebene  in 

einem  bestimmten  Punkte  II  schnei- 
det, so  heisst  bekanntlich  JJdir»  pcr- 
spectivische  Projection  von  P  iu  Be- 
)  Ziehung  auf  A  als  Projectionscen- 
trum.  Wir  stellen  nns  nun  die  Aaf- 
P'  gäbe,  die  Lage  von  Hin  der  festen 
Ebene  (Projeetionsebene)  an  finden, 
wenn  die  Lagen  von  A  nnd  P  gegen 
jene  Ebene  bekannt  sind. 

Die  Projeetionsebene  OQ  sei  die  Ebene  xZy  eine  durch  ^senk- 
recht zu  ihr  gelegte  Ebene  A'J  i"  die  Ebene  yr;  aiit  dem  Durch- 
schnitte beider  Ebenen  (der  Achse)  wählen  wir  den  Coordinaten- 
anfang  0  willkürlich  und  legen  durch  ihn  die  Coordinatcnebene 
senkrecht  snr  z- Achse.  In  Beziehung  auf  dieses  rechtwinklige 
Coordinatensjstem  bexeichnen  wir  die  Coordinaten  Ton  A  mit  0, 
OA'^gy  OA"=sh,  nnd  die  von  P  mit  OL  =  x^  IP'^^y, 
P*P^  z ;  sind  femer  |,  17,  ^  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punk- 
tes der  Geraden  APj  so  haben  wir  als  Gleichungen  der  ietsteren 


1) 


n 


X 


X 


{+*. 


und  daraus  erhalten  wir  förij  s=  0  die  Coordinaten  von  17,  welche 
0  i7'  I,  n'n=:  t  heissen  mögen.  Die  erste  Gleichung  liefert 
unmittelbar  {,  die  zweite  t  wenn  man  den  Werth  von  |  substituirt; 
die  resulttrenden  Formeln  sind : 
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Hieran  knüpft  sich  von  selbst  die  Bestimmung  der  Projection 
einer  beliebigen  geraden  oder  krummen  Linie;  man  bat  nftmlieb 
in  diesem  Falle  swei  Gleichungen  avischen  «r,  y,  z,  verbindet  man 
sie  mit  den  TOrigen,  so  lassen  sieh  z  eliminiren  und  die  übrig 
bleibende  Gleichung  svischen  |  und  ^  bestimmt  die  Projection  der 
Linie.  Einige  Beispiele  hierzu  sind  folgende. 

Für  eine  Gerade  im  Kaume  hat  man 
mithin 

und  durch  EUmiuation  von  x 

5)    [^(c^Ä)  — C(/»+|?)J|+(d  +  j)f)t=6A  +  Cir. 

Die  perspectiTische  Projection  einer  Geraden  ist  demnach  wieder 
eine  Gerade,  doch  findet  dabei  die  Eigenthdmiichkeit  statt ,  dass 

die  letztere  Gerade,  insoweit  sie  wirklich  durch  Prrojection  ent- 
steht, nur  eine  endliche  Ausdelmung  erlangt,  wenn  auch  die  ur- 
sprüngliche Gerade  sich  hinter  der  Bildel)ene  ins  Unendliche  er- 
streckt. Giebt  man  nämlich  den  Formeln  4)  die  Gestalt 


b  +  Q  .  b  +  g 

X  X 

und  lässt  X  ins  Unendliche  wachsen,  so  nähern  sich  {  t 
Grenzen  ' 

und  nun  sind  die  endlichen  Grössen  fae,  die  Coordinaten  der 
Projection  des  unendlich  cntf t mton  l.udpunktes  der  gegebenen 
Geraden.  Da  ferner  in  den  Formehi  6)  die  Grössen  b  and  e  nicht 
mehr  vorkommen ,  so  bleiben  und  1;^  unveränderlich  für  alle 
Geraden,  welche  durch  dieselben  B  und  C  und  beliebige  6,  c  be- 
stimmt sind.  Geometrisch  heisst  dies:  die  perspectiTisehen  Pro- 
jectionen  eines  Systemes  paralleler  Geraden  Tereinigen  sich  in 
einem  Punkte  ({»toD);  jeder  solche  Punkt  heisst  der  Flncht* 
pnnkt  des  entsprechenden  Parallelensystemes.  —  Sin4  a.  B.  die 
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Geraden  in  der  o^f/-  Ebene  enthalton  nnd  senkrecht  znr  ««Aehse, 
80  hat  man  B  —  tan  90®  =  oc ,  C  =  0,  mithin 

{«  =  0,       U  = 
die  ProjecticFnen  aller  In  der  a;^- Ebene  anf  der  a?>  Achse  senk- 
rechten Geraden  laufen  daher  im  Punkte  A'\  dem  sogenannten 

Angcnpnnkte,  zusammen.  Liegen  zweitens  die  Geraden  in  der 
.ry- Ebene  unter  eiuem  Winkel  von  45"  gegen  die  Achse,  so 
hat  man  ^  =  to«  45  "  —  t ,  ^  =  0 ,  folglich 

^^^9,  U  = 
.der  Jj'iuchtpuTikt  tles  betreffenden  Parallelensystemea  befindet  sieh 
also  anf  der  Geraden  A"Q  jlOL  in  der  Entfernung  g  vom  Augen- 
punkte ;  man  pflegt  ihn  den  Distanspunkt  zu  nennen.  Wenn 
drittens  die  Geraden  die  Richtung  einer  Wttrfeldiagonale  haben, 
wie  dies  bei  perspectivischen  Schattenconstructtonen  Torkonnnt» 
sobald  man  sich  die  Lichtstrahlen  von  der  Linken  zur  Rechten 
einlullend  denkt,  so  gelten  die  Werthe  B  =  ian  43^  =  l,  C'—ltm 
135*'=  —  1|  woraus 

Als  zweite  Anwendung  diene  die  Bestimmung  der  perspecti- 
vischen  Projection  eines  in  der  jry- Ebene  Hegenden  Kreises.  Man 
hat  für  diesen  Fall 

7)  (a:-a)»+(y~-Ä)«  =  r«,       «  =  0; 

au»  den  Formeln  2)  erhält  man  wegen  2  =  0 

„-JL 

und  durch  Substitution  dieser  Ansdriicko  in  die  Kreisgleichung 

Der  blosse  Anblick  dieser  Gleichung  lehrt)  dass  die  Projection  im 
Allgemeinen  ein  Kegelschnitt  ist  und  zwar  eine  Ellipse,  Parabel 
oder  Hyperbel,  jenachdem  6  +  ^  grösser,  gleich  oder  kleiner  als  r 
ist  Für  die  Ooordinaten  des  Mittelpunktes  der  Projection  findet 
man  leicht: 

bezeichnet  lerner  od  den  Winkel,  welchen  irgend  eine  der  Haupt- 
achsen mit  der  o;- Achse  einschliesst,  so  erhält  man: 

2flÄ 


fon  2  Q)  = 


A«  — [««  +  {*  +  ,)• -HJ 
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Dieser  Ausdruck  ist  leicht  zu  construiren;  bildet  man  nämlicli  aas 
den  drei  Seiten 

«»       V{f^  +  Oy  —  r\  h 
ein  Dreieck  und  errichtet  die  zur  Seite  a  geliörendo  Höhe,  so  theilt 
letztere  die  Seite  a  in  zwei  Theile  und  zwar  ist  der  an  der  Seite 
f/ifi  "^gY  —     liegende  Abschnitt 

mitbin  • 

•  .  Ä 

tun  2  w  =  —  — , 

k 

woraus  eine  einfache  Construction  für  a  folgt. 

Soll  die  Projection  zu  einem  Kreise  werden,  so  mnss  der 
Goeflicient  von  |^  verschwinden  und  der  Coefficient  von  gleich 
dem  von  f  sein ;  diese  Bedingungen  lauten : 

Die  erste  giebt  zu  erkennen,  dass  dor  Mittf'l})uiikt  des  Kreises  in 
(Min  r  Verticalcl»*  110  (t/z)  mit  dem  Projpctioiibccntrum  liogon  iiiuss, 
die  zweite  13edinj^ung  enthält,  ■wenn  man  sich  y  und  U  als  venin- 
derlich  denkt,  den  bemerkenswerthen  Satz,  dass  alle  Projections- 
ccntra,  von  welchen  aus  gesellen  der  gegebene  Kreis  wiederum 
als  Kreis- erscheint,  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel  liegen,  deren 
Halbachse  r  und  deren  Scheitel  der  Coordinatenanfang  ist.  ~ 

Wir  haben  endlich  noch  zu  erörtern ,  was  man  unter  der  per- 
spectivisehen  Projection  einer  Fläche  verstehen  soll.  Denkt  man 
sich  von  dem  Projectionscentrum  aus  an  die  Fläche  alle  möglichen 
'I';in{,amten  gezogen,  so  bilden  diese  in  ihrer  stetigen  Aufeinander- 
folge eine  Kcgelfläche ; 'letztere  wird  von  der  Projectionsebcne  in 
einer  bestimmten  Curvc  gesclinitteu  und  diese  muss  nun  als  per- 
spectivisclie  Abbildung  der  nrsprünj^liolien  Fläche  gelten.  —  Um 
hiervon  eine  Anwendung  auf  die  Projection  der  KugelHäche  zu 
machen,  sei 

(x— «)» +{y+ by  +  {z-cy  r« 

die  Gleichung  dieser  Fläche |  irgend  eine  durch  das  Projections- 
centrnm  gehende  Gerade  wird  durch  die  Gleichungen 

ausgedruckt  und  berührt  die  Kugelfläche,  wenn  die  Bedingung 

\  =  {Pa+g  +  by-i-{Qa^h-cy-^[I'ih  -c)-Q{y  +  b)]* 

Anal.  üeom.  Ii.  17 
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erfüllt  ist,  wie  man  am  Iciclitosten  mittelst  der  Bemerkung  findet, 
da-s  der  Alistaud  einer  'J\MnL;('iit('  vom  Kugclmittelpunktc  jeder- 
zeit dein  KugelliatbinesstM-  irleirli  sein  iiiuss.  Eliniinirt  man  P  und 
Q  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen,  indem  man  die  AVerthe 

in  Nr,  10)  cinietzt,  so  eharakterisürt  die  neoe  Gleiclinng 
}  [V+(r,-9Y  +  {t-m'' 

11)  { =K'/-?) + +["(?-*)+ C'-'Oir 

di<  j«Miij_'r  Kegelfiäche ,  welche  ihren  Mittelpunkt  im  Trojections- 
ceutiuin  liat  und  ausaerdcni  die  irof;id»ene  Kugol  heriilirt  (die  pro- 
jicirendc  KegelHiiche).  Die  Gleichung  der  Kugclprojcctiou  ergiobt 
sich  hieraus  i'ür  i}  =  0,  nämlich 

12)  \  =[-«p+(i^+6)ir  +  [«a-A)+(Ä-c)i]« 

t  +[flr(Ä-"C)  +  0  +  l^)tt-A)P, 

und  diese  Gleichung  lässt  erkennen ,  dass  die  Projection  der  Ku- 
gel  fläche  im  Allgemeinen  eine  Ellipse  ist,  welche  nnr  in  dem  spe- 
ciellen  Falle  a  =  0  und  c  =zh  zu  einem  Kreise  werden  kann. 


Verbessernngen. 

S.  25  Formel  7)  statt  »es  fluA 

„    41  Z.  16  V.  u.  statt  v%ir  lies  wie. 
„   G8  „    9     0.  statt  Gerade  lies  Eh.  HC. 
„  III  Formel 5)  statt  i/>  (.n ,  =,)  lies    (y, ,  i,). 
„  >ld  Fig.  45  statt  P  lies  />o. 


Druck  von  ü.  G.  Teubncr  in  Dresden. 
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